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Resumen

Esta tesis se enmarca dentro del contexto general de investigacion del Area de Ar-
quitectura y Tecnologia de Computadores de la Universidad de Oviedo, relativa al
estudio de sistemas de tiempo real. En particular se estudia la planificabilidad de
sistemas de tiempo real multiprocesador mediante la obtencion de limites de utili-
zacion. La planificacion de las tareas en el multiprocesador se realiza siguiendo la
estrategia de particionado.

Se obtienen los limites de utilizacién para planificacion EDF y RM empleando
diferentes algoritmos de asignacion de tareas a procesadores. Esto permite analizar
la planificabilidad del sistema de una forma rapida, teniendo en cuenta ademas la
influencia de pardmetros clave como el tamano de las tareas.

Aparte del analisis tedrico de planificabilidad se realizan numerosos experimentos
de simulacion que permiten obtener el comportamiento tipico de diferentes opciones
de planificaciéon monoprocesador y asignacion.

Inicialmente el modelo de tareas considerado contiene exclusivamente tareas pe-
riddicas independientes. Al final de la tesis se extiende este modelo, lo que permite
analizar conjuntos de tareas mas realistas.






Abstract

This thesis is included in the general research context of the Computer Enginee-
ring group in the University of Oviedo, related to the investigation in Real-Time
systems. In particular, this work deals with schedulability issues by means of utili-
zation bounds. Task scheduling is performed following the partitioning strategy.

The utilization bounds for EDF and RM scheduling, and for different allocation
algorithms are obtained. This allows us to carry out not only fast schedulability
tests, but also to consider key parameters, such as the task size.

Many simulation experiments are carried out in order to obtain the average-case
behaviour for different uniprocessor schedulers and different allocation algorithms.

The initial model of tasks includes only periodic and independent tasks. This
model is generalised at the end of the thesis to cope with more realistic task sets.
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Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo presenta en primer lugar una breve introduccién a los sistemas de
tiempo real en el apartado 1.1.

El apartado 1.2 presenta de forma general el problema de planificacién de siste-
mas de tiempo real.

En el apartado 1.3 se restringe el problema general de planificacién, considerando
solo aquellos subproblemas de planificacion relevantes a la tesis.

1.1 Sistemas de tiempo real

Los sistemas de tiempo real se definen como aquellos sistemas computacionales que
deben reaccionar a los eventos de su entorno cumpliendo ciertas restricciones tempo-
rales. Como consecuencia, el comportamiento correcto de dichos sistemas depende
no solo de los resultados de la computacion, sino que depende también de los instan-
tes en los cuales se producen dichos resultados (Stankovic, 1988; Buttazzo, 1997).

Lo que distingue a los sistemas de tiempo real de los sistemas computacionales
tradicionales es la presencia de restricciones temporales sobre los instantes en los
que se generan los resultados.

Estas restricciones temporales son habitualmente una consecuencia del impacto
que tienen los sistemas que controlan actividades de su entorno. Por ejemplo, si
el sistema de navegacion de un avion no es capaz de generar las seniales de control
dentro de un margen de tiempo establecido, las consecuencias pueden ser muy graves.
De nada sirve una respuesta de gran calidad pero tardia del sistema de navegacién,
pues esta respuesta puede llegar cuando el avién ha perdido el control.

Otras aplicaciones en las cuales se requieren sistemas de tiempo real son las
siguientes:

e Control industrial
e Monitores industriales
e Robdtica

e Sistemas militares
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e Sistemas multimedia
e Automoviles
e Sistemas transaccionales

Puesto que la presencia de restricciones temporales es la caracteristica diferen-
ciadora de los sistemas de tiempo real con respecto a los sistemas computacionales
tradicionales, resulta natural clasificar a los sistemas de tiempo real de acuerdo con
el tipo de restricciones temporales. Desde un punto de vista simplista, los siste-
mas de tiempo real pueden clasificarse en criticos (hard real-time) y acriticos (soft
real-time).

Un sistema de tiempo real critico es aquel en el cual el incumplimiento de alguna
de las restricciones temporales ocasiona o puede ocasionar consecuencias muy gra-
ves. Por el contrario, en un sistema de tiempo real acritico el cumplimiento de las
restricciones temporales es deseable pero su incumplimiento no trae consigo graves
consecuencias. Por supuesto, el término “grave” es relativo y depende de cada caso
particular.

Uno de los problemas que aparecen en los sistemas de tiempo real es el proble-
ma de la correcta administracién de recursos que asegure el cumplimiento de las
restricciones temporales. A esta administracion de recursos se la conoce como pla-
nificacién. El procesador, o en general los procesadores, son los recursos que mas
habitualmente se consideran en la planificaciéon de sistemas de tiempo real. Sin em-
bargo, cada vez mas se considera la administracién de recursos de entrada/salida,
como son las redes de comunicacién y los sistemas masivos de almacenamiento de
informacion.

1.2 El problema de la planificacion en los sistemas
de tiempo real

La teoria de planificacién de sistemas de tiempo real considera cuatro aspectos ba-
sicos del problema:

e Recursos (hardware! del sistema)

e Consumidores de recursos (tareas)

e Algoritmos de asignacién de recursos a consumidores (algoritmos de planifica-
cién)

e Anédlisis de la planificabilidad (jel algoritmo de planificacién asigna recursos a

tareas de tal manera que se cumplen las restricciones temporales?)

La figura 1.1 muestra de manera esquematica los cuatro aspectos implicados en
la planificacion de sistemas de tiempo real, asi como las opciones mas habituales en
cada uno de ellos.

1En ocasiones también se consideran recursos de mds alto nivel.
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ARQUITECTURA

- Monoprocesador

- Multiprocesador de
memoria compartida

- Multiprocesador de
memoria distribuida

- Distribuidos

RECURSOS

- Procesadores

- Memorias

- Almacenam. masivo
- Comunicaciones

TAREAS

- Periddicas

- Aperiddicas

- Esporadicas

- Esporéadic. periddicas
- Relac. de precedencia
- Recursos compartidos
- Cambios de modo

- Jitter

RESTRICCIONES DE
TIEMPO REAL

- Sin restricciones
-D=T

-D<T

-D>T

- End-to-End

- Criticas
- Acriticas

PLANIFICACION
DE SISTEMAS
DE TIEMPO REAL

ALGORITMO DE
PLANIFICACION

ANALISIS DE LA
PLANIFICABILIDAD

- Estatico en linea
- Estatico fuera de linea

- Dindmico con respuesta
garantizada

- Dinamico "que hace lo
que puede”

- Con expulsién
- Sin expulsion

- Prioridades fijas (RM,DM)
- EDF

- Planificacion global
- Planificacion local

- Tiempos de respuesta

- Utilizaciones

- Funciones de demanda
del procesador

- Simulacién

Figura 1.1: Los diferentes aspectos en la planificacién de sistemas de tiempo real.
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Los apartados 1.2.1 a 1.2.4 describen los cuatro aspectos anteriores, con las op-
ciones asociadas.

1.2.1 Recursos

Los recursos incluyen el hardware del sistema, como son procesadores, redes de co-
municacién, elementos de almacenamiento masivo, etc. La memoria es un recurso
que no suele considerarse en los sistemas de tiempo real. La asignacion del recurso
memoria se realiza de manera estatica en los sistemas de tiempo real, por lo que
puede ignorarse este recurso una vez el sistema comienza a funcionar. La asignacion
dindmica de memoria suele basarse en mecanismos de paginacion, los cuales ocasio-
nan una sobrecarga que dificulta enormemente el cumplimiento de las restricciones
temporales. Los sistemas operativos de tiempo real suelen disponer de primitivas
para evitar los efectos de la paginaciéon. Por ejemplo, el estandar POSIX 1003.1b
define la primitiva mlockall (Gallmeister, 1995).

El acceso de tiempo real a elementos de almacenamiento masivo, como por ejem-
plo los discos, es relevante en el caso de sistemas de tiempo real transaccionales o
multimedia (A. Molano y Rajkumar, 1997). En los demds sistemas de tiempo real,
el almacenamiento de informacién en discos no suele ser critico. Un ejemplo de este
punto son los sistemas de control.

El recurso mas ampliamente considerado en la teoria de la planificacién es el
procesador. No obstante, muchos de los resultados referidos a este recurso son
validos para los recursos de comunicaciones debido a la analogia que existe entre los
mismos (A. Ermedahl y Sjodin, 1997).

Los recursos como el procesador y las redes de comunicacion son unitarios, en el
sentido de que en un instante el recurso puede asignarse a lo sumo a una tarea.

Los recursos se organizan de acuerdo a una determinada arquitectura. Las ar-
quitecturas mas habituales son:

e Monoprocesador. El sistema dispone de un unico procesador y no dispone de
redes de comunicacion.

e Multiprocesador de memoria compartida. El sistema dispone de dos o mas
procesadores que comparten una memoria principal. Los procesadores se co-
munican entre si a través de la memoria compartida.

e Multiprocesador de memoria distribuida. El sistema dispone de dos mas pro-
cesadores. Cada procesador dispone de su memoria local, y no existe memoria
compartida. Los procesadores se comunican entre si a través de canales de
comunicacién especificos.

e Sistemas distribuidos. Conceptualmente son andlogos a los multiprocesadores
de memoria distribuida. La diferencia reside en la utilizacién de computadores
autoénomos en lugar de procesadores. La comunicacion entre los computadores
se realiza a través de redes de comunicacién, habitualmente més lentas que los
canales empleados en los multiprocesadores de memoria distribuida.
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1.2.2 Consumidores de recursos

Los consumidores de recursos se denominan tareas. Las tareas no son mas que
abstracciones de los conceptos de proceso o hilo de los sistemas operativos multitarea.
Las tareas vienen definidas por una secuencia de peticién de recursos. A medida
que se conceden los recursos pedidos por las tareas estas avanzan en su secuencia.
Mientras esperan a que les sea concedido el recurso, las tareas se detienen en su
secuencia.

Para que una tarea reciba un recurso tienen que darse simultanemente tres cir-
cunstancias:

e Que la tarea haya pedido dicho recurso.

e Que la tarea no este pendiente del cumplimiento de ninguna condiciéon de
sincronizacion.

e Que la tarea haya sido seleccionada por el algoritmo de planificacién para
recibir el recurso, de entre todas las que cumplen las dos condiciones anteriores.

Légicamente, si una tarea no solicita un recurso, no lo recibe.

Hay tareas que requieren el cumplimiento de ciertas condiciones de sincronizaciéon
para avanzar en su secuencia de peticion de recursos. Por ejemplo, bajo la presencia
de relaciones de precedencia una tarea no puede recibir el recurso procesador hasta
que las tareas que la preceden hayan terminado. El acceso a recursos compartidos
protegidos es otro ejemplo tipico, en el cual una tarea no puede entrar en un seg-
mento de su ejecucién mientras otras tareas no abandonen determinados segmentos
de su ejecucién. Aquellas tareas que no tienen asociada ninguna condiciéon de sin-
cronizacion se las conoce como independientes. Por el contrario, aquellas para las
cuales existen condiciones de sincronizacion se las conoce como tareas dependientes.
Obviamente, las dependencias entre tareas introducen complejidad en el sistema.

Aunque una tarea haya pedido un recurso y se cumplan todas sus condiciones
de sincronizacién, puede suceder que la tarea no reciba el recurso. En el caso de
existir dos o mas tareas en esta situacion el algoritmo de planificacién solo asignara
el recurso a una de ellas, por lo que las demas no pueden recibirlo.

Habitualmente, las tareas vienen definidas por secuencias de peticiéon de un tnico
recurso, el procesador. En funcion del tipo de secuencia se distinguen los siguientes
tipos de tareas:

e Tareas periddicas. Se piden C' unidades del recurso procesador, denominado
tiempo de computacion, cada T unidades de tiempo. El parametro T recibe
el nombre de periodo de la tarea. Los instantes en los cuales se produce la
peticién del procesador se denominan instantes de activacion. Estas tareas
suelen activarse por medio del reloj del sistema (Buttazzo, 1997).

e Tareas aperiddicas. Se puede producir una peticién del procesador en cualquier
instante, desconocido a priori. Suelen originarse por eventos impredecibles,
externos al sistema (Buttazzo, 1997).
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e Tareas esporadicas. A pesar de no ser periddicas, se puede establecer un in-
tervalo minimo entre peticiones consecutivas del procesador. Pueden provenir
de diversas fuentes, desde el muestreo periddico de eventos externos al siste-
ma, a eventos externos que poseen intrinsecamente este caracter esporadico
(Buttazzo, 1997).

e Tareas esporadicamente periddicas. Consisten en rafagas de peticiones perié-
dicas del procesador, de periodo fijo. La distancia minima entre el comienzo
de dos rafagas esta acotado. Este tipo de tareas son tipicas de sistemas mul-
timedia o transaccionales (K.W. Tindell y Wellings, 1994).

e Tareas con precedencias. Este tipo de tareas pueden comenzar a ejecutarse
en el momento en el que todas las tareas que la preceden han terminado su
ejecucion. Este tipo de tareas suelen aparecer en multiprocesadores o siste-
mas distribuidos, en los cuales varias tareas cooperan para proporcionar la
respuesta a los eventos del sistema. En esta situacion, unas tareas emplean
resultados intermedios proporcionados por las tareas que las preceden, de ahi
que no puedan comenzar su ejecucion hasta que las tareas que las preceden
generen dichos resultados intermedios (Buttazzo, 1997).

Los tipos de tareas anteriores pueden generalizarse si se permite que las tareas
accedan a recursos compartidos protegidos (L. Sha y Lehoczky, 1990; Baker, 1991).
Esta generalizacion complica el algoritmo de planificacién y el analisis de planifica-
bilidad.

Otra generalizacién considera la existencia de jitter de activacién. En general,
los instantes de activacién reales de las tareas no coinciden con los instantes de acti-
vacion ideales considerados hasta ahora. Hay ocasiones en las cuales las activaciones
reales sufren un cierto retraso debido a la granularidad temporal del reloj que activa
el planificador, o debido a la espera de mensajes de sincronizacion. El retraso que
existe entre la activacion ideal y la real se la denomina jitter de activacion. El jitter
de activacién de una tarea suele modelarse como un jitter maximo, denotado por J,
en los sistemas de tiempo real critico (K.W. Tindell y Wellings, 1994).

Otra de las generalizaciones del modelo de tareas considera las situaciones en
las que el conjunto de tareas a planificar no es fijo, sino que varia a lo largo del
tiempo para adaptarse a un entorno cambiante. Hay situaciones en las que el des-
conocimiento del entorno hace que el conjunto de tareas evolucione de una manera
desconocida a priori. Este tipo de situaciones son objeto de estudio de la planifica-
cién dindmica (véase el apartado 1.2.3). Sin embargo, hay situaciones en las que el
entorno puede encontrarse en un conjunto de estados claramente definidos y conoci-
dos a priori, cada una de las cuales requiere un conjunto de tareas también definido
y conocido a priori. En este apartado se supone que el sistema se encuentra en esta
ultima situacién, asociada a lo que se denomina cambios de modo en la literatura
(Pedro y Burns, 1998).

Las restricciones de tiempo real distinguen los sistemas de tiempo real de los
sistemas computacionales tradicionales. Estas restricciones se suelen asociar a los
instantes de terminacion de las tareas.
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En el caso de las tareas periodicas las restricciones temporales se suelen expresar
como plazos relativos a los instantes de activacion de las mismas. FEstos plazos
especifican el maximo intervalo de tiempo que puede transcurrir desde la activacion
de las tareas hasta que se completa el procesamiento pedido por dicha activacion.
El caso mas ampliamente tratado es aquel en el que los plazos relativos, denotados
por D, son iguales a los periodos de las tareas (D = T'). Este caso es comin entre
las tareas que implementan sistemas de control, pues es necesario generar cada senal
de control antes de comenzar la adquisicion de la siguiente muestra. No obstante,
hay generalizaciones (K.W. Tindell y Wellings, 1994; Manabe y Aoyagi, 1998) que
consideran plazos menores que los periodos (D < T'), y plazos mayores que los
periodos (D > T'). Las tareas periddicas normalmente suelen analizarse como tareas
criticas.

Las tareas aperiddicas se modelan como tareas acriticas. No obstante, en los
sistemas de tiempo real se intenta reducir el tiempo medio de respuesta de las mis-
mas, sin comprometer el cumplimiento de las restricciones temporales de las demas
tareas.

Las restricciones temporales de las tareas esporadicas suelen ser las mismas que
las de las tareas perioddicas, es decir, plazos relativos a los instantes de activacién.
Sin embargo, lo habitual no es que los plazos coincidan con el intervalo minimo entre
activaciones consecutivas, denotado como T, sino que lo habitual es que sea menor
que dicho intervalo (D < T'). El andlisis de planificabilidad con este tipo de tareas
coincide en muchos casos con el andlisis de planificabilidad de las tareas periddicas
(K.W. Tindell y Wellings, 1994; J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998).

En cuanto a las tareas esporadicamente periddicas, las restricciones de tiem-
po real se suelen expresar como plazos relativos a cada una de las activaciones
(K.W. Tindell y Wellings, 1994).

Las tareas con precedencias son “disparadas” por las tareas que las preceden.
Esto hace que las restricciones de tiempo real se apliquen a una cadena de tareas
con relaciones de precedencia que cooperan para generar un resultado. A cada una
de estas cadenas de tareas se las conoce como tareas end-to-end en la literatura.
En este caso las restricciones temporales suelen establecer el intervalo de tiempo
maximo entre la activacion de la primera tarea de la cadena de precedencias, y la
terminacién de la tltima tarea de la cadena (Natele y Stankovic, 1994).

1.2.3 Algoritmos de planificacién

Los algoritmos de planificacién realizan la administracion de recursos, es decir, en
todo instante deciden a que tarea se asigna cada uno de los recursos del sistema.
Por supuesto puede haber recursos ociosos, debido a que no exista ninguna tarea
que cumpliendo las condiciones de sincronizacién haya solicitado dichos recursos.
En las aplicaciones de tiempo real mas simples la planificacién se puede realizar
mediante programacién a muy bajo nivel, empleando por ejemplo interrupciones
priorizadas. Sin embargo, es cada vez mas habitual el empleo de micronucleos. En
el desarrollo de sistemas de tiempo real de complejidad media o alta la opcién mas
apropiada suele ser el empleo de sistemas operativos de tiempo real (Gallmeister,
1995), los cuales simplifican la programacién y mejoran por lo tanto la fiabilidad del



8 Introduccién

sistema. En cualquier caso, explicita o implicitamente siempre se emplea un cierto
algoritmo de planificacion.

El objetivo fundamental de los algoritmos de planificacién es lograr la correcta
administracion de los recursos del sistema, entendiendo por correcta administracion
el cumplimiento de las restricciones temporales. El resultado del algoritmo de pla-
nificacién es una planificacién, o lo que es lo mismo, una asignacién temporal de
recursos a tareas.

El campo de los algoritmos de planificacién para sistemas de tiempo real ha
sido histéricamente uno de los mas tratados. Esto puede explicarse teniendo en
cuenta el fuerte impacto que tiene el algoritmo de planificacion empleado sobre el
cumplimiento de las restricciones temporales.

Los algoritmos de planificacién se pueden clasificar de acuerdo a diferentes cri-
terios.

El primer criterio clasifica los algoritmos de planificacion en

e cstaticos y
e dindmicos

Los algoritmos de planificacion estaticos obtienen una planificaciéon basada en el
conocimiento a priori del niimero y caracteristicas de las tareas. Por el contrario, los
algoritmos de planificacién dinamicos generalmente no se basan en el conocimiento
previo de las caracteristicas de las tareas. Cada vez que llega una nueva tarea al
sistema se genera una nueva planificacion.

Los algoritmos de planificacién estaticos tienen la ventaja de una menor sobrecar-
ga en tiempo de ejecucion con respecto a los algoritmos de planificacién dindmicos.
Sin embargo, no son aplicables a sistemas de tiempo real ubicados en entornos di-
namicos o impredecibles, en los cuales no se sabe a priori que tareas van a llegar al
sistema ni sus caracteristicas. En este tipo de situaciones se emplean los algoritmos
de planificaciéon dindmicos.

Los algoritmos de planificacion estaticos se pueden dividir a su vez en

e algoritmos de planificacién en linea (online), y
e algoritmos de planificacién fuera de linea (offline)

Un algoritmo de planificacién se dice que es fuera linea cuando la planificaciéon se
calcula antes de empezar a funcionar el sistema de tiempo real. La planificacién
suele guardarse en una tabla que se emplea en tiempo de ejecucion. Puesto que la
tabla no puede tener una longitud ilimitada, es necesario que las tareas tengan algin
tipo de periodicidad. De esta forma, la tabla contiene tinicamente las asignaciones
de recursos a tareas para el minimo comun multiplo de los periodos.

Este tipo de planificacién tiene varias ventajas. En primer lugar, la sobrecarga
asociada a la planificacién es muy baja. El planificador lo tinico que tiene que hacer
es consultar la tabla para saber a que tarea debe le corresponde cada recurso. En
segundo lugar, pueden emplearse técnicas computacionalmente muy costosas para la
obtencién de planificaciones, como puede ser la busqueda de planificaciones éptimas
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o cuasiéptimas empleando técnicas de branch and bound (Xu y Parnas, 1990; D. Peng
y Abdelzaher, 1997)

Sin embargo, la planificacién estatica fuera de linea tiene muchas desventajas
provenientes de su rigidez. Por ejemplo, se emplea el tiempo méximo de computacion
de las tareas criticas para obtener la tabla con la planificacién. Esto evita que tareas
aperiddicas presentes en el sistema puedan aprovechar los huecos proporcionados por
la seleccion conservadora de los tiempos de computacion. Ademas, cada vez que se
modifica el sistema para introducir una nueva tarea debe regenerarse la tabla.

En cuanto a los algoritmos de planificacién dindmicos, estos se suelen dividir en
dos tipos:

e algoritmos de planificacién “que hacen lo que pueden” (Best effort), y
e algoritmos de planificacién con respuesta garantizada (Guaranteed)

Los algoritmos de planificaciéon “que hacen lo que pueden” no realizan ningin tipo
de prediccién acerca de posibles sobrecargas. Cada vez que llega una nueva tarea
al sistema esta se acepta, pasando a la cola de tareas listas para ejecutar. El al-
goritmo de planificacion intenta “hacer lo que puede” para cumplir las restricciones
temporales de esta nueva tarea y de las anteriores. Este tipo de algoritmos son los
algoritmos de planificacién dindmica méas simples de implementar y los que incurren
en una menor sobrecarga. Sin embargo, también son los peores desde el punto de
vista de la planificabilidad del sistema.

Los algoritmos de planificacién con respuesta garantizada realizan un test de
aceptacion con cada nueva tarea que llega al sistema. El test consiste en decidir
si es posible garantizar el cumplimiento de las restricciones temporales de la nueva
tarea y las anteriormente aceptadas. Si tal garantia es posible la nueva tarea se
acepta y se genera una nueva planificacién. En caso contrario se rechaza. Respecto
a los algoritmos de planificacién “que hacen lo que pueden” tienen la desventaja de
una mayor complejidad, con la sobrecarga en tiempo de ejecucién que esto supone.
Sin embargo, la planificabilidad del sistema mejora.

Para mas informacion sobre planificacion dindmica pueden consultarse las refe-
rencias Baruah y Wang (1992) y G. Buttazzo y Sensini (1995).

Otra clasificacion de los algoritmos de planificacién los divide en

e algoritmos de planificacién con expulsién (preemptive), y
e algoritmos de planificacién sin expulsién (non-preemptive)

La expulsion consiste en retirar el recurso a una tarea para darselo a otra, antes de
que se haya satisfecho completamente su peticion sobre dicho recurso. En algunos
casos, las tareas pueden definir secciones de las mismas en las cuales se prohibe la
expulsion de un recurso. De esta manera, incluso bajo la presencia de algoritmos de
planificacion con expulsién, ninguna otra tarea puede recibir el recurso hasta que la
primera no lo libere. La definicion de secciones en las que se prohibe la expulsion
influye negativamente en la planificabilidad del sistema, y dificulta enormemente su
analisis. Sin embargo evitan la necesidad de utilizar protocolos de acceso a recursos
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compartidos. En cualquier caso, este tipo de secciones en las que se prohibe la
expulsion deberian ser lo mas pequenas que sea posible.

Uno de los conceptos mas ampliamente incorporados en los algoritmos de pla-
nificabilidad es el concepto de prioridad, el cual establece el orden de acceso de las
tareas que compiten por un mismo recurso. Muchos algoritmos de planificacién asig-
nan una prioridad a cada activacion de una tarea. El ejemplo mas representativo
es el del algoritmo de planificacién EDF (Liu y Layland, 1973). Otros simplemen-
te utilizan una prioridad predefinida, asignada de acuerdo a criterios como Rate
Monotonic (RM) (Liu y Layland, 1973), o Deadline Monotonic (DM) (Leung y
Whitehead, 1982).

El caso de la planificacion multiprocesador, o en general en sistemas distribuidos,
es un problema mucho mas complejo que el de la planificacién en multiprocesadores.
En particular, muchos de los resultados disponibles para el caso monoprocesador no
son validos para el caso multiprocesador. Basicamente hay dos técnicas para atacar
el problema multiprocesador (Oh y Son, 1995):

e planificacion local, y
e planificacién global

Empleando planificacién local, una vez una tarea se asigna a un procesador, esta se
ejecuta unica y exclusivamente en ese procesador. Por el contrario, en las estrategias
globales cualquier instancia de una tarea puede ejecutarse en un procesador diferente,
o incluso ser expulsada y movida a un procesador diferente, antes de su terminacion.

El empleo de estrategias de planificacion globales mejora la planificabilidad. Sin
embargo este tipo de estrategias tienen una serie de inconvenientes que se muestran
en el apartado 1.5.

1.2.4 Analisis de planificabilidad

Una vez definidos los recursos a administrar con su organizacion, las tareas con
sus restricciones temporales, y los algoritmos de planificacion, el problema es como
comprobar si se cumplen las restricciones de tiempo real. Esto es lo que se conoce
como test de planificabilidad. Pero el analisis de la planificabilidad es mas que
comprobar el cumplimiento de las restricciones temporales. Debe establecerse que
parametros influyen sobre dicha planificabilidad, y en que magnitud, para asi tomar
las medidas correctoras necesarias en el caso de que el sistema no sea planificable.

En la literatura se encuentran fundamentalmente las siguientes técnicas para el
test o analisis de planificabilidad:

e técnicas basadas en utilizaciones, (Liu y Layland, 1973; Lehoczky, 1990)

e técnicas basadas en el tiempo de respuesta, (K.W. Tindell y Wellings, 1994;
J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998; Lehoczky, 1999)

e ¢l factor de carga o demanda del procesador, (Baruah y Rosier, 1990; I. Ripoll
y Mok, 1996; J. Lehoczky y Ding, 1989; Manabe y Aoyagi, 1998), y
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e simulacién

Las técnicas basadas en utilizaciones obtienen el valor maximo de utilizacién
total del sistema que asegura el cumplimiento de las restricciones temporales. A este
maximo se le conoce como limite de utilizacion. El valor del limite de utilizacién se
obtiene considerando el caso peor. Este tipo de técnicas se emplearon en un principio
para estudiar la planificabilidad considerando tinicamente el recurso procesador. No
obstante, pueden emplearse y de hecho se emplean en el caso de otros recursos como
puede ser una red de comunicaciones.

En el caso del recurso procesador, el factor de utilizacién de las tareas peridédicas
se define como el cociente del tiempo de computacion y el periodo de las mismas
(u = C/T). Considerando como periodo el tiempo minimo entre dos activacio-
nes consecutivas de una tarea esporadica, se define de forma andloga el factor de
utilizacién de las tareas esporadicas.

La utilizacién del sistema se obtiene como la suma de los factores de utilizacién
de las tareas. Intuitivamente es claro que todo sistema de utilizaciéon mayor que el
nimero de procesadores no es planificable, pues se pide al sistema mas tiempo de
computacién que el que pueden proporcionar todos los procesadores juntos. Esta
es una de las propiedades interesantes de los andlisis de planificabilidad basados en
utilizaciones. Se sabe de antemano lo cerca que se esta de la situacion ideal en la
cual la utilizacion total iguala al nimero de procesadores.

Otra de las ventajas de los analisis de planificabilidad basados en utilizaciones
es la simplicidad del test de planificabilidad. Basta con comparar la utilizacion del
sistema con el limite de utilizacién para determinar si es planificable.

El limite de utilizacion es una funcién analitica de parametros del sistema. De
esta manera resulta sencillo el andlisis de influencia de los diferentes parametros
sobre la planificabilidad del sistema, al menos para el caso més desfavorable.

El mayor inconveniente de los analisis de planificabilidad basados en utilizaciones
proviene de que no son exactos. Incluso aunque la utilizacion del sistema estuviese
por encima del limite de utilizacién, el sistema podria ser planificable (J. Lehoczky
y Ding, 1989). Ademas, la obtencién de los limites de utilizacién suele ser relativa-
mente compleja, de ahi que sea factible su obtencién sélo en los casos mas simples.

Una de las técnicas de andlisis de planificabilidad més importante es la basada
en los tiempos de respuesta. El objetivo de este tipo de técnicas es la obtencién del
tiempo de respuesta maximo asociado a cada tarea, entendiendo como tal el maxi-
mo tiempo que transcurre desde una activacién de la tarea hasta el procesamiento
completo de dicha activaciéon. De esta forma, comparando el tiempo maximo de
respuesta con el plazo de la tarea se puede determinar si se cumple el plazo de la
misma.

Las técnicas de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta tienen en la
mayor parte de los casos un coste computacional razonable, son de amplia aplica-
bilidad y ademas proporcionan tests de planificabilidad exactos. Sin embargo, son
poco tutiles para realizar un analisis de planificabilidad, entendiendo por analisis la
determinacion de la influencia cuantitativa de diferentes parametros del sistema so-
bre la planificabilidad. Este tipo de técnicas son como “maquinas” que reciben como
entrada un sistema, y determinan si el sistema es planificable o no.
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Por ejemplo, cuando los plazos de las tareas periddicas son pequenos con respecto
a los periodos, la planificabilidad empleando prioridades fijas o prioridades variables
(EDF) es similar. Este hecho se puede mostrar facilmente observando la coincidencia
de los limites de utilizacion en ambos casos, pero no es facil hacerlo a partir de las
expresiones del tiempo de respuesta.

Las técnicas basadas en el factor de carga (load factor), también denominado de-
manda del procesador (processor demmand) se basan en comprobar que la demanda
total del recurso procesador por parte de las tareas en determinados intervalos de
tiempo no excede lo que el recurso puede dar de si en dichos intervalos. Este tipo de
técnicas definen tests de planificabilidad exactos con un coste computacional en al-
gunos casos menor que el asociado a la obtencion del tiempo de respuesta de tareas.
No obstante, lo mismo que sucede con las técnicas basadas en tiempo de respuesta
son de poca utilidad para realizar un analisis de planificabilidad en el sentido amplio
de la palabra.

Finalmente la tltima técnica es la de simulacién. La idea es “ejecutar” un modelo
del sistema y a partir del resultado de la “ejecucién” obtener toda la informacion
requerida, como puede ser la comprobacion de las restricciones temporales. La gran
ventaja de esta técnica es que se puede aplicar practicamente en cualquier situacion.
No obstante, no es ninguna “panacea”.

Cuando se trabaja con sistemas de tiempo real criticos se trata de comprobar
que el sistema cumple las restricciones de tiempo real, incluso en las condiciones
mas desfavorables. El problema es que en ocasiones se desconoce cuales son esas
condiciones mas desfavorables, por lo que no es posible simularlas. Ademas, en
aquellas ocasiones en que se conocen las condiciones mas desfavorables, el coste
computacional asociado a la simulacion es mayor que el asociado a otras técnicas
exactas, como puede ser la obtencién de los tiempos de respuesta. Otro de los
grandes problemas de la simulacién es j hasta donde hay que simular? Por ejemplo,
en el caso de tareas periddicas se tienen infinitas activaciones de las mismas, y
por supuesto no se puede simular hasta el infinito. En estos casos lo habitual es
obtener analiticamente un intervalo de simulacion cumpliendo que si el sistema es
planificable en dicho intervalo, entonces lo es en cualquier intervalo. En muchos
casos la obtencion de este intervalo es muy compleja.

Las técnicas basadas en simulacién juegan un papel destacado en el caso de
sistemas de tiempo real ubicados en entornos dinamicos, en los cuales no se conocen
a priori las tareas que van a llegar al sistema.

Un gran numero de trabajos sobre planificacién en sistemas de tiempo real re-
curren a la simulaciéon para obtener el comportamiento del sistema bajo estudio
frente bajo un entorno simulado que trata de parecerse a lo que puede aparecer en
la realidad.

Las técnicas de andlisis de planificabilidad anteriores pueden extenderse al caso
multiprocesador con ciertos matices. Por ejemplo, las técnicas basadas en tiempo de
respuesta se han extendido a sistemas distribuidos (Tindell y Clark, 1994; Lehoczky,
1999), y se han empleado en el caso de planificacién local (S. Sdez y Crespo, 1998;
S. Lauzac y Mossé, 1998). Sin embargo, pocos resultados se han encontrado basados
en utilizaciones.
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. Restricc. . ., e
Recursos | Arquitectura| Tareas Planificaciéon | Analisis
temporales

Periodicas
Aperiddicas
Esporadicas RM, EDF,
Rec. compart. planif. local
Camb. modo
Jitter

Procesador| Multiproc. Utilizaciones

Tabla 1.1: Opciones del problema de planificacién consideradas en la tesis.

Como resumen de las técnicas de analisis de planificabilidad conviene resaltar
que no hay ninguna técnica perfecta, dependiendo del problema particular unas
pueden ser mejores que otras. En realidad, las técnicas anteriores se complementan,
aportando cada una sus propias virtudes.

1.3 Problemas de planificacion en el contexto de
la tesis

Si bien el problema de planificacién de sistemas de tiempo real presentado en el
apartado 1.2 proporciona una visién general, resulta conveniente ir enfocando hacia
el problema de planificacion tratado en la tesis.

La tabla 1.1 especifica las diferentes opciones del problema de planificacion tra-
tado en la tesis. A parte de las opciones del problema de planificacién mostradas
en la tabla 1.1, es interesante mostrar otras opciones del problema de planificacion
relevantes en el contexto de la tesis. El conjunto de las opciones tratadas en la tesis
y las opciones adicionales se representan en la figura 1.2.

Entre las opciones adicionales se encuentra la arquitectura monoprocesador. Su
inclusién viene justificada por el hecho de que los resultados multiprocesador pro-
porcionados por la tesis se basan en resultados monoprocesador andlogos.

La otra opcién adicional es el analisis de planificabilidad basado en tiempos de
respuesta. En el apartado anterior se indicaron algunas de las deficiencias de los
analisis de planificabilidad basados en tiempos de respuesta, y como los andlisis de
planificabilidad basados en utilizaciones paliaban estas deficiencias. Por lo tanto, re-
sulta interesante describir con mayor detalle las técnicas de planificabilidad basadas
en utilizaciones.

La planificacion global y la local son las dos alternativas fundamentales en la
planificacion de multiprocesadores, de ahi que sea interesante su comparacién. Esto
justifica su consideracién.

A continuacién en los apartados 1.4 y 1.5 se exponen los resultados mas rele-
vantes encontrados en la literatura para las opciones de planificacion mostradas en
la figura 1.2. Por conveniencia los resultados se han estructurado en resultados
monoprocesador, proporcionados en el apartado 1.4, y resultados multiprocesador,
proporcionados en el apartado 1.5.
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ARQUITECTURA

- Monoprocesador
- Multiprocesador de

memoria compartida

- Multiprocesador de

memoria distribuida

RECURSOS

- Procesadores

TAREAS

- Periodicas
- Aperiddicas
- Esporéadicas

- Recursos compartidos
- Cambios de modo
- Jitter

RESTRICCIONES DE
TIEMPO REAL

- Criticas
- Acriticas

PLANIFICACION
DE SISTEMAS
DE TIEMPO REAL

ALGORITMO DE
PLANIFICACION

- Estatico en linea

- Con expulsién

- Prioridades fijas (RM,DM)
- EDF

- Planificacion global

ANALISIS DE LA
PLANIFICABILIDAD

- Planificacién local

- Tiempos de respuesta
- Utilizaciones

Figura 1.2: Problemas de planificacién en el contexto de la tesis.
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1.4 Planificacién en sistemas monoprocesador

La planificacién monoprocesador consiste en la administracién de un tnico procesa-
dor para dar servicio a las tareas del sistema. El procesador representa el recurso a
administrar, mientras que las tareas son las consumidoras del recurso.

La teoria de tiempo real monoprocesador se centra fundamentalmente en dos
tipos de planificacion:

e planificacion basada en prioridades fijas, y
e planificacion basada en prioridades variables.

En la planificacién basada en prioridades fijas a cada tarea se le asigna una prioridad
con la cual se ejecuta durante toda su existencia. Todas las activaciones? de la tarea
se ejecutan con esa prioridad. Por el contrario, la planificacién basada en prioridades
variables asigna prioridades variables a las tareas, de tal forma que cada activacion
de una misma tarea puede recibir una prioridad diferente (Liu y Layland, 1973).

Para entender como influyen las prioridades en la planificacién, debe tenerse
en cuenta que en todo instante el procesador se concede a la activacién de mayor
prioridad. Si otra activaciéon de menor prioridad estaba ejecutandose en ese instante
es expulsada del procesador para pasar a ejecutar la de mayor prioridad. Una vez se
ha completado la activacién de mayor prioridad esta desaparece del sistema y pasa a
ejecutarse la nueva activacién de mayor prioridad. Si no hubiese ninguna activacién
pendiente de completarse, entonces el procesador permanece inactivo.

La planificacion empleando prioridades fijas presenta la ventaja de una mayor
simplicidad de implementacién con respecto a la planificaciéon empleando prioridades
variables. Su mayor inconveniente proviene precisamente de su simplicidad, pues
reduce muchos de los grados de libertad de la planificacién. Debe tenerse en cuenta
que empleando prioridades fijas hay tantos grados de libertad como prioridades a
fijar, esto es, tantos como tareas. Por otro lado, en el caso de prioridades variables
los grados de libertad son tantos como activaciones, y debe tenerse en cuenta que
cada tarea esta formada en general por un nimero infinito de activaciones.

Considérese un conjunto de m tareas periddicas I' = {7,...,7,}, de periodos
{T1,...,T,}, tiempos de computacién {C1,...,Cy}, v plazos {D1, ..., D,}.

Liu y Layland (1973) demostraron que si las tareas periédicas son independientes
y tienen plazos iguales a los periodos la asignacién de prioridades fijas denominada
Rate-Monotonic (RM) es 6ptima. Es decir, si el conjunto de tareas no es planificable
asignandole las prioridades RM, tampoco lo es asignandole cualquiera de las otras
(m! — 1) asignaciones de prioridades posibles. La asignaciéon de prioridades RM
consiste en ordenar las tareas en sentido de periodos no decrecientes, y asignar
las prioridades en sentido estrictamente decreciente. Esta asignacién éptima de
prioridades fue posteriormente generalizada por Leung y Whitehead (1982) para el

2Las tareas siguen habitualmente un patrén de ejecucién mediante el cual se despiertan al recibir
un evento y se duermen al finalizar su procesamiento, esperando por un nuevo evento. Cada vez
que una tarea recibe un evento se genera lo que se conoce como instancia, trabajo o activacién de
la tarea. En el caso de las tareas periddicas el evento es la expiracion de un temporizador.



16 Introduccién

caso de plazos menores o iguales que los periodos. En este caso la asignacion se
denomina Deadline Monotonic (DM). La asignacién de prioridades DM consiste en
ordenar las tareas en sentido de plazos no decrecientes, y asignar las prioridades
en sentido estrictamente decreciente. Se puede comprobar facilmente que para el
caso de plazos iguales a periodos la asignacion de prioridades DM coincide con la
asignacion RM. La planificacién basada en prioridades fijas asignadas de acuerdo con
el criterio RM o DM se la conoce como planificacion RM o DM respectivamente.

Liu y Layland (1973) demostraron que si las tareas periédicas son independientes
y tienen plazos iguales a los periodos la asignacion de prioridades variables Farliest
Deadline First (EDF) es éptima. Mds atin, Dertouzos (1974) probé que la planifi-
cacién EDF (planificacién basada en las prioridades variables asignadas de acuerdo
con el criterio EDF) es éptima para cualquier conjunto de tareas, sean periddicas o
no. Esto es, si no es posible cumplir los plazos del conjunto de tareas empleando
planificacion EDF, no existe ningtin algoritmo de planificacion capaz de hacer que
se cumplan. La asignacién de prioridades EDF consiste en asignar en todo instante
la mayor prioridad a la activacién de plazo absoluto menor, es decir, a la que tiene
mas cerca su plazo en el instante dado.

A continuacién, en los apartados 1.4.1 y 1.4.2 se muestran una serie de resulta-
dos relacionados con la planificabilidad de conjuntos de tareas periédicas como los
descritos, empleando prioridades fijas RM o prioridades variables EDF en monopro-
cesadores. Estos resultados se centran en los analisis de planificabilidad basados en
utilizaciones y basados en tiempos de respuesta.

1.4.1 Planificacion RM

En este apartado se trata el andlisis de planificabilidad en monoprocesadores em-
pleando técnicas basadas en utilizaciones y tiempos de respuesta, cuando se emplea
planificacion RM.

Ambas técnicas suponen que las tareas son periddicas e independientes. Las
tareas esporadicas pueden analizarse como tareas periodicas cuando se considera el
caso peor. Las tareas aperiodicas suelen planificarse empleando servidores perié-
dicos, como son el Sporadic Server (SS) (B. Sprunt y Lehoczky, 1989), o el Total
Bandwidth Server (TBS) (Spuri y Buttazzo, 1996).

Técnicas de analisis de planificabilidad basadas en utilizaciones

Quiza el resultado mas conocido basado en utilizaciones para planificacién en mono-
procesadores es el obtenido por Liu y Layland (1973). Establecieron que cualquier
conjunto de m tareas de utilizacién total menor o igual que m(2'/™—1) es planificable
en un monoprocesador empleando planificacion RM. La condiciéon de planificabili-
dad derivada de este limite es solo suficiente pues existen conjuntos de tareas de
utilizaciéon mayor que el limite que son planificables. Por ejemplo, el conjunto for-
mado por dos tareas de tiempos de computaciéon {C; = 10,Cy = 20} y periodos
iguales a los plazos de valor {1} = 22,7y = 44} es planificable, a pesar de que su
utilizacién total de valor 091 sea superior al limite, de valor 2(21/2 — 1) = 0/83. Una
caracteristica muy interesante de este limite de utilizacion es que es ajustado, es
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decir, no es posible encontrar un limite de utilizacién mayor. Cuando el nimero de
tareas tiende a infinito este limite tiende al valor In 2.

Con la intencién de eliminar alguna de las restricciones del conjunto de tareas,
Lehoczky (1990) generalizé los plazos de las tareas, permitiendo plazos de valor
D; = AT;. Para A < 1 se tienen plazos menores que los periodos, mientras que
para A = 1 se tienen plazos iguales a los periodos. La expresién del limite de
utilizaciéon obtenida para un nimero de tareas arbitrario es demasiado complejo
para ser generalizado al caso multiprocesador. Ademads la aplicabilidad de estos
limites de utilizacién es muy reducida. Por ello, sélo se considera el caso simple de
tener un numero de tareas infinito, el cual se corresponde con el nimero de tareas
maés desfavorable. El limite de utilizacién viene dado por la ecuacién (1.1).

A si0<A<1/2 (L1)
m2A)+1—-A  si1/2<A<1 '

Otra generalizacién del limite de Liu y Layland incluye la posibilidad de acceso a
recursos compartidos. Esta generalizacién relaja la restriccion de que las tareas sean
independientes. El acceso a recursos compartidos como puede ser por ejemplo un
area de memoria protegida por semaforos, puede provocar que una activacion de alta
prioridad se encuentre bloqueada mientras una activacion de baja prioridad accede al
recurso compartido. Esto contradice la hipdtesis de que en todo momento se ejecuta
la activacion de mayor prioridad. Para evitar tiempos de bloqueo excesivos de las
tareas de alta prioridad y otros serios inconvenientes se suelen emplear protocolos
que controlan el acceso a recursos compartidos (Buttazzo, 1997).

Dos algoritmos muy representativos son el PCP (L. Sha y Lehoczky, 1990) y el
SRP (Baker, 1991). El protocolo PCP se emplea con planificadores basados en prio-
ridades fijas, mientras que el SRP se puede emplear tanto con planificadores basados
en prioridades fijas como variables. Con relacién al andlisis de planificabilidad de la
tesis, el efecto de estos algoritmos es un tiempo de bloqueo maximo, denotado por
B, para cada una de las tareas del sistema.

El limite de utilizacién para planificacion RM en un monoprocesador, conside-
rando acceso a recursos compartidos controlado por el protocolo PCP o SRP, pasa
a ser (L. Sha y Lehoczky, 1990)

Técnicas de analisis de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta

La obtenciéon de los tiempos de respuesta es una de las técnicas mas potentes para
la determinacién de la planificabilidad de sistemas de tiempo real.

En el caso més sencillo, en el cual se tienen tareas periédicas independientes, el
maximo tiempo de respuesta de una tarea 7;, se obtiene como el minimo valor tr;
que cumple la ecuacién recurrente (N. Audsley y Burns, 1991)

i—1
k=1
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En dicha ecuacién se supone que el indice de las tareas es inversamente proporcional
a su prioridad. Simplemente comparando el valor de tr; con su plazo, D;, se puede
saber si la tarea 7; es planificable o no.

La ecuacion se basa en una premisa de que el peor tiempo de respuesta se produce
cuando todas las tareas se activan simultaneamente, lo cual es cierto uinicamente
cuando los plazos de las tareas son menores o iguales que los periodos y las tareas
son planificables. Por lo tanto, la ecuacién recurrente anterior es aplicable también
al caso de asignacion de tareas DM. En general, la fase de las tareas no se suele fijar,
por lo que podria suceder que no se alcanzase ese instante de activacion simultanea.
Sin embargo, se suele considerar el caso peor, en el cual todas las tareas se activan
simultaneamente. Ademads, la consideracion de las fases de las tareas proporciona
poca mejora en la planificabilidad (J.M. Lépez y Garcia, 2000a).

La ecuacion recurrente anterior se puede extender para tener en cuenta los efectos
del jitter, o el acceso a recursos compartidos protegidos. Sin embargo, siempre que se
tiene en cuenta el acceso a recursos compartidos el tiempo de respuesta obtenido es
pesimista. La nueva ecuacién recurrente pasa a ser (K.W. Tindell y Wellings, 1994)

i—1
k=1
donde B; es el maximo tiempo de bloqueo que puede experimentar la tarea 7;, y
donde J es el jitter de la tarea 7 .
Esta ecuacién recurrente se puede generalizar para permitir plazos mayores que
los periodos, y otro tipo de extensiones que no son de relevancia para la tesis.
Cuando se consideran cambios de modo, el conjunto de tareas puede evolucionar
dindmicamente pasando de un modo a otro. Todos los modos posibles se conocen
a priori, asi como las tareas asociadas a los mismos, lo cual permite un analisis
de planificabilidad a priori. El analisis de los cambios de modo suele realizarse a
través del calculo de los tiempos de respuesta. La ecuacion recurrente del tiempo
de respuesta se complica enormemente. Para mas informacién se puede consultar la
referencia Pedro y Burns (1998).

1.4.2 Planificacion EDF

En este apartado se trata el andlisis de planificabilidad en monoprocesadores em-
pleando técnicas basadas en utilizaciones y tiempos de respuesta, cuando se emplea
planificacion EDF.

Técnicas de analisis de planificabilidad basadas en utilizaciones

Liu y Layland (1973) también propusieron un limite de utilizacién para la planifica-
cién EDF| a la cual denominaron Deadline Driven Scheduling.

Cualquier conjunto de tareas peridédicas independientes de plazos iguales a los
periodos es planificable empleando el algoritmo EDF si y sélo si la utilizacion total
del conjunto es menor o igual que uno. Por lo tanto, el limite de utilizacion en
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este caso es uno. Ademsds este limite de utilizacién proporciona una condicién de
planificabilidad exacta.
Para relajar la restriccion de que los plazos sean iguales a los periodos se pueden
definir estos como D; = AT;, de igual forma que en el caso de planificacion RM.
Una condicién suficiente de planificabilidad bajo EDF de conjuntos de tareas
periddicas de plazos menores o iguales que los periodos establece que el conjunto de
tareas es planificable si se cumple (J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998)

m CZ
—— <1 1.
Z min{D;, T;} — (13)

i=1

Teniendo en cuenta que D; = AT; se deduce

> u <A (1.4)

Se puede encontrar un conjunto de tareas periddicas de plazos D; = AT; y utilizacién
total (A+¢), con € — 0, el cual no es planificable por EDF. Por ejemplo un conjunto
n de tareas idénticas de utilizacion total (A + €) no es planificable con EDF. Por lo
tanto la condicién suficiente de planificabilidad proporcionada por la ecuacién (1.4)
es ajustada.

Para relajar la hipétesis de tareas independientes se permite el acceso a recursos
compartidos empleando el protocolo SRP. De esta forma el limite de utilizacién pasa
a ser (Baker, 1991)

1-— maxlsigm(Bi/Ti) (15)

En el caso de que los plazos de las tareas sean menores o iguales que los periodos
de las mismas, existe un limite que sin ser un limite de utilizacién se puede emplear
de manera analoga. Este limite se deduce directamente de la ecuacién 1.3, teniendo
en cuenta que para el caso de plazos menores o iguales que los periodos min{D;, T;} =
D; paratoda¢=1,...,m. La condicién de planificacién asociada viene dada por la
siguiente ecuacion

m
2
i=1

Q

i<
i

>

Técnicas de analisis de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta

Desafortunadamente, el calculo analitico de los tiempos de respuesta para el caso de
planificacion EDF no es tan simple como en el caso de planificacién con prioridades
fijas.

La obtencién de los tiempos de respuesta es costosa, lo que elimina precisamente
una de las virtudes de las técnicas basadas en tiempos de respuesta para el caso de
planificacion empleando prioridades fijas. En este sentido, es en general preferible
el empleo de tests de planificabilidad basados en la demanda del procesador, como
el descrito por I. Ripoll y Mok (1996).

Para mas informacion sobre la obtencion de los tiempos de respuesta para el caso
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de planificaciéon EDF puede consultarse el capitulo 3 de J.A. Stankovic y Buttazzo
(1998).

1.5 Planificacién en sistemas multiprocesador

En este apartado se describen resultados de analisis de planificabilidad multiproce-
sador relevantes en el contexto de la tesis, mostrando sus deficiencias.

En el caso de planificacién multiprocesador el problema se complica de forma
extraordinaria. Ahora en lugar de decidir que tarea se ejecuta en el procesador en
cada instante, debe decidirse que tareas se ejecutan en cada uno de los n procesadores
del multiprocesador en cada instante.

Basicamente hay dos estrategias en el tratamiento de este problema: estrategias
locales, también denominadas estrategias de particionado, y estrategias globales (Oh
y Son, 1995).

En las estrategias locales, una vez una tarea se asigna a un procesador, esta se
ejecuta Unica y exclusivamente en ese procesador. Por el contrario, en las estrategias
globales cualquier instancia de una tarea puede ejecutarse en un procesador diferente,
o incluso ser expulsada y movida a un procesador diferente, antes de su terminacién.

Se sabe que el algoritmo de planificacion EDF es 6ptimo en sistemas monopro-
cesador (Dertouzos, 1974). Desafortunadamente la planificaciéon EDF global no es
6ptima en el caso de un multiprocesador (Dall y Liu, 1978; Dertouzos y Mok, 1989).
La razon reside en la imposibilidad de ejecutar estrictamente de forma simultédnea
una tarea en dos o mas procesadores. Ademas, en el caso mas desfavorable el ren-
dimiento que se puede extraer del multiprocesador empleando planificacion EDF
global es el mismo que el de un monoprocesador (Dall y Liu, 1978), lo cual muestra
la incapacidad de este planteamiento.

Otra estrategia de planificacién habitual en el caso monoprocesador es el empleo
de prioridades fijas. Sin embargo, la planificaciéon global multiprocesador empleando
prioridades fijas presenta serios inconvenientes. En primer lugar, la asignacién 6p-
tima de prioridades a tareas es un problema NP-hard en el sentido estricto (Leung
y Whitehead, 1982). Por lo tanto no es posible encontrar un algoritmo general que
realice la asignacién éptima, ni siquiera en tiempo pseudopolinomial. En segundo
lugar, empleando la asignacion de prioridades RM, la cual es 6ptima en monoproce-
sadores, el rendimiento puede llegar a ser tan bajo como el de un monoprocesador
(Dall y Liu, 1978).

Por lo tanto queda patente que la planificacion multiprocesador empleando es-
trategias globales debe seguir diferentes caminos que los seguidos en el caso mono-
procesador. Desde la perspectiva de la planificacién global los resultados conocidos
para el caso monoprocesador son de poca utilidad sino inservibles.

En la literatura se pueden encontrar diferentes propuestas relacionadas con pla-
nificadores multiprocesador globales (Dertouzos y Mok, 1989; Han y Lin, 1989;
F. Wang y Stankovich, 1992). Sin embargo, esta no es la direcciéon que se va a
seguir en la tesis, debido a las desventajas que presentan las estrategias globales en
comparacion con las estrategias locales, algunas de las cuales se muestran a conti-
nuacion.
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e La sobrecarga debida a los planificadores globales es mayor que la debida a
los planificadores locales. En primer lugar el proceso de toma de decisiones
es mucho mas complejo. En segundo lugar los flujos de informacion entre
diferentes procesadores es elevado. Esta comunicacién requiere por ejemplo el
acceso a memoria compartida o la comunicacién a través de canales hardware.

e La predecibilidad asociada a los planificadores globales es mucho menor que
la asociada a planificadores locales, pues los elementos del sistema estan mas
interrelacionados y los algoritmos de planificacién son habitualmente mas com-
plejos.

e No se pueden aplicar los resultados conocidos para el caso monoprocesador.

La tunica ventaja que proporcionan las estrategias globales frente a las locales pro-
viene de su generalidad. De hecho, las estrategias locales son un caso particular de
estrategias globales, en las cuales todas las activaciones de una misma tarea se ejecu-
tan en el mismo procesador. Por lo tanto, las estrategias globales permiten planificar
los mismos conjuntos de tareas planificables con estrategias locales e incluso otros.
No obstante el precio a pagar es muy alto. Ademas, cuando se planifican conjuntos
de tareas periddicas independientes como las consideradas en la tesis, existen estra-
tegias locales que proporcionan resultados cercanos a los obtenidos con estrategias
globales.

La tesis sigue la estrategia de planificacién local. Todo algoritmo de planificacién
multiprocesador local queda totalmente definido por dos elementos:

e El algoritmo de planificacién monoprocesador. Normalmente se supone que
todos los procesadores del multiprocesador ejecutan el mismo algoritmo de
planificacién monoprocesador. No obstante, en general podria ser diferente.

e El algoritmo de asignacion de tareas a procesadores.

En cuanto al algoritmo de planificacién monoprocesador se consideran los dos
tipos de planificadores habituales en la teoria de planificaciéon multiprocesador:

e Planificacién basada en prioridades fijas. Este tipo de planificacion requiere la
asignacién previa de prioridades a tareas.

e Planificacién Farliest Deadline First (EDF).

Una vez se haya elegido el algoritmo de planificacion monoprocesador el tinico
grado de libertad del sistema es el algoritmo de asignacién de tareas a procesadores.

En la literatura el estudio de la planificabilidad de sistemas de tiempo real mul-
tiprocesador empleando estrategias locales se ha centrado fundamentalmente en la
comparacion de distintas estrategias de asignacion de tareas a procesadores. Esto
es légico, pues una vez elegido el algoritmo de planificacion monoprocesador, bien
sea empleando prioridades fijas o EDF, el tinico grado de libertad del sistema es el
algoritmo de asignacion. Para realizar esta comparacion los trabajos anteriores han
seguido las lineas de simulacion y tedrica.
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La linea de simulacion consiste en la generacion aleatoria de conjuntos de tareas
bajo ciertas restricciones. A continuacién se obtiene el nimero medio de procesa-
dores necesarios para planificar de forma factible los conjuntos de tareas de una
utilizaciéon dada, o bien la utilizacién total media de los conjuntos de tareas que
utilizan totalmente un nimero de procesadores dado®. Siguiendo la linea de simula-
cion, la comparacion de distintas estrategias de asignacion de tareas a procesadores
es directa. No obstante, los resultados de simulacion deben tomarse con cierta cau-
tela. La razon es clara, los conjuntos de tareas generados no tienen por que ser
representativos de los que aparecen en la practica. Por ejemplo, es muy habitual
generar los periodos de las tareas siguiendo una distribuciéon uniforme, cuando en la
practica los periodos estan agrupados alrededor de determinados valores, y cuando
ademas tienen cierta tendencia a ser unos multiplos de otros.

Los trabajos encontrados en la literatura en la linea de simulacién obvian para-
metros de gran influencia en la planificabilidad de los conjuntos de tareas, como es
el caso de la desviacién tipica de la distribucién empleada en la generacién de los
conjuntos de tareas. Este tipo de deficiencias son paliadas en la tesis mediante un
meticuloso proceso de simulacion.

En cuanto a la linea tedrica, ésta se centra casi exclusivamente en la obtencién de
la métrica (Naa/Nopr) , para parejas algoritmo de planificacién monoprocesador-
algoritmo de asignacion (Dall y Liu, 1978; Garey y Johnson, 1979a; Davari y Dhall,
1986b; Davari y Dhall, 1986a; Oh y Son, 1995; A. Burchard y Son, 1995). La
métrica anterior indica el cociente entre el nimero de procesadores necesario para
planificar un conjunto de tareas empleando el algoritmo de asignacion AA, y el nu-
mero de procesadores requerido por el algoritmo de asignacién éptimo. La tabla 1.2
muestra el valor de esta métrica para diferentes parejas algoritmo de planificacion
monoprocesador-algoritmo de asignacién, incluyendo la referencia del trabajo que la
obtuvo.

Oh y Son (1995), y A. Burchard y Son (1995) consideran asimismo el caso de
tareas con factores de utilizacion pequenos. En este caso se obtienen sustanciales
mejoras de la métrica (Naa/Nopr).

Muchos de los algoritmos de asignacién que aparecen en la tabla se describen en
el apartado 2.1.1.

La métrica (Na/Nyp) es 1til para comparar diferentes algoritmos de asignacion
de tareas, pero no para estudiar la planificabilidad del sistema o para su dimensiona-
do. Por dimensionado se entiende la obtencion del nimero de procesadores necesario
para planificar un conjunto de tareas dado. Hay varias razones para ello.

En primer lugar, la métrica se obtiene habitualmente para conjuntos de tareas
que requieren un numero de procesadores que tiende a infinito.

En segundo lugar, la obtencién de Nppr requiere un tiempo de procesamiento
exponencial tal como se indica en el apartado 2.1.1.

En tercer lugar, incluso si el valor de Nppr fuese conocido el niimero minimo
de procesadores necesarios deducidos de las métricas para planificar un conjunto
de tareas dado puede ser excesivo. Por ejemplo, considérese la planificacion local

3El incremento del tiempo de computacién de cualquiera de las tareas de un conjunto que utiliza
totalmente el multiprocesador hace que el conjunto no quepa en este.
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miprocesador | (Na4/Norr) fcferencia
EDF-FF 1.7 Garey y Johnson (1979a)
EDF-BF 1.7 Garey y Johnson (1979a)
RM-NF 2.67 Dall y Liu (1978)
RM-FF 2.33 Oh y Son (1995)
RM-BF 2.33 Oh y Son (1995)
RM-NFM 2.34 Davari y Dhall (1986a)
RM-FFD 2.0 Davari y Dhall (1086D)
RRM-FF 2.0 Oh y Son (1995)
RRM-BF 2.0 Oh y Son (1995)
RM-GT 1.75 A. Burchard y Son (1995)

Tabla 1.2: Valores de la métrica (Nga/Nopr) cuando N,, — oo, para diferen-
tes parejas algoritmo de planificaciéon monoprocesador-algoritmo de asignacién de
tareas.

EDF de un conjunto de 10n tareas de factores de utilizacién (0.5 + ¢€). En este
caso, empleando el algoritmo 6ptimo de asignacién de tareas a procesadores se ob-
tiene Nopr = 10n procesadores, pues ningun procesador puede albergar dos o méas
tareas de factor de utilizacién (0.5 + €). Empleando el algoritmo de planificacién
EDF y el algoritmo de asignacion de tareas FF se obtiene a partir de la tabla 1.2
el valor (Npp/Nopr) = 1.7. Es decir, se necesitarian al menos 17n procesadores
para garantizar la planificabilidad del conjunto de tareas empleando planificacion
monoprocesador EDF' y el algoritmo de asignacién de tareas FF. En realidad, 10
procesadores son suficientes para planificar el conjunto de tareas empleando plani-
ficacion monoprocesador EDF y el algoritmo de asignacion de tareas FF, lo cual
muestra el pesimismo de la métrica (Npp/Nopr). Este pesimismo también se puede
mostrar en términos de utilizacion.

La utilizacién total del conjunto de tareas anterior es 5n cuando ¢ — 0. Em-
pleando (17n — 1) procesadores, la planificabilidad del conjunto de tareas no esté
asegurada, y por lo tanto el limite de utilizacion deducido de la métrica (Ngpr/Nopr)
para (17n — 1) procesadores es menor que 5n, mucho mas bajo que el limite de uti-
lizacién ajustado 0.5(17n — 1 + 1) que se presenta en la tesis.

La razén del pesimismo de métricas como la anterior reside en la cercania o inclu-
so coincidencia del caso peor (es decir, del conjunto de tareas mas dificil de asignar)
empleando el algoritmo de asignacién considerado en la métrica, y el algoritmo de
asignaciéon de tareas 6ptimo.

Todo esto justifica la buisqueda de limites de utilizacion ajustados para las pa-
rejas algoritmo de planificacion monoprocesador-algoritmo de asignacion de tareas.
Estos limites de utilizacion serviran ademas para realizar un dimensionado menos
pesimista del sistema.

Desde el punto de vista tedrico, la tesis obtiene fundamentalmente los limites
de utilizacion ajustados asociados a diferentes combinaciones de algoritmo de pla-
nificacién monoprocesador y algoritmo de asignacién de tareas a procesadores. Es-
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tos limites de utilizacion conjuntamente con los resultados de simulacién permiten
comparar desde diversos puntos de vista los diferentes algoritmos de planificacién
multiprocesador empleando estrategias locales.

Cabe resenar el limite de utilizacién obtenido por Oh y Baker (1998), en la linea
de los limites de utilizacién obtenidos en la tesis. Estos autores demostraron que el
limite de utilizacién para planificacién RM y asignacién FF, denotado por UtM—FF
se encuentra dentro del rango:

Y

n(2Y? —1) < UBM=FF(p) < (n 4 1)/(1 4 2Y/(+D) (1.6)

De este resultado se pueden extraer dos consecuencias. La primera es el limite de
utilizacion n(2'/2 — 1) para planificacién RM y asignacién de tareas FF. Este limite
de utilizaciéon no es ajustado, como se puede comprobar comparandolo con el limite
de utilizaciéon ajustado proporcionado en la tesis.

El limite de utilizacién proporcionado por Oh y Baker (1998), aparte de no ser
ajustado tiene otra carencia. No tiene en cuenta el tamano de las tareas. Este para-
metro influye drasticamente en la planificabilidad del sistema, tal como se demuestra
en la tesis.

En el caso de planificacién local, es posible realizar analisis de planificabilidad
basados en tiempo de respuesta, de manera andloga a como se hace en el caso
monoprocesador. Durante la asignacion de tareas a procesadores, para determinar
si una tarea cabe en un procesador se emplea la condicién de planificabilidad exacta
monoprocesador basada en tiempos de respuesta (S. Sdez y Crespo, 1998; S. Lauzac
y Mossé, 1998). Obviamente, esta forma de proceder mejora la planificabilidad
en el caso de planificacion RM o DM con respecto al empleo de condiciones de
planificabilidad monoprocesador basadas en utilizaciones. No obstante, aparecen
las mismas carencias que en el caso monoprocesador. Carencias que suple el empleo
de condiciones de planificaciéon multiprocesador basadas en utilizaciones.

En resumen, hay un vacio importante en el analisis de planificabilidad de sis-
temas de tiempo real implementados sobre multiprocesadores. El objetivo de la
tesis es llenar parte de este vacio, obteniendo los limites de utilizacion multiproce-
sador para diferentes combinaciones de algoritmos de planificacién monoprocesador
y algoritmos de asignacion de tareas.



Capitulo 2

Definicién del problema

El problema de planificabilidad de sistemas de tiempo real es un problema de deci-
sién (Garey y Johnson, 1979b), en el cual debe responderse “SI” 0 “NO” a la pregunta:
Lel sistema de tiempo real es planificable?, o lo que es lo mismo, /el sistema cumple
las restricciones de tiempo real?

Habitualmente los estudios de planificabilidad no se conforman con responder
a la pregunta anterior, sino que comparan asimismo la planificabilidad asociada a
diferentes alternativas, o la influencia de determinados parametros. Todo problema
de decision se puede dividir en dos partes:

e Un conjunto de instancias del problema.
e Una pregunta a la cual debe responderse con “SI” o “NO”.

En el apartado 2.1 se definen las instancias posibles del problema, o mas exacta-
mente, cuales son las instancias que se pretende resolver. La pregunta del problema
es la indicada anteriormente: ;el sistema de tiempo real es planificable?

En el apartado 2.2 se replantea el problema de planificabilidad. Las instancias del
problema son las mismas, pero la pregunta original del problema de planificabilidad
se plantea ahora en términos de utilizacién.

2.1 Definiciéon de las instancias del problema

La definicién de todas las instancias a resolver del problema se estructura de acuerdo
con los siguientes elementos:

e Definicién del conjunto de procesadores.
e Definicién de la carga computacional asociada al conjunto de tareas.
e Definicién del algoritmo de planificacion.
e Definicién de las restricciones de tiempo real del conjunto de tareas.

El conjunto de procesadores representa el recurso a administrar o planificar. Des-
de un punto de vista cliente/servidor los procesadores pueden verse como servidores
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de tiempo de computacion, mientras que las tareas como clientes de tiempo de com-
putacién. El tiempo de computacion de una determinada tarea en un determinado
procesador indica el tiempo que necesita una activacién de la tarea para completarse
en dicho procesador. El caso mas complejo aparece cuando todos los procesadores
son diferentes, pues en este caso el tiempo de computacion de cada tarea viene es-
pecificado por tantos valores como procesadores hay en el sistema. En el caso mas
simple los procesadores son idénticos, por lo que el tiempo de computacién de cada
tarea viene definido por un tnico valor.

La carga computacional asociada al conjunto de tareas especifica las peticiones de
computacion realizadas por las tareas a lo largo del tiempo. Por ejemplo, una tarea
puede solicitar 15 unidades de tiempo de computacion tnicamente en el instante
t = 10, mientras que otra puede solicitar 5 unidades de tiempo de computacion
cada 10 unidades de tiempo a partir del instante ¢ = 2. En este ultimo caso se
dice que la tarea es periddica de periodo 10, tiempo de computacién 5, y fase 2.
Cada 10 unidades de tiempo se dice ademéas que se produce una activacion de la
tarea. Los instantes t = 2, t = 12, t = 22, etc, son los instantes de activacion de
dicha tarea. Sin embargo en la practica, el tiempo de computacién de cada una
de las activaciones de una tarea periddica real es diferente. Asimismo, el tiempo
que transcurre entre dos activaciones consecutivas de una tarea periddica real en la
practica no es exactamente el periodo, pues puede aparecer una pequena desviacion
denominada jitter de activacién. No obstante, a pesar de estas aperiodicidades las
tareas periodicas reales se suelen asimilar a tareas periddicas ideales de tiempos de
computacién y periodos fijos. Ademas, se suelen considerar fases nulas, todo ello
con la intencién de simplificar el analisis. Un pardmetro de la tarea periddica ideal
que proporciona una idea acerca de la carga computacional asociada a la misma es
su factor de utilizacién. Este factor de utilizacién se obtiene dividiendo el tiempo de
computacién de la tarea por su periodo. De forma andloga, la suma de los factores de
utilizacion de un conjunto de tareas periddicas ideales proporciona una idea acerca
de la carga computacional asociada a dicho conjunto. Esta suma de utilizaciones
recibe el nombre de utilizacién total del conjunto de tareas.

El algoritmo de planificacién arbitra el acceso de las tareas al procesador. En
todo momento sélo aquellas tareas que estén listas compiten por el procesador. Esto
es, si en un determinado instante todas las activaciones de una determinada tarea
han sido completamente procesadas, entonces esa tarea no compite por ninguno
de los procesadores. El algoritmo de planificacién es una funciéon que asigna en
todo momento una tarea diferente a cada uno de los procesadores que constituyen
el multiprocesador. Si hay menos tareas listas que procesadores, entonces alguno
de los procesadores permanece inactivo. Un ejemplo de algoritmo de planificacién
multiprocesador es el Global Rate-Monotonic (GRM), el cual asigna los procesadores
a tareas basédndose en prioridades fijas de acuerdo con el criterio RM (Dall y Liu,
1978).

Las tareas tienen unas restricciones de tiempo real, las cuales se expresan ha-
bitualmente en funcién de los instantes de terminacién de sus activaciones. Por
ejemplo, una restriccion de tiempo real es que cada activacion de una cierta tarea
termine a lo sumo tres unidades de tiempo después de su instante de activaciéon. En
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este caso se dice que la tarea tiene un plazo de tres unidades de tiempo. Los plazos
de las tareas periédicas ideales son idénticos para cada una de sus activaciones. Si
todas las activaciones de todas las tareas del conjunto cumplen sus restricciones de
tiempo real se dice que el conjunto de tareas es planificable. En caso contrario se
dice que el conjunto de tareas no es planificable.

A partir de las descripciones anteriores se definen formalmente las instancias a
resolver del problema.

e Conjunto de procesadores.
Se tiene un conjunto de n procesadores idénticos e independientes. El hecho
de que sean independientes indica que la ejecucién en uno de ellos no depende
de la ejecucion en cualquier otro.

e (Carga computacional asociada al conjunto de tareas.
Se tiene un conjunto de m tareas periddicas independientes I' = {7y, ..., 7, },
de periodos {T1,...,T,,}, tiempos de computacién {C,...,C,,}, y factores
de utilizacién {u; = C1 /Ty, ..., upm = Cp /T }-

Los factores de utilizaciéon de las tareas verifican 0 < u; < o < 1 para i =
1,...,m. El parametro « es el maximo factor de utilizacién alcanzable. Esto
significa que no tiene por que haber una tarea cuyo factor de utilizacion tome
el valor o. La tnica restriccion para que un valor de « sea valido es que se
cumpla u; < a <1 para:=1,...,m. El maximo factor de utilizacién de las
tareas, Upmgy = MaXj<i<m Ui, cumple a < Uy,,. Para mds informacién acerca
de la diferencia entre o y u,,q, véase el apartado 5.1. La utilizacion total del
conjunto de tareas se obtiene como U = )" u;.

La primera activacion de cada tarea ocurre en el instante ¢t = 0. Por lo tanto,
cualquier tarea 7; se activa en los instantes j7;, con 7 =0,1,...

El hecho de que las tareas sean independientes indica que no existe sincroni-
zacion entre las mismas. Ademads se supone que tampoco se sincronizan con
ningiin evento externo, salvo por supuesto cuando estas se activan.

El conjunto de tareas es fijo en el tiempo, esto es, no se crean ni destruyen
tareas a lo largo del tiempo. Todas las tareas se inician en el instante ¢t = 0,
es decir, tienen fase cero, y permanecen continuamente en el sistema.

El modelo de tareas descrito se generaliza en el capitulo 6.

e Definicién del algoritmo de planificacion. Las tareas se asignan a los procesa-
dores siguiendo la politica de particionado. Esto es, todas las activaciones de
una misma tarea se ejecutan en el mismo procesador. Cada procesador tiene
un planificador independiente de los demas planificadores. Soélo se consideran
algoritmos de asignacion de tareas a procesadores pertenecientes a la clase de
algoritmos de asignacion razonables (RA), descritos en el apartado 2.1.1. To-
dos los procesadores tienen un planificador local basado en prioridades fijas
o Earliest Deadline First (EDF) (Liu y Layland, 1973). En el caso de que
el planificador esté basado en prioridades fijas, estas se suponen previamente
asignadas a las tareas empleando la asignaciéon RM. El planificador local de
todos los procesadores es el mismo.
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e Restricciones de tiempo real del conjunto de tareas.
Las tareas tienen plazos {D; = Ti,..., D,, = T,,} respecto a los instantes de
activacion. El conjunto de tareas es planificable si toda activacion que ocurre
en el instante j7; se ha ejecutado completamente en el instante j7; + D;,
coni=1,....myj = 0,1,... En el capitulo 6 se extiende el modelo de
restricciones de tiempo real, permitiendo plazos menores que los periodos.

2.1.1 Algoritmos de asignacién de tareas a procesadores

Siguiendo la estrategia local en la planificacién multiprocesador, también denomi-
nada estrategia de particionado, una vez elegido el planificador local el tinico grado
de libertad del sistema es el algoritmo de asignacién de tareas a procesadores.

Seria interesante disponer de un algoritmo de asignacion 6ptimo. Esto es, un
algoritmo cumpliendo la siguiente propiedad: si el algoritmo 6ptimo no encuentra
ninguna asignaciéon de tareas a procesadores que haga el conjunto de tareas pla-
nificable, entonces no existe ningiin algoritmo capaz de generar una asignacion de
tareas a procesadores que haga el conjunto de tareas planificable. Sin embargo, en
la mayor parte de los casos el algoritmo éptimo carece de utilidad préactica, tal como
se muestra a continuacion.

El problema de asignar un conjunto de tareas a un conjunto de procesadores
es andlogo al problema de bin-packing (Garey y Johnson, 1979a). En este caso,
el procesador es el recipiente (bin), cuya capacidad viene dada por la condicién
de planificabilidad local. Es decir, la condiciéon que establece cuando el conjunto
de tareas asignadas a un procesador es planificable, ignorando las demas tareas y
procesadores. El problema de bin-packing pertenece a la clase de problemas NP-hard
en el sentido estricto. Por lo tanto, los algoritmos de asignacién 6ptimos en general
no pueden computarse ni siquiera en tiempo pseudopolinomial. Esto es, a medida
que crece el nimero de tareas y el niimero de procesadores el coste computacional
crece de forma exponencial. Este tipo de algoritmos suelen obtener una solucion
mediante la bisqueda exhaustiva a lo largo de todo el arbol de posibilidades. Por
ejemplo, dado un conjunto de m tareas y un conjunto de n procesadores existen
n™ asignaciones diferentes. No obstante n! de estas son equivalentes, por lo que un
algoritmo de asignacion 6ptimo se podria obtener comprobando la planificabilidad de
hasta (n"/n!) asignaciones no equivalentes. Este algoritmo éptimo podria mejorar-
se recortando el arbol de busqueda mediante ciertas técnicas. No obstante, en el
caso peor el coste computacional del algoritmo es inadmisible.

Dada la inviabilidad de aplicar algoritmos 6ptimos, debe acudirse a algoritmos
heuristicos. Estos tienen la propiedad de tener un coste computacional admisible,
pero pagando el precio en algunos casos de una planificabilidad menor. Es decir, un
determinado algoritmo heuristico puede tachar el sistema de no planificable cuan-
do en realidad existe una asignacion de tareas a procesadores que hace el sistema
planificable.

En la literatura se pueden encontrar algoritmos de asignacién heuristicos pro-
puestos por diferentes autores (Garey y Johnson, 1979a; Dall y Liu, 1978; Davari
y Dhall, 1986b; Davari y Dhall, 1986a; A. Burchard y Son, 1995; Oh y Son, 1995;
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S. Séez y Crespo, 1998). Algunos de estos algoritmos se podrian calificar de “no
razonables”.

Por ejemplo, considérese el algoritmo de asignacion Next Fit (Dall y Liu, 1978).
Este algoritmo asigna cada tarea al primer procesador del sistema con suficiente
capacidad. Los procesadores se recorren en el sentido { Py, ..., P,}. Si una tarea no
cabe en Pj, entonces sélo se consideran los procesadores {Ps, ..., P,} en la asigna-
cion de las tareas siguientes, incluso aunque alguna de las tareas siguientes cupiese
en P;. Es como si el procesador P; dejase de existir, por lo que el hueco que quede en
P, se desaprovecha. De forma analoga, si una tarea no cabe en P, las demas tareas
se asignan a los procesadores {Ps, ..., P,}, como si el procesador P, no existiese,
desaprovechando el posible hueco que hubiese en P5. Este desafortunado comporta-
miento puede aparecer con los demas procesadores. Por lo tanto es posible que el
algoritmo indique que una tarea no cabe en el multiprocesador, por lo cual el siste-
ma es considerado no planificable, cuando en realidad cabe en alguno procesadores.
Légicamente, los algoritmos de este tipo no se pueden considerar “razonables”. En
la tesis solo se consideran algoritmos de asignacion de tareas “razonables”. A conti-
nuacién se define formalmente el concepto de algoritmo de asignacion razonable.

Definicién 1 Se dice que un algoritmo de asignacion de tareas a procesadores es
razonable cuando es capaz de asignar una tarea a alguno de los procesadores siempre
que existe al menos un procesador en el que la tarea cabe.

El concepto de caber o no caber una tarea en un procesador depende del algo-
ritmo de planificacién local y de la condicion de planificabilidad local empleada en
el procesador. Para cada algoritmo de planificacién local y cada condicién de plani-
ficabilidad local asociada al mismo, se supone la existencia de una funcion capaz de
proporcionar la capacidad residual (CR) del procesador después de haberle asignado
un subconjunto de tareas. La capacidad residual indica la capacidad del procesador
que aun queda disponible para alojar mas tareas.

Si la capacidad residual es positiva indica que el subconjunto de tareas asignado
al mismo es planificable (es decir, cabe) en dicho procesador, y atin queda capaci-
dad para mas tareas. Valores positivos crecientes de la capacidad residual indican
procesadores menos cargados, o lo que es lo mismo, capaces de albergar mas y mas
“pesadas” tareas. Valores negativos de la capacidad residual indican que el conjunto
de tareas asignadas al procesador no es planificable (es decir, no cabe) en el mismo,
utilizando el algoritmo de planificacién local dado, y la condicion de planificabilidad
local asociada.

Por ejemplo, si el planificador local es RM, y la condicién de planificabilidad
local es la de Liu y Layland (1973), la capacidad residual del procesador P; se puede
definir intuitivamente como CR(j) = (m; + 1)(2/mi+Y) — 1) — U;, donde Uj es la
utilizacion total de las tareas previamente asignadas a P;, y m; es el nimero de
tareas previamente asignadas a P;. Como se puede observar, la capacidad residual
del procesador depende del numero de tareas. Ademads en este caso, un algoritmo
razonable de asignacion es aquel incapaz de asignar una tarea 7; s6lo cuando se
cumple

CR(j) = (m; +1)(2Y™*D) 1) ~U; <u; paraj=1,...,n (2.1)
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donde n denota el nimero de procesadores.

El empleo de condiciones de planificabilidad més complejas, como es la condicién
exacta para RM exigiria la definicién de capacidades residuales mas elaboradas.

Si el planificador local es EDF, la capacidad residual del procesador P; se puede
definir intuitivamente como C'R(j) =1 — U;. En este caso la capacidad residual del
procesador no depende del nimero de tareas. Ademads en este caso, un algoritmo
razonable de asignacion es aquel incapaz de asignar una tarea 7; s6lo cuando se
cumple

CR(j)=1-U; <u; paraj=1,...,n. (2.2)

Los algoritmos de asignacion razonables constituyen una clase formada por los
mejores algoritmos de asignacién. Por ejemplo, se puede demostrar facilmente que
el algoritmo de asignacion 6ptimo pertenece a esta clase. Ademas, a partir de cual-
quier algoritmo de asignacién no razonable se puede obtener de manera obvia un
algoritmo de asignaciéon razonable, capaz de asignar los mismos conjuntos de tareas
que el no razonable del que parte e incluso otros. Esto justifica que la tesis con-
sidere uinicamente algoritmos de asignacion razonables, olvidando otros algoritmos
tedricamente posibles pero de poca utilidad practica, como es el caso del algoritmo
Next Fit.

A continuacién se describen los algoritmos de asignacién basicos que se emplea-
ran a lo largo de la tesis, estos son: First Fit (FF), Best Fit (BF), Worst Fit (WF),
y Random Fit (RF). Todos ellos son algoritmos razonables de asignacién. La des-
cripcién se realiza mediante pseudocddigo. Debe tenerse en cuenta que el objetivo
de la descripcion es poner de relieve las diferencias entre los algoritmos, sin tener
en cuenta criterios de rapidez en su implementacién. Por ejemplo, el algoritmo FF
proporcionado puede optimizarse facilmente en cuanto a su coste computacional,
calculando tunicamente las capacidades residuales de los primeros procesadores has-
ta llegar a un procesador con capacidad residual suficiente para albergar la tarea
considerada en cada momento.

El algoritmo FF asigna cada tarea al primer procesador con capacidad resi-
dual suficiente para albergar la tarea. Los procesadores se recorren en el sentido
{Py,...,P,}. Sitodas las tareas caben en los procesadores el conjunto de tareas
es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que no cabe en los
procesadores el conjunto de tareas es no planificable. Debe notarse que para imple-
mentar el algoritmo FF no es estrictamente necesario haber definido una expresion
de capacidad residual. Es suficiente disponer de un algoritmo que indique si la nueva
tarea y las anteriormente asignadas a un procesador dado son planificables en dicho
procesador. Por lo tanto en este caso la comparaciéon CR(j) > u; se puede sustituir
por una condicién de planificabilidad monoprocesador.

El algoritmo BF asigna cada tarea al procesador con menor capacidad residual
suficiente para albergar la tarea. Si dos o méas procesadores tuviesen la minima ca-
pacidad residual suficiente, se eligiria el primero de ellos que se encuentra al recorrer
la lista en sentido {Py,...,P,}. Si todas las tareas caben en los procesadores el
conjunto de tareas es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que
no cabe en los procesadores el conjunto de tareas es no planificable.

Al contrario de lo que sucede con el algoritmo de asignacién FF, no es suficien-
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Asignacién FF
desde ¢:=1 hasta m

planificable := NO

desde j:=1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) > u;

planificable := SI

fin de desde

si planificable = NO
retornar NO PLANIFICABLE

si no
ji=1
mientras CR(j) < u;

J=7+1
fin de mientras
asignar 7; a F;
fin de si
fin de desde
retornar PLANIFICABLE
fin de asignacién FF

Algoritmo 2.1.1: Algoritmo de asignacién de tareas FF.

te disponer de una condiciéon de planificabilidad monoprocesador para realizar la
asignaciéon BF. Es necesario definir una expresion para la capacidad residual que
permita saber no solo si una tarea cabe en un procesador, sino ademas cual es el
“espacio disponible” en un procesador.

El algoritmo WEF' asigna cada tarea al procesador con mayor capacidad residual
de entre todos los que tienen suficiente capacidad residual para albergar la tarea. Si
dos o mas procesadores tuviesen la maxima capacidad residual positiva, se eligiria el
primero de ellos que se encuentra al recorrer la lista en sentido { Py, ..., P, }. Sitodas
las tareas caben en los procesadores el conjunto de tareas es planificable. Si por el
contrario existe al menos una tarea que no cabe en los procesadores el conjunto de
tareas no es planificable.

Al contrario de lo que sucede con el algoritmo de asignacién FF, no es suficien-
te disponer de una condiciéon de planificabilidad monoprocesador para realizar la
asignacion WF. Es necesario definir una expresion para la capacidad residual que
permita saber no solo si una tarea cabe en un procesador, sino ademas cual es el
“espacio disponible” en un procesador.

El algoritmo RF asigna cada tarea de forma aleatoria a uno de los procesadores
de entre todos los que tienen capacidad residual mayor o igual que el factor de
utilizacion de la tarea. Si todas las tareas caben en los procesadores el conjunto de
tareas es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que no cabe en
los procesadores el conjunto de tareas es no planificable.
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Asignacién BF
desde ¢ :=1 hasta m
planificable = NO
desde j :=1 hasta n
calcular C'R(j)
si CR(j) > u;
planificable := SI
fin de desde
si planificable = NO
retornar NO PLANIFICABLE
si no
k=1
desde j :=2 hasta n
si (CR(j) 2 w) y (CR(k) > CR(j) 6 CR(k) < )
k=7
fin de si
fin de desde
asignar 7; a Py
fin de si
fin de desde
retornar PLANIFICABLE
fin de asignacién BF

Algoritmo 2.1.2: Algoritmo de asignacion de tareas BF.

Aligual que sucedia con el algoritmo FF, en este caso la comparaciéon CR(j) > u;
se puede sustituir por una condiciéon de planificacion monoprocesador.

Los algoritmos de asignacién mostrados no son mas que distintas formas de elegir
entre los procesadores con capacidad residual suficiente para albergar cada tarea, es
decir, de capacidad residual mayor o igual que el factor de utilizaciéon de la tarea.
El FF asigna la tarea al primer procesador con capacidad residual suficiente, el BF
al procesador con la menor capacidad residual pero suficiente, el WF al procesador
con la mayor capacidad residual suficiente, y finalmente el RF a un procesador
cualquiera de entre los que tienen capacidad residual suficiente. En principio, la
intuicion nos indica que el algoritmo BF deberia ser el que proporcionase mejores
resultados de entre el FF, BF, WF y RF. Sin embargo se demostrara que el algoritmo
FF, intuitivamente inferior, proporciona resultados identicos que el algoritmo BF en
términos de limite de utilizacién. Este comportamiento idéntico de los algoritmos
FF y BF también se observo desde el punto de vista de las métricas (Naa/Nop) que
aparecen en la tabla 1.2, en la pagina 23.

El algoritmo RF puede parecer artificial, sin embargo representa el peor de los
algoritmos de asignacion razonables en términos de limite de utilizaciéon. Ademas,
tal como se muestra en el apartado 6.5, se emplea para obtener una condicién de
planificabilidad bajo la presencia de cambios de modo en multiprocesadores.
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Asignacién WF
desde 7 :=1 hasta m
planificable := NO
desde j:=1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) > u;
planificable = SI
fin de desde
si planificable = NO
retornar NO PLANIFICABLE
si no
k=1
desde j :=2 hasta n
si (CR(j) 2 w) y (CR(k) < CR(j))
k=3
fin de si
fin de desde
asignar 7; a Py
fin de si
fin de desde
retornar PLANIFICABLE
fin de asignacidén WF

Algoritmo 2.1.3: Algoritmo de asignacién de tareas WEF.

El coste computacional de los cuatro algoritmos de asignacién anteriores es simi-
lar en el caso peor. Sin embargo, el algoritmo FF optimizado presenta en general un
menor coste computacional, pues en muchos casos es suficiente obtener la capacidad
residual para los primeros procesadores, mientras que el empleo de los algoritmos
BF, WF o RF exige en todos los casos el calculo de las capacidades residuales de los
n procesadores.

Existen variaciones de estos algoritmos que realizan un paso previo de ordenacién
de las tareas. Asi los algoritmos FFD, BFD, WFED y RFD realizan la ordenacién
de las tareas en sentido decreciente de algin parametro de las mismas, antes de
realizar la asignacion FF, BF, WF o RF. Asimismo, si se realiza un paso previo
de ordenacién de las tareas en sentido creciente de algin parametro se obtienen
los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Normalmente el parametro elegido para la
ordenacién es un parametro que varia de forma mondtona creciente con la carga
asociada a la tarea, esto es, un parametro proporcional a la reduccién de la carga
residual cuando la tarea se asigna a un procesador. Por ejemplo, si se emplea el
factor de utilizacion para representar la carga computacional asociada a una tarea,
el algoritmo FFD ordena las tareas en sentido de utilizaciones decrecientes antes de
realizar la asignacién FF. Por lo tanto, se asigna primero con FF la tarea de factor
de utilizacién mayor, y en 1ltimo lugar la tarea de factor de utilizacién menor.
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Asignacién RF
desde ¢ :=1 hasta m
planificable := NO
desde j :=1 hasta n
calcular C'R(j)
si CR(j) > u;
planificable := SI
fin de desde
si planificable = NO
retornar NO PLANIFICABLE
si no
k=aleatorio(j | CR(j) > u;)
asignar 7; a P
fin de si
fin de desde
retornar PLANIFICABLE
fin de asignacién RF

Algoritmo 2.1.4: Algoritmo de asignacién de tareas RF.

2.2 Definicién del problema en términos de utili-
zacion

Para clarificar la definicién del problema en términos de utilizacion se establecera
un paralelismo entre el caso monoprocesador empleando planificacion RM, y el caso
multiprocesador.

Liu y Layland (1973) encontraron el limite de utilizacién ajustado Uy, = m(2Y/™—
1). Todo conjunto de tareas de de utilizacién total menor o igual que U, es planifi-
cable empleando planificacion RM. Por otra parte, para cualquier valor de utilizacién
total mayor o igual que U, existe un conjunto de tareas con esa utilizacién que no
es planificable. La importancia de este tipo de condiciones de planificabilidad es que
permiten establecer rapidamente la planificabilidad del conjunto de tareas, conside-
rando el caso peor que puede ocurrir. El inconveniente de este tipo de condiciones
de planificabilidad es que son sélo condiciones suficientes. De hecho, conjuntos de
tareas de utilizacion total mayor que U, pueden ser planificables.

El problema de planificabilidad en el caso monoprocesador con las restricciones
anteriores se puede replantear como: ;la utilizacién total del conjunto de tareas es
menor o igual que Uy,.”?

La idea es llevar este resultado al caso multiprocesador. En este caso el problema
de planificabilidad en multiprocesadores se podria replantear de igual forma: ;la
utilizacion total del conjunto de tareas es menor o igual que U,.”? Para ello debe
obtenerse el limite de utilizacién U, multiprocesador, analogo al limite m (2Y/™ — 1)
asociado a monoprocesadores.

A lo largo de la tesis se obtiene el valor de U,,. para para diferentes combinaciones
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de algoritmo de planificacién monoprocesador y algoritmo de asignacion.

Para la obtencion del limite de utilizacién del multiprocesador se consideran
unicamente los factores de utilizacién de las tareas, ignorando sus tiempos de com-
putacion y periodos. La razon es que el limite de utilizacién viene dado para los
tiempos de computacion y periodos mas desfavorables que cumplen la restriccion
u; = C;/T; impuesta por los factores de utilizacién.

Al venir definidas las tareas simplemente por sus factores de utilizacion, a lo
largo de la tesis se empleara para evaluar la capacidad residual las expresiones

CR(j) = (m; + 1)(2Y*) — 1) — U (2.3)
para RM, y
CR(j)=1-U; (2.4)

para EDF, tal como se indico en los ejemplos del apartado anterior.
Ademas, cualquier ordenacién de las tareas ya sea en sentido creciente o decre-
ciente supone implicitamente una ordenacion por factores de utilizacién.
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Capitulo 3

Limites de utilizacion empleando
planificaciéon EDF

En este capitulo se presentan los limites de utilizaciéon para planificacién Earliest
Deadline First (EDF) sobre multiprocesadores homogéneos, empleando técnicas de
particionado. Las tareas se planifican con expulsién sobre cada monoprocesador
de acuerdo con el algoritmo EDF, y se asignan a los procesadores de acuerdo con
los algoritmos de asignacién presentados en el apartado 2.1.1. Las restricciones de
tiempo real se modelan como plazos criticos de valor igual a los periodos de las tareas.
Los limites de utilizacion para plazos menores que los periodos y planificacién EDF
se presentan en el apartado 6.3.

En primer lugar, se define en el apartado 3.1 el concepto de limite de utilizacién
para planificaciéon EDF y un algoritmo arbitrario de asignacién de tareas AA dado.
Al final del apartado 3.1 se demuestra la existencia de dicho limite para el caso de
algoritmos de asignaciéon razonables.

El limite de utilizacién asociado a cualquier algoritmo razonable de asignacién
de tareas y planificacion EDF se encuentra dentro de un intervalo [Lgpr, Hgpr)-
El término Lgpr del intervalo se corresponde con el minimo de los limites de utili-
zacion, evaluado entre todos los algoritmos RA de asignacion razonables. De forma
analoga, el término Hgpp del intervalo se corresponde con el méaximo de los limites
de utilizacién, evaluado entre todos los algoritmos RA de asignacion razonables. El
intervalo [Lgpr, Hgpr] se calcula en el apartado 3.2.1.

El limite de utilizacién para los algoritmos de asignacién FF, BF, WF, RF y
OPT se calcula en los apartados 3.2.2 a 3.2.6.

La ordenacién de las tareas por factores de utilizacién antes de realizar la asig-
nacion FF, BF, WF, o RF, modifica los limites de utilizaciéon de la forma indicada
en el apartado 3.2.7.

Las expresiones matematicas de los limites de utilizacién obtenidas en los apar-
tados 3.2.1 a 3.2.7 son analizadas en el apartado 3.3.

Con la intencién de mostrar el pesimismo de los limites de utilizacién (absolutos),
en el apartado 3.4 se presentan los limites de utilizacién estadisticos, obtenidos
mediante simulacion exhaustiva. Los limites de utilizacion absolutos, denominados
simplemente limites de utilizacién, se obtienen considerando el caso peor. Estos
son el resultado de un enfoque puramente tedrico del problema. Los limites de
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utilizacion estadisticos permiten un tanto por ciento de conjuntos de tareas generados
aleatoriamente que no son planificables. Estos ultimos son el resultado del enfoque
de simulacién. Por lo tanto, la informacién proporcionada por los enfoques tedrico
y de simulacion es complementaria.

El apartado 3.5 compara los diferentes algoritmos de asignacién de tareas. La
conclusion es que el algoritmo FFD es superior en términos de limite de utilizaciéon a
todos los demas algoritmos heuristicos considerados en la tesis. Ademas proporciona
resultados cercanos a los del algoritmo de asignacién 6ptimo. El inconveniente del
algoritmo de asignacion FFD es que no puede aplicarse en linea pues ordena las
tareas.

El apartado 3.5 muestra asimismo que el limite de utilizacion estadistico asociado
al algoritmo FF es generalmente inferior pero cercano al asociado al algoritmo FFD.
No obstante, al contrario de lo que sucede con el algoritmo FFD, el algoritmo FF
puede aplicarse en linea.

3.1 Definicién y existencia de los limites de utili-
zacion

En este apartado se define el concepto de limite de utilizacién para planificacién
multiprocesador con particionado, empleando EDF como algoritmo de planificacién
local (en cada procesador), y un algoritmo de asignacién de tareas AA arbitrario
(razonable o no). Una vez definido el concepto de limite de utilizacién se demuestra
su existencia para el caso de algoritmos de asignacion razonables.

Por convenio, la planificacién multiprocesador con particionado empleando EDF
como planificador local, y AA como algoritmo de asignacion de tareas, se represen-
ta como EDF-AA. El limite de utilizacién asociado se representa como UEPF-44,
Cuando el algoritmo de asignacion es razonable se sustituyen las iniciales AA por
las iniciales RA.

Definicién 2 FEl limite de utilizacion para EDF-AA se define como el nimero real
UEDF=AA que verifica las siguientes propiedades:

e Cualquier conjunto de tareas de utilizacion total U < UEPE=44 cqbe en el mul-

tiprocesador, empleando planificacion EDF en cada procesador y asignacion de
tareas AA. Por lo tanto, es planificable empleando planificacion multiprocesa-

dor EDF-AA.

e Para todo valor de utilizacion U > UEPF=A4 existe al menos un conjunto

de tareas con esa utilizacion que no cabe en el multiprocesador, empleando
planificacion EDF en cada procesador y asignacion de tareas AA. Por lo tanto,
el conjunto de tareas con esa utilizacion puede ser planificable o no empleando
planificacion multiprocesador EDF-AA.

Por consiguiente, el limite de utilizaciéon puede emplearse como una condicion
suficiente de planificabilidad.
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Una tarea cabe en un procesador si y solo si la suma de los factores de utilizacion
de la tarea en cuestion y de las tareas previamente asignadas al procesador acumulan
una utilizacion total de valor uno o por debajo de uno. Este resultado es una conse-
cuencia del limite de utilizacién para planificacion EDF en monoprocesadores (Liu
y Layland, 1973).

A continuacién se demuestra la existencia del limite de utilizacién aso-
ciado a la planificacion EDF-RA | para cualquier algoritmo razonable de asignacién

de tareas RA dado.

EDF—-RA
Uwc

Lema 1 Fuxiste el limite de utilizacion asociado a la planificacion EDF-RA para
cualquier algoritmo razonable de asignacion de tareas RA, el cual es una funcion (a
lo sumo) del nimero de tareas, del nimero de procesadores, y del mdzimo factor de
utilizacion alcanzable, o.

Demostracion:

Sea II(m,n,a) el conjunto de todos los nimeros reales positivos m que cumplen
la condicion siguiente: cualquier conjunto de m tareas, de factores de utilizacién
0 < u; < a, y utilizacion total U < 7 cabe en n procesadores empleando la asignacion
de tareas RA y teniendo en cuenta que la capacidad de cada procesador es uno. El
conjunto II(m,n,«) es no vacio, pues cualquier conjunto de tareas de utilizacién
menor o igual que uno cabe en un procesador, y por lo tanto en n procesadores.
Ademas todos los elementos de II(m, n, a) son menores o iguales que el valor finito
n, pues cualquier conjunto de tareas de utilizacion total mayor que n no cabe en n
procesadores. Por lo tanto, existe un maximo en el conjunto I1(m, n, o), denominado
Tmax (7, 1, @), que es una funcién de m, n y o. A continuacién probaremos que
Tmax (1, 1, @) es el limite de utilizacion, esto es, cumple las dos propiedades de la
definicion 2.

Cualquier conjunto de tareas de utilizacién menor o igual que .. (m, n, a) cabe
en n procesadores, pues Tpax(m,n, «) es un elemento de I1(m,n,a). Esto demues-
tra la primera propiedad de la definicion 2. Ademads, al ser Ty (m, n, a) el maximo
de II resulta que existe al menos un conjunto de m tareas, de utilizacion total
Tmax(M, M, ) + €, con € — 0T, que no cabe en los procesadores !. Si no fuese asf,
Tmax (M, 1, @) + € serfa un elemento de IT mayor que el maximo, myax(m, n, ), lo cual
no es posible. Ademads, para cualquier utilizacién total U > . (m, n, o) +€ atin ma-
yor, es posible encontrar un conjunto de m tareas que no cabe en los n procesadores.
Basta con incrementar (cumpliendo la restriccion u; < «) los factores de utilizacion
de la dltima o tltimas tareas del conjunto de utilizacién total 7. (m, n, @) +¢, hasta
alcanzar el valor de utilizacién. Logicamente, el conjunto de tareas obtenido es mas
dificil de asignar que el conjunto original de utilizacién total 7. (m, n, ) + €. Por
lo tanto, para cualquier utilizacién total mayor que 7., (m, 1, @), existe al menos un
conjunto de m tareas, el cual no cabe en n procesadores. Esto demuestra la tultima
propiedad de la definicién 2. [ |

1La expresién € — 0% es equivalente a € — 0, y € > 0.
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El lema 1 demuestra entre otras cosas que el limite de utilizacion para planifica-
cion EDF en un multiprocesador, empleando un determinado algoritmo razonable
RA de asignacion de tareas depende a lo sumo del numero de tareas m, del niimero
de procesadores n, y del maximo factor de utilizacién alcanzable . Por esta razon
el limite de utilizacién se representa como

UV%?F'RA(m, n, )

3.2 Calculo de los limites de utilizacion

Una vez definido el concepto de limite de utilizacion, y después de haber demostrado
su existencia para el caso de algoritmos de asignacion razonables se procede al calculo
del mismo. Debe tenerse en cuenta que cada algoritmo de asignacion de tareas tendra
asociado un limite de utilizacién en principio distinto.

En general, los limites de utilizacién son una funciéon del nimero de tareas m, el
numero de procesadores n, y el maximo factor de utilizacion alcanzable «, tal como
se demostro en el lema 1.

Antes de calcular los limites de utilizacién, se introducird un nuevo parametro
denominado Brpr.

Definicién 3 El pardmetro Bgpr se define como el mdximo numero de tareas de
factor de utilizacion o que caben en un procesador.

Este pardametro es un concepto clave en la obtencion de los limites de utilizacion.
El parametro Sgpr es una funcion del maximo factor de utilizacién alcanzable «,
tal como demuestra el lema 2.

Lema 2

BEDF = Ll/OJJ (31)

Demostracién:

A partir de la definicién del parametro Grpr, se deduce que Brpr tareas de factor de
utilizacion « caben en un procesador. De esta forma, a partir del limite de utilizacién
para planificacion EDF en monoprocesadores se obtiene Sgpra < 1. Despejando
Bepr resulta fppr < 1/a. Se sabe que Bgpr es un numero entero, y por lo tanto
se cumple Sppr < [1/a]. Por otra parte, Sgpr es el maximo nimero de tareas de
factor de utilizacion « que caben en un procesador. Por lo tanto, (Bgpr + 1) tareas
de factor de utilizaciéon a no caben en un procesador. Es decir, (Bgpr + 1)ae > 1.
Despejando Bgpr se obtiene Sppr > 1/a—1. Puesto que Sgpr es un nimero entero
resulta Sppr > |1/a|. En conclusion, Sppr = |1/a]. [ |

El valor de Bgpr puede emplearse para establecer la planificabilidad de ciertos
conjuntos de tareas. A partir de la definicién de Sgpr se tiene que Bgpr tareas de
factor de utilizacion « caben en cada procesador. Puesto que todas las tareas tienen
factores de utilizacién menores o iguales que «, al menos Sgpr tareas de factores de
utilizacién arbitrarios (menores o iguales que «) caben en cada procesador. Como



3.2 Calculo de los limites de utilizacion 41

Condicién de planificabilidad
o : - m < Bgprn

BEDF

N e

(07

Figura 3.1: Representacién de la funcién Sgpr(a), y la condicién de planificabilidad
asociada.

consecuencia, un multiprocesador formado por n procesadores puede alojar al menos
Beprn tareas. Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de factores de uti-
lizacién u; < «, con m < Bgprn, es planificable empleando EDF como planificador
monoprocesador, y empleando cualquier algoritmo razonable de asignacién de tareas
a procesadores.

La figura 3.1 muestra Sgpr en funcion de «, mostrando asimismo la condicién
suficiente de planificabilidad m < @gprn. Por ejemplo, si a se encuentra en el
intervalo (1/3,1/2] entonces Sppr = 2. En este caso, si el conjunto de tareas esta
formado por 2n tareas o menos es planificable

Otra consecuencia de la condicién de planificabilidad m < Ggppn es que merece
la pena obtener el limite de utilizacién sélo si m > Brprn. En caso contrario, el
conjunto de tareas es directamente planificable.

A partir de ahora se supone que m > Bgprn, de tal forma que la condicién de
planificabilidad anterior no puede aplicarse.

Antes de calcular los limites de utilizacién asociados a los diferentes algoritmos
de asignacién de tareas se obtendra el rango dentro del cual se encuentran. Este
resultado es significativo desde tres puntos de vista. En primer lugar, establece los
valores minimo y maximo entre los que se encuentran los limites de utilizacion de
todos los algoritmos de asignacion razonables. En segundo lugar, permite obtener
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de forma sencilla el limite de utilizacién correspondiente a ciertos algoritmos de
asignacién razonables. En tercer y ultimo lugar, servird como comprobacién de
la validez de los limites de utilizacién obtenidos para los diferentes algoritmos de
asignacién de tareas, pues deben encontrarse de forma forzosa dentro del rango

definido.

3.2.1 Rango de los limites de utilizacion

El objetivo es obtener la pareja de valores Lgpr v Hgpr que verifican la siguiente
condicioén:
Lepr < ULSPFRA < Hyppp

donde UEPF=EA g el limite de utilizacién para planificacién EDF empleando cual-
quier algoritmo razonable RA de asignacion de tareas a procesadores. El limite de
utilizacién para cualquier algoritmo de asignacién razonable es positivo (mayor o
igual que uno), y por lo tanto a partir de cualquier pareja (Lgpr, Hgpr) que cum-
pla la condicién anterior se pueden obtener infinitas parejas que también la cumplen,
simplemente decrementando el valor de Lgpr o incrementando el valor de Hgpp.
Resulta conveniente entonces calcular la pareja de valores ajustada. Esto es, de-
be existir al menos un algoritmo razonable de asignacion de tareas cuyo limite de
utilizacion para planificacién EDF tome el valor Lgpr. Por lo tanto

LEDF = HI%}AH UECDF_RA (32)

De la misma forma, debe existir al menos un algoritmo razonable de asignacion de
tareas cuyo limite de utilizacién para planificacion EDF tome el valor Hgpp. Por lo
tanto

Hppr = max UEpr-RA (3.3)

A partir de ahora, cualquier referencia al rango de los limites de utilizacién en
este capitulo se referird a los valores Lgpr v Hepr ajustados, definidos por las
ecuaciones (3.2) y (3.3).

El teorema 1 proporciona una cota inferior del limite de utilizacién, valida para
todos los algoritmos de asignacion razonables. En el apartado 3.2.4 se encuentra un
algoritmo razonable de asignacion de tareas cuyo limite de utilizacién coincide con
esa cota. Por lo tanto Lgpp serd igual a la cota dada por el teorema 1.

Por otra parte, el teorema 2 proporciona una cota superior del limite de utiliza-
cion, valida para todos los algoritmos de asignacion razonables. En el apartado 3.2.2
se encuentra un algoritmo razonable de asignacion de tareas cuyo limite de utiliza-
cién coincide con esa cota. Por lo tanto Hgpp serd igual a la cota dada por el
teorema 2.
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Teorema 1 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores
arbitrario. St m > Bgprn se cumple

UEPF=RA > — (n —1)a (3.4)

Demostracion:

Sea {7y, ...,T;»n} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
Tr la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignacién es razonable, aplicando la ecuacién (2.2) de la pagina 30 se
tiene

Uj >1—u (35)

para j = 1,...,n. Donde U; es la utilizaciéon total de las tareas previamente asig-
nadas al procesador P;, y us es el factor de utilizacién de la tarea 7.

Al ser 7, una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilizacién total del
conjunto de tareas denotada por U verifica

m k n
U=> w>> u=Y» Utuy (3.6)
: =

=1 i=1

A partir de la ecuacién (3.5) se deduce

ZUj > 2(1 —up) = n(l — uy)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (3.6) resulta
U>n(l—ug) +up=n—(n—1u

Como todos los factores de utilizacién son menores o iguales que « se tiene u; < «,
y por lo tanto
U>n—(n—-1a

Por lo tanto, una condicién necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que
no cabe en n procesadores es que su utilizacién total U verifique

U>n—(n—-1a
de donde se deduce que todo conjunto de tareas de utilizacién total U cumpliendo
U<n—(n—-1)«

cabe en n procesadores.
Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposiciéon con respecto al
algoritmo de asignacion de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por

consiguiente se cumple
UEPE=RA > — (n —1)a

donde RA es un algoritmo razonable de asignacién de tareas arbitrario. |
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A continuacion se obtiene una cota superior del limite de utilizacién asociado a
cualquier algoritmo de asignacion de tareas bajo planificacion EDF. Por lo tanto,
dicha cota es aplicable a los algoritmos razonables de asignacion.

Teorema 2 Sea AA un algoritmo de asignacion de tareas a procesadores arbitrario
(razonable o no). Sim > Beprn se cumple

[JEDF-AA Beprn + 1 (3.7)
v = Bepr+1
Demostracion:
Se demostrard que existe un conjunto de m tareas {7y,...,7,}, con factores de
utilizacion 0 < u; < a parat=1,...,m, y utilizacién total
U — Beprn + 1
Bepr +1

donde € — 0%, el cual no cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de
asignaciéon de tareas a procesadores.

Se construird este conjunto de m tareas a partir de dos subconjuntos de tareas:
un primer subconjunto de (m — Sgprn — 1) tareas, y un segundo subconjunto con
(Beprn + 1) tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién de
valor €/m, donde i = 1,...,(m — Bgprn — 1).

Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién

de valor
1

=—— 4 ¢/m
Bepr +1 /

Uy

donde i = (m — Brprn), ..., m.
Se puede comprobar que la utilizacién total del conjunto de tareas completo es

_ Beprn +1

U=
Bepr +1

En primer lugar, es necesario comprobar que los factores de utilizacién de ambos
subconjuntos son validos, es decir, se cumple 0 < u; < a parat=1,...,m.

Comprobacion de los factores de utilizacion del primer subconjunto. Eligiendo €
suficientemente pequeno se obtiene

0<u; = <«

€
m

Comprobacion de los factores de utilizacion del sequndo subconjunto. A partir de la
definicién de Sppr se tiene que (Brpr + 1) tareas de factor de factor de utilizacién
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a no caben en un procesador. Por lo tanto, (Bgpr + 1)a > 1, y se tiene

1

a> ——
Bepr + 1

Siempre es posible encontrar un nimero real entre dos nimeros reales. Por consi-
guiente existe un real positivo € verificando

1 €

Q> ———F — =1
Bepr+1 m

lo cual demuestra que los factores de utilizacion del segundo subconjunto son meno-
res o iguales que « cuando € — 0. Ademés, los factores de utilizacién del segundo
subconjunto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anteriores se concluye que el conjunto de tareas pro-
puesto es valido. A continuacion se demostrara que dicho conjunto de tareas no cabe
en n procesadores empleando planificaciéon EDF en cada procesador, cualquiera que
sea el algoritmo de asignacion de tareas empleado.

El conjunto contiene (Ggprn+ 1) tareas que pertenecen al segundo subconjunto.
Por consiguiente, al menos un procesador de los n disponibles debe alojar (Sppr+1)
o m4s de estas tareas. Sin embargo, ningiin procesador puede alojar (Bgpr+1) 0 més
tareas del segundo subconjunto, pues (Bgpr + 1) de estas tareas en total acumulan
una utilizacion por encima de uno.

1 €
(Bepr +1) <7BEDF 1 + E) > 1

De esta forma se concluye que el conjunto de tareas propuesto de utilizacion total

_ Beprn +1

U —
Bepr +1

no cabe en n procesadores cualquiera que sea el algoritmo de asignaciéon AA, cuando
e — 07, luego se cumple
Uv}:;(]:jF_AA < Beprn + 1
Bepr +1

NOTA: las tareas del primer subconjunto son necesarias tnicamente dentro de la
demostracion para cumplir la restriccion de que el conjunto de tareas esté formado
por m tareas. |

En el apartado 3.2.4 se demostrard que el limite de utilizacion para EDF-WF

toma el valor

UEPE=WE —p — (n — Da

el cual coincide con la cota inferior dada en el teorema 1. Por lo tanto se tiene

LE'DF = LEDF(”; Oé) =n— (Tl — 1)Oé (38)
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De forma andloga, en el apartado 3.2.2 se demostrara que el limite de utilizacién
para EDF-FF toma el valor

[JEDF—FF Beprn + 1

 Bepr+1

el cual coincide con la cota superior dada en el teorema 2. Por lo tanto se tiene

Beprn + 1
Hgpr = Hepr(n, Bupr) = ————— (3.9)
Bepr +1
Cualquier algoritmo razonable de asignacion de tareas RA cumple entonces
1
n— (n—1)a < yEPF-ra < PepEn +1 (3.10)

= Bepr+1

donde
Bepr = U / OZJ

a es el maximo factor de utilizacién alcanzable, y n es el nimero de procesadores
que constituyen el multiprocesador.

3.2.2 Limite de utilizacién para EDF-FF

El algoritmo de asignacion de tareas denominado FF asigna cada tarea al primer
procesador que encuentra con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Los procesadores se recorren en el sentido { Py, ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostracion del limite de utilizacién para EDF-FF es bastante compleja,
por lo que se indicara en primer lugar la estructura de la demostracién. Los pasos
que se seguirdn son los siguientes:

1. Se demuestra el lema 3. Este lema relaciona los limites de utilizacion emplean-
do el mismo algoritmo razonable de asignacion, el mismo nimero de procesa-
dores pero distinto nimero de tareas. Este lema se emplea para demostrar el
teorema 3.

2. Se demuestra el teorema 3, el cual relaciona el limite de utilizaciéon asociado a
m tareas y n procesadores con el limite de utilizacién asociado a (m — Bgpr)
tareas y (n — 1) procesadores, para planificacion EDF-FF.

3. A partir del resultado dado en el paso 2 y el limite de utilizacién para planifi-
cacion EDF en un monoprocesador, el teorema 4 obtiene una cota inferior del
limite de utilizacién para EDF-FF.

4. La cota inferior dada en el paso 3, y la cota superior proporcionada por el
teorema 2 coinciden. Por lo tanto, ambas cotas coinciden ademas con el limite
de utilizacién para EDF-FF, tal como muestra finalmente el teorema 4.
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La demostracién del teorema 3 requiere el lema 3 que se demuestra a continua-
cion. Este lema relaciona los limites de utilizacién asociados a un mismo nimero de
procesadores pero distinto nimero de tareas, empleando una algoritmo de asigna-
cién razonable arbitrario, siempre y cuando no realice ordenacién alguna de tareas
antes de hacer la asignacion. El resultado es valido para la asignacién de tareas FF,
por ser un algoritmo razonable de asignacion de tareas que no lleva a cabo ninguna
ordenacién de tareas previa a la asignacion.

Lema 3 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores que
no realiza ordenacion previa de las tareas antes de realizar la asignacion. Se cumple

UEPERA(4 ', a) > UEPFREA(m n ) para g <m

Demostracion:
El lema se demostrard por reduccién al absurdo. Supdngase que existe una pareja
de enteros ¢ y m, tal que ¢ < m y

Use " (g, n, ) < U™ 4 (m,n, a)

Entre dos ntimeros reales siempre es posible encontrar otro niimero real, de tal forma
que se puede encontrar un € > 0 verificando

Ue g, n, 0) < Ugd ™ (m,n, o) — € <UL (m,n, a)

De acuerdo con la definicién de limite de utilizacion, existe al menos un conjunto de
q tareas, {7y,...,7,}, de utilizacién total

q

EDF-RA
g u; = U, (m,n,a) — e
i1

mayor que el limite de utilizacion para g tareas, el cual no cabe en n procesadores.
A continuacién se demostrara que esto da lugar a una contradiccion.

Si se anade a este conjunto de ¢ tareas (m — ¢) nuevas tareas, {T,4+1,...,Tm},
cada una de factor de utilizacién €/(m — q), se obtiene un nuevo conjunto de tareas
formado por m tareas, de utilizacion total

m
> s = UEP (m, )

i=1

el cual cabe en n procesadores. Por consiguiente, las primeras ¢ tareas caben en n
procesadores, lo que constituye una contradiccion. |

El matiz de que el algoritmo de asignacion no realizase ningin tipo de ordenacién
previa antes de asignar las tareas es importante. En la demostracion del lema 3 se
han anadido (m — q) tareas de factor de utilizacién arbitrariamente bajo al final
de un conjunto de ¢ tareas. Por lo tanto, las ultimas tareas son las que tienen los
factores de utilizacién mas bajos, lo que irfa en contra de una ordenacion de tareas
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en sentido de factores de utilizacién crecientes, como la que realiza el algoritmo FFI.
Por lo tanto el lema anterior no seria aplicable empleando asignacion FFT.

A continuacion se demostrarda una expresiéon que relaciona los limites de uti-
lizacién asociados a multiprocesadores con n y (n — 1) procesadores, empleando
asignacién de tareas FF. Esto permitirda obtener una cota inferior del limite de uti-
lizacién para asignacién de tareas FF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un ntimero arbitrario n de procesadores.

Teorema 3 Sim > Bpprn se cumple

EDF-FF Bepr
U.,. (m,n,a) >

= m + UECDF_FFOR — BEDF,n — 1,0()

Demostracion
Se probara que cualquier conjunto de m tareas {7,...,7,}, con factores de utiliza-
cion 0 < u; < aparat=1,...,m, y utilizacién total menor o igual que

ﬁEDF EDF-FF
— + Uy

Bapr + 1 (m — Bepr,n — 1, 04)

cabe en n procesadores empleando planificaciéon EDF en cada procesador y asigna-
cion de tareas FF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m — Bgpr) tareas tienen utilizacién total menor o igual

que UEPFFE (1 — Bppp,n — 1, a), esto es

m—BepF

Z u; < UVIE?F_FF<m_5EDF7n_17a>
i=1

Las primeras (m — fgpr) tareas caben en los primeros (n — 1) procesadores, pues su
utilizacion total esta por debajo del limite de utilizacion. Por lo tanto, empleando el
algoritmo FF se asignan a los (n — 1) primeros procesadores. Las restantes Sgpr ta-
reas caben en el ultimo procesador, pues la definicion de Sgpp implica que al menos
Bepr tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el ultimo
procesador no significa que se asignen al ultimo procesador. De todas formas, el caso
en el cual alguna de estas Sppr se asignase a alguno de los primeros (n — 1) proce-
sadores es mas favorable, pues habria menos tareas que asignar al iltimo procesador.

Caso 2: Las primeras (m — fgpr) tareas tienen una utilizacién total mayor que
EDF-FF
Use (m — Bepr,n — 1, ), esto es,

m—BEDF

Z U; > UV];]?F_FF(m — 5EDF777/ — 1,0()
=1

En este caso se demostrara que el conjunto de las m tareas aun cabe en n procesa-
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EDF-FF
Uwc (m—ﬁEDF,n—l,a A
U1
T Thk—1 Tk Tk+1 Tm—ﬂEDF Tm
U1 Uk—1 Uk Uk+1 Um—Bepr Um,
k—1 m
R D Ui
i=1 i=k
m—PBEDF
Us
=1

Figura 3.2: Situacién general en el caso 2 del teorema 3.

dores si su utilizacion total es igual a
UVI;J?F_FF<m - 5EDF7n - 17 Of) + A

donde A € R, y
A < BEDF

~ Bepr+1

Debe existir una tarea 7, cuyo factor de utilizacién uy, sumado a los previos fac-
tores de utilizacién u;, hace que el limite UEPYF¥ (m — Bpp e n—1, ) se supere. Esta
situacién se muestra en la figura 3.2, la cual representa graficamente los factores de
utilizacion de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostracién. El valor del subindice k£ se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condicion:

k-1 k
Zuz < UVF;?F_FF(W — Bepr,n—1,a) < Zuz
i=1 i=1

Debe notarse que kK < m — Bgpr, pues de otra forma se estaria en el caso 1.
Se puede demostrar que las primeras (k — 1) tareas caben en los primeros (n—1)
procesadores. La utilizacion total de las primeras (k — 1) tareas cumple

k-1

Zui < U™ (m — Bppr,n —1,a)
i=1

Aplicando el lema 3 con (m — Bgpr) > (k — 1) y con RA=FF, se obtiene
UEPEFY (m — Brpr,n — 1,0) < UEPFFE (L — 10— 1,0)
y por lo tanto

k—1
Zui < Uv}\ir:(]:DF_FF(k - 17” - ]—7&)
1=1
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De esta forma, las primeras (k—1) tareas caben en los (n—1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignacién FF estas primeras (k — 1) tareas
se asignan a los (n — 1) primeros procesadores.

Falta por demostrar que las restantes (m — k + 1) tareas se pueden asignar a
alguno de los huecos que quedan en los primeros (n — 1) procesadores, o bien al
ultimo procesador que de momento esta vacio.

Analicemos la situacién actual, representada en la figura 3.2. Se tienen (m —
k + 1) tareas de factores de utilizacién comprendidos entre cero y «. Se tiene que
(m—k+1) > Bepr, pues en caso contrario se estaria en el caso 1. La utilizacién
total de estas (m — k + 1) tareas es ug1 + A, y por lo tanto es menor o igual que
uk1 + Bepr/(Bepr + 1). El valor de uy; es menor que o, pues u,1 < up < a. Se
dispone de huecos en los primeros (n — 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m—k+1— Brpr) tareas de utilizacién total menor o igual que uy 1, ademés
de un procesador, el ultimo, completamente vacio.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n — 1) procesadores, y el dltimo procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las ultimas (m — k + 1) tareas.

Para realizar la demostracion el conjunto de todas las posibilidades definido por
las restricciones anteriores se reducira, introduciendo una restriccion adicional que
llevara al caso més desfavorable. La restriccion adicional consiste en considerar que
ninguna de las dltimas (m — k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n — 1) primeros
procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede demostrar de
una manera formal. Supéngase que alguna de las (m — k + 1) tareas se asignase a
uno de los (n — 1) primeros procesadores, habria dos posibilidades. En la primera
posibilidad, el nuevo nimero de tareas sin asignar, esto es (m — k), es igual a Sgpp
por lo que las (m—k) tareas caben en el tltimo procesador y finaliza la demostracién.
La segunda posibilidad proporciona el caso méas desfavorable, en el cual (m — k) es
mayor que Sgpr. En este iltimo caso la situacién es andloga a la representada en
la figura 3.2, pero con valores de uy; y A atn mds restringidos, y con k£ una unidad
mayor. Este razonamiento se puede repetir con todas las tareas en {7, ..., 7} que
se asignasen a los (n — 1) primeros procesadores obteniéndose que el conjunto de
tareas cabe en los procesadores, o bien se obtiene un nuevo conjunto {7y,..., 7}
andlogo al de la figura 3.2 en el que ninguna de estas tareas se asigna a alguno de
los (n — 1) primeros procesadores.

La consideracion del caso mas desfavorable descrito por las restriccién anterior
tiene efecto sobre los factores de utilizacion de las tareas {7y, ..., 7, }. Estos facto-
res de utilizaciéon deben ser mayores que ug;. La demostracién es simple, en caso
contrario el algoritmo FF asignaria alguna de estas tareas a alguno de los primeros
(n — 1) procesadores incumpliendo la restriccién del caso peor impuesta.

Para probar que las tltimas (m — k + 1) tareas caben en el ultimo procesador se
debe probar que la utilizacién total de esas tareas es menor o igual que uno, esto es,
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La figura 3.2 muestra que

> =g+ A (3.11)
i=k

Como se comento anteriormente, todos los factores de utilizaciéon en ese sumatorio
son mayores que o iguales a ug 1, y por lo tanto

(m—k+Dugy <ugy+ A

ﬁEDF

_—_ por definicién de A
Bepr + 1

< Uk, +

Despejando uy, ;.

/BEDF
Ug,1 < (ﬁEDF n 1)(m — ]{) (312)

Sustituyendo el valor de uy; dado por la ecuacién (3.12) en la ecuacion (3.11) se
obtiene

- _ BepF
;ul = (Bepr +1)(m — k) e

ﬁEDF ﬁEDF
f. A
= (BEDF + 1)(m — k) T (gEDF + 1) por def. de

(m—k+1)Bepr

(Bepr +1)(m — k)
_1+1/(m—k)
1+ 1/Bepr

Se sabe que k < (m—Bgpr) en el caso 2, y por lo tanto (m—£k) > fepr. Finalmente
se obtiene

Esta ecuacién muestra que las ultimas (m — k + 1) tareas cumplen la condicién de
planificabilidad de EDF, luego caben en el tltimo procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilizaciéon total

UV];]?F_FF(m — 5EDF7771 — 1,@) + A S

BeDF
Uwe " (m = Bepp,n — 1,0) +
o ) Bepr +1
cabe en n procesadores, de tal forma que el limite de utilizacion UEPYFF (m n, «)
debe cumplir
UEPFEE (m n o) > Bepr + UEPYFY (1, — Bppp,n — 1, a) [ |

= Bepr+1
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El limite de utilizacién para planificacién EDF y asignacion de tareas FF se
obtiene a partir de los teoremas 2 y 3, tal como muestra el teorema 4.

Teorema 4 St m > Bgprn se cumple que el limite de utilizacion para EDF-FF es
una funcion unica y exclusivamente de n y Bepr, y viene dado por

+1
[JEDF-FF _ 5EDF7”L 3.13
we (1, BeDF) g (3.13)

Demostracion:
En primer lugar se obtendra una cota inferior del limite de utilizacién para un
conjunto de m tareas sobre un multiprocesador con n procesadores.

El teorema 3 relaciona el limite de utilizacion de conjuntos de m tareas en
multiprocesadores de n procesadores, con el limite de utilizacion de conjuntos de
(m — Brpr) tareas en multiprocesadores de (n — 1) procesadores.

Us  (m,n, o) >
3.14
% +UV]§?F_FF(m_ﬁEDF>n_ 1704) ( )
EDF

Pero el teorema 3 también relaciona el limite de utilizacién de conjuntos de (m —
Bepr) tareas en multiprocesadores de (n — 1) procesadores, con el limite de utiliza-
cién de conjuntos de (m — 20gpr) tareas en multiprocesadores de (n — 2) procesa-
dores.

UVIE(?F_FF<m - 5E'DF7 n — 17 O[) Z

3.15
75 BED:; 1 + U&?F'FF(m — 2Bgpr,n — 2, ) ( )
EDF

Sustituyendo la ecuacién (3.15) en la ecuacién (3.14) se obtiene

Uge """ (mn, ) >

2
ﬁ + UVIE?F_FF(m — 25EDF777' — 2, Oé)

Este procedimiento puede repetirse, hasta finalmente relacionar el limite de utiliza-
cion de conjuntos de m tareas en multiprocesadores de n procesadores, con el limite
de utilizacién de conjuntos de (m — (n — 1)Brpr) tareas en un monoprocesador.
EDF-FF
U, (m,n,a) >

% + UVE:?F—FF(m — (TL — 1)ﬁEDF, 1’ a) (316)

El limite de utilizacién para (m — (n — 1)Bgpr) tareas y un procesador es uno,
independientemente del valor de a.

UsPP ¥ (m — (n — 1)Bppr, 1,a) = 1 (3.17)
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Sustituyendo la ecuacién (3.17) en la ecuacién (3.16) se obtiene una cota inferior del
limite de utilizacién de m tareas en n procesadores.

+1
UEDF-FF (1) 1 q) > Peprn+ 1 3.18
we ) = Ep—— (3.18)
El teorema 2 demostro que
1
UEDF-AA (1 1y @) < Peprn +1 (3.19)
Bepr +1

donde AA es un algoritmo de asignacién cualquiera. Por lo tanto, es aplicable al
algoritmo de asignacién FF. A partir de la ecuacion (3.18) y de la ecuacién (3.19)

se tiene
Beprn + 1

Bepr + 1

Se observa que s6lo depende del nimero de procesadores, n, y del valor de
Bepr, luego finalmente se concluye con el resultado

U ., ) =

EDF-FF
UWC

_ Beprn +1

I _ YIRS, ) —
( ) Bepr +1

El limite de utilizacién empleando planificacién EDF-FF es el més alto posible de
entre todos los algoritmos de asignacién de tareas, pues coincide con la cota superior
proporcionada por el teorema 2.

3.2.3 Limite de utilizacién para EDF-BF

El algoritmo de asignacién Best Fit asigna cada tarea al procesador con menor
capacidad residual, pero suficiente para albergar la tarea. Si dos o mas procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P; ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostracion del limite de utilizaciéon para planificacién EDF-BF es analoga
a la vista en el apartado 3.2.2 para la planificacion EDF-FF.

Teorema 5 Sim > Bgprn se cumple

EDF-BF BEDF
U.,.. (m,n,a) >

= m + UchF_BF(m — Bepr,n — 1, )

Demostracion
Se probara que cualquier conjunto de m tareas {1, ..., 7}, con factores de utiliza-
cion 0 < u; < aparat=1,...,m, y utilizacién total menor o igual que

BEDF EDF-BF
+ Use

m (m_ﬁEDFan_LCY)
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cabe en n procesadores empleando planificaciéon EDF en cada procesador y asigna-
cion de tareas BF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m — Bgpr) tareas tienen utilizacién total menor o igual

que UEPY-BE (1 — Brpp,n — 1, ), esto es

m—BeDpF

Z u; < U™ PY(m — Bppp,n — 1, )
i=1

Las primeras (m — fgpr) tareas caben en los primeros (n — 1) procesadores, pues su
utilizacion total esta por debajo del limite de utilizacion. Por lo tanto, empleando el
algoritmo BF se asignan a los (n— 1) primeros procesadores. Las restantes Sppp ta-
reas caben en el ultimo procesador, pues la definicion de Sgpr implica que al menos
Oepr tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el ultimo
procesador no significa que se asignen al ultimo procesador. De todas formas, el caso
en el cual alguna de estas Sppr se asignase a alguno de los primeros (n — 1) proce-
sadores es mas favorable, pues habria menos tareas que asignar al ultimo procesador.

Caso 2: Las primeras (m — frpr) tareas tienen una utilizacion total mayor que
EDF-BF
Use (m — Bepr,n — 1,a), esto es,

m—BEDF

Z U; > UVE?F_BF(m — 5EDF777/ — 1,0()
=1

En este caso se demostrara que el conjunto de las m tareas aun cabe en n procesa-
dores si su utilizacion total es igual a

UV];]?F_BF(m — 5EDF777/ — 1,0() + A

donde A e R, ¥
A < BEDF

~ Bepr+1

Debe existir una tarea 7, cuyo factor de utilizacién uy, sumado a los previos fac-
tores de utilizacién u;, hace que el limite UEPY-BF (m — 8pp e n—1, a) se supere. Esta
situacién se muestra en la figura 3.3, la cual representa graficamente los factores de
utilizacion de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostracién. El valor del subindice k£ se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condicion:

k—1 k

Zui < UEPFBE(m — Bppr,n —1,a) < Zuz

i=1 i=1

Debe notarse que kK < m — Bgpr, pues de otra forma se estaria en el caso 1.

Se puede demostrar que las primeras (k — 1) tareas caben en los primeros (n—1)
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EDF-BF
Uwc (m—ﬁEDF,n—l,a A
U1
T Thk—1 Tk Tk+1 Tm—ﬂEDF Tm
U1 Uk—1 Uk Uk+1 Um—Bepr Um,
k—1 m
R D Ui
i=1 i=k
m—PBEDF
Us
=1

Figura 3.3: Situacién general en el caso 2 del teorema 5.

procesadores. La utilizacion total de las primeras (k — 1) tareas cumple

k-1

Zui <UL P (m — Bppr,n—1,a)
i=1

Aplicando el lema 3 con (m — Sgpr) > (k — 1) y con RA=BF, se obtiene
UEPYBE(m — Bppp,n —1,0) K UEPFPE (K —1,n —1,0)
y por lo tanto

k-1
Zui < UEPFBE(E —1.n—1,0)
i=1

De esta forma, las primeras (k—1) tareas caben en los (n—1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignacién BF estas primeras (k — 1) tareas
se asignan a los (n — 1) primeros procesadores.

Falta por demostrar que las restantes (m — k + 1) tareas se pueden asignar a
alguno de los huecos que quedan en los primeros (n — 1) procesadores, o bien al
ultimo procesador que de momento estd vacio.

Analicemos la situacién actual, representada en la figura 3.3. Se tienen (m —
k + 1) tareas de factores de utilizacién comprendidos entre cero y «. Se tiene que
(m —k+1) > Bepr, pues en caso contrario se estaria en el caso 1. La utilizacién
total de estas (m — k + 1) tareas es ug1 + A, y por lo tanto es menor o igual que
ur1 + Bepr/(Bepr + 1). El valor de ug es menor que «, pues ux 1 < up < a. Se
dispone de huecos en los primeros (n — 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m —k+1— Bgpr) tareas de utilizacion total menor o igual que uy, 1, ademéds
de un procesador, el ultimo, completamente vacio.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n — 1) procesadores, y el dltimo procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las ultimas (m — k + 1) tareas.

Para realizar la demostracion el conjunto de todas las posibilidades definido
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por las restricciones anteriores se reducira, introduciendo restricciones adicionales
que llevaran al caso mas desfavorable. Estas restricciones adicionales se indican a
continuacién:

e Se tiene un dnico procesador entre los (n — 1) primeros con capacidad residual
uy,1 capaz de albergar hasta (m—k+1—[gpr) tareas. Los demds procesadores
de entre los (n—1) primeros estan completamente llenos, es decir, su capacidad
residual es cero.

e Ninguna de las tltimas (m — k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n — 1)
primeros procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede
demostrar de una manera formal. Supéngase que alguna de las (m — k + 1)
tareas se asignase a uno de los (n — 1) primeros procesadores, habria dos
posibilidades. En la primera posibilidad, el nuevo niimero de tareas sin asignar,
esto es (m—k), es igual a Bgpr por lo que las (m—k) tareas caben en el tiltimo
procesador y finaliza la demostracion. La segunda posibilidad proporciona
el caso mas desfavorable, en el cual (m — k) es mayor que Sgpr. En este
ultimo caso la situacion es analoga a la representada en la figura 3.3, pero
con valores de u;; y A aun més restringidos, y con k una unidad mayor.

Este razonamiento se puede repetir con todas las tareas en {7y, ..., 7} que se
asignasen a los (n — 1) primeros procesadores obteniéndose que el conjunto de
tareas cabe en los procesadores, o bien un nuevo conjunto {7, ..., 7, } andlogo

al de la figura 3.3 en el que ninguna de estas tareas se asigna a alguno de los
(n — 1) primeros procesadores.

La consideracién del caso mas desfavorable descrito por las restricciones ante-

riores tiene efecto sobre los factores de utilizacion de las tareas {74,...,7n}. Se
demostrara que con asignacion BF se cumple en el caso més desfavorable que el
factor de utilizacion de las tareas {7y, ..., Thigzpp—1} € mayor que el valor uy ;.

La demostracion se realizara por reduccion al absurdo. Para ello, sea 7; la primera
tarea en {7y, ..., Tkipppp—1} de factor de utilizacién u; < ug . La unica posibilidad
para que 7; no se asigne a los (n — 1) primeros procesadores, tal como sucede en el
caso peor, es que la capacidad residual del tltimo procesador sea menor que u,; una

vez asignadas a este procesador las tareas {7,...,7_1}. Esto es, debe cumplirse
-1
1= u < gy (3.20)
i=k

Teniendo en cuenta que u; < 'y que [ < (k+ Begpr — 1) se deduce

-1

1= w>1-(—-kla>1-(Bepr—1)a
i=k

Por definicién de Bgpr se tiene Sgpr = |1/a], y por lo tanto Bgpr < 1/a. Susti-
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tuyendo esta relacién en la expresion anterior se tiene

Como uy1 < o resulta que
-1
1-— E Ui > Ug,1
i=k

lo cual contradice la ecuacién (3.20).

Una vez se ha demostrado que el factor de utilizacion de las primeras Sgpr tareas
del subconjunto {7,...,7,} es mayor que uy, la demostraciéon de que las tareas
{7k, ..., Tm} caben en el tltimo procesador es relativamente simple.

Si ug, fuese mayor que 1/(Bgpr + 1), entonces las primeras Sppp tareas de
{Tks - - ., T} acumularian una utilizacién total de valor

k+B8epr—1

BEDF
Z u; > Beprug > E——
P Bepr +

Se deduciria entonces que la utilizacién total de las tareas {Teigupps---sTm} €8
menor que uy 1 por lo que tienen que caber en el tltimo procesador junto con las
tareas {7k, ..., Tktsppp—1}- Ol N0 cupiesen en el ltimo procesador, alguna de estas
tareas se asignaria a los (n — 1) primeros procesadores, lo cual contradice la hipétesis
del caso peor en el que todas las tareas {7y, ..., 7, } se asignan al ultimo procesador.

Por lo tanto en el caso més desfavorable uy; < 1/(8gpr+1). Como la utilizacién
total de las tareas {7x,..., 7} esigual a ug1 + A, y A < Bgpr/(Bepr + 1), resulta
que la utilizacion total de estas tareas es menor o igual que uno. Por lo tanto, las
tareas {7, ..., T} caben en el dltimo procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilizaciéon total

UV];]?F_BF(m — 5EDF777' — 1,0() + A S

BEDF
UV];]DF_BF m — 5EDF777' — 1,0( +-—
¢ ( ) Bepr + 1
cabe en n procesadores, de tal forma que el limite de utilizaciéon UEP¥BY (m n, «)

debe cumplir

UV}E?F_BF(’I’I’L, n, O[) > BEDF

2 Bepp 41 e (= Peorin = 1,0)
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Teorema 6 Sim > Beprn se cumple que el limite de utilizacion para EDF-BF es
una funcion unica y exclusivamente de n y Bepr, y viene dado por

+1
ULPFPE(n, Bepr) = Peprn + 1 3.21
( ) Bepr + 1 ( )
Demostracion:
La demostracion es idéntica a la del teorema 4. Es suficiente cambiar las iniciales
FF por las iniciales BF. |

3.2.4 Limite de utilizacién para EDF-WF

El algoritmo de asignacién Worst Fit (WF) asigna cada tarea al procesador con ma-
yor capacidad residual, suficiente para albergar la tarea. Si dos o més procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF|
recorriendo los procesadores en el sentido {P; ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

Para obtener el limite de utilizacion UEPT=WI ge obtendrd en primer lugar una
cota superior de dicho limite de utilizacion.

Esta cota superior se verda que coincide con la cota inferior que proporciona el
teorema 1 para cualquier algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores.
Como el algoritmo de asignacion WF es razonable, resulta que el limite de utilizacién
asociado al mismo coincide con la cota inferior dada por el teorema 1, tal como indica
el corolario 1.

Teorema 7 Sim > Brprn se cumple

U™ (m,n,0) <n—(n—1)a

Demostracion:
Se demostrard que existe un conjunto de m tareas {7, ..., 7}, de factores de utili-
zacion menores o iguales que «, y utilizacién total

U=n—(n—1a+e

con € — 07, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignacion de tareas a procesadores.

Se construira este conjunto de m tareas a partir de tres subconjuntos: un primer
subconjunto de (m — Brprn — 1) tareas, un segundo subconjunto de Bgppn tareas,
y un tercer subconjunto formado por una tnica tarea.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilizacion de

valor
€

U; =

Conizl,...,(m—ﬁEDFn—l).
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Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién

de valor
l—«a €

B ﬁEDF QﬁEDFTL

coni = (m— Begprn),...,(m—1).
La tarea del tercer subconjunto tiene un factor de utilizacion de valor

Uy

Uy =

Se puede comprobar que la utilizacion total obtenida a partir de los tres subcon-
juntos anteriores es
U=n—(n—1a+e

A continuacion se comprobard que el conjunto de tareas propuesto, obtenido a
partir de la union de los subconjuntos anteriores, es valido. Esto es, se comprobara
que

O<u; < a

parat=1,...,m.

Teniendo en cuenta que 0 < a < 1, m > Bgprn, v Pepr > 1 resulta que
los factores de utilizacién de todas las tareas son mayores que cero. El factor de
utilizacion de las tareas del primer y tercer subconjunto son obviamente menores o
iguales que « eligiendo un € positivo suficientemente pequeno. Para demostrar la
validez del conjunto de tareas resta por demostrar que el factor de utilizacion de las
tareas del segundo subconjunto es menor o igual que «.

El lema 2 proporcionaba la siguiente expresion que permitia calcular el valor de
Bepr a partir del valor de «

Bepr = [1/a]
Por lo tanto se cumple
1 11—«
Bepr > — —1=
« Q@
y
1—«a <
Q@
BEDF

Entre dos ntimeros reales siempre es posible encontrar otro niimero real, por lo tanto
existe un € positivo suficientemente pequeno tal que
1 -« €

+ <o
ﬁEDF 2ﬁEDFn

lo cual demuestra que el factor de utilizacion de las tareas del segundo subconjunto
también es menor o igual que a.

Una vez demostrado que el conjunto de tareas propuesto es vélido, se demostrara
que no cabe en n procesadores empleando la asignaciéon de tareas WF, y empleando
planificacion EDF en cada procesador.

Empleando el algoritmo de asignacion WF| las tareas del primer subconjunto se
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reparten de equitativamente entre los n procesadores. Equitativamente dentro de lo
posible, pues el niumero de tareas de este subconjunto no tiene por que se un multiplo
de n. Estas tareas no tienen ninguna influencia sobre el resto de la demostracion, por
lo que pueden ignorarse. Las tareas de este subconjunto son necesarias iinicamente
dentro de la demostracién para cumplir la restriccion de que el conjunto de tareas
esté formado por m tareas.

Aplicando el algoritmo WF| las tareas del segundo subconjunto se asignan de tal
forma que cada procesador del multiprocesador recibe Sgpr tareas. Por lo tanto, la
utilizacion total de cualquier procesador P; es

€

U —1—
J a+2n

La tarea del tercer subconjunto tiene un factor de utilizaciéon de valor «, la cual no
puede ser asignada a ninguno de los procesadores pues entonces la utilizacién total
del procesador P; al cual se asignase pasaria a ser

Uj=1+ i > 1
Es decir, se ha encontrado un conjunto de m tareas valido de utilizacion total
U=n—(n—-1a+e
con € — 0, el cual no cabe en n procesadores empleando asignacion de tareas WFE y

planificacion EDF en cada procesador. Como consecuencia, se cumple:

UffFﬁWF(m,n,a) <n-—(n—-1)a

Corolario 1 Si m > Bgprn se cumple que el limite de utilizacion para EDF-WF
es una funcion unica y exclusivamente de n y o, y viene dado por

UEPE=WE@ o) =n— (n— 1)« (3.22)

Demostracion

A partir del teorema 7 se tiene
UEPE=WE(m n.a) <n—(n—1)a

Por otra parte, como WF es un algoritmo razonable de asignaciéon de tareas, apli-

cando el teorema 1 se deduce

UEPE=WE(m n.a) >n— (n—1)a

y por lo tanto

UchF*WF(m,n,Oz) =n—(n—-1)a

EDF-WF
Use

Se observa que solo depende del niimero de procesadores, n, y del parametro
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«, luego finalmente se concluye con el resultado

UEPFN — UEPFYY (0,0) =~ (D

El limite de utilizacién empleando planificacién EDF-WF es el mas bajo posible
de entre todos los algoritmos razonables de asignacién de tareas, pues coincide con
la cota inferior proporcionada por el teorema 1.

3.2.5 Limite de utilizacién para EDF-RF

El algoritmo de asignaciéon Random Fit (RF) asigna de forma aleatoria cada tarea
entre todos los procesadores con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Este algoritmo es el peor de los algoritmos de asignacién razonables en términos de
limite utilizacién. La explicacion es simple, la asignacion de tareas a procesadores
realizada por cualquier algoritmo razonable de asignaciéon podria ser el resultado
también de la asignacién de tareas empleando el algoritmo RF. La probabilidad de
que RF realice la misma asignacién puede ser mayor o menor, pero en cualquier caso
esa posibilidad siempre existe y debe ser tenida en cuenta.

A continuacion, el teorema 8 proporciona el limite de utilizacion empleando
planificacion EDF-RF.

Teorema 8 Si m > Bpprn se cumple que el limite de utilizacion para EDF-RF es
una funcion unica y exclusivamente de n y «, y viene dada por

UEPF-EE(n 0) =n — (n — 1a (3.23)

Demostracion

En el apartado 3.2.4 se obtuvo el limite de utilizacion empleando el algoritmo razona-
ble de asignacion de tareas WF. Como el limite de utilizacion empleando asignacién
RF no puede ser mayor que el limite de utilizaciéon empleando asignaciéon WF resulta

e

m,n,a) < UEPFWE —pn (n —1)a (3.24)

Sin embargo, a partir del teorema 1 se sabe que el limite de utilizaciéon asociado a
todos los algoritmos razonables de asignacion de tareas debe ser mayor o igual que

n—(n-1)a

Como RF es un algoritmo razonable de asignacién de tareas, a partir del resultado
anterior se tiene
UEPF=EE (1 n o) >n — (n— 1)« (3.25)

A partir de las ecuaciones (3.24) y (3.25) se deduce

Uff)F’RF(m, n,a)=n—(n—1a
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Se observa que solo depende del niimero de procesadores, n, y del valor de
«, luego finalmente se concluye con el resultado

EDF-RF
Uwc

Uge " ™ = U™ ™ (n,0) =n — (n— 1o

El algoritmo de asignacién RF puede emplearse para obtener los limites de uti-
lizacién en el caso de la creacion y destruccion dinamica de tareas que ocurre en los
cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

3.2.6 Limite de utilizacién para EDF-OPT

El algoritmo de asignacion de tareas a procesadores denominado Optimal (OPT)
es el algoritmo 6ptimo de asignacion de tareas a procesadores. La obtencion de la
asignacién optima de tareas es analoga al problema denominado bin-packing. Este
problema pertenece a la clase de problemas NP-hard en el sentido estricto, por lo
que no puede resolverse en general en tiempo pseudopolinomial. Aunque la bus-
queda de la asignacién Optima de tareas a procesadores no resulta practica, sirve
como referencia para conocer lo lejos que esta un algoritmo heuristico de asignacién
del algoritmo optimo de asignacién. Por ejemplo, si los resultados obtenidos para
un determinado algoritmo de asignacion son cercanos a los obtenidos por el algorit-
mo 6ptimo, entonces no merece la pena la bisqueda de algoritmos heuristicos mas
complejos pues la mejora que puede obtenerse es pequena.

Una descripcién mas detallada del algoritmo de asignacién OPT puede encon-
trarse en el capitulo 2.

El algoritmo de asignacién OPT asigna de forma factible todos los conjuntos de
tareas que pueden asignarse con otros algoritmos. Por lo tanto se deduce que el
limite de utilizaciéon para EDF-OPT es mayor o igual que el limite de utilizacién
empleando otros algoritmos de asignacién y planificacion EDF en cada procesador.
En particular, el algoritmo FF proporciona el maximo limite de utilizacion de entre
todos los algoritmos razonables de asignacién. Como el algoritmo OPT es también
razonable, resulta que el limite de utilizacién asociado al mismo debe coincidir con
el limite de utilizacién asociado al algoritmo FF. Es decir,

~ Beprn+1

EDF—-OPT EDF—-OPT
Uwc = Uwc ('I’L, ﬁEDF) —
Bepr +1

(3.26)

Esto no significa que los algoritmos FF y OPT sean capaces de asignar los mismos
conjuntos de tareas, sino que comparten el caso peor. En realidad, hay conjuntos
de tareas que pueden ser asignados empleando el algoritmo OPT pero no el FF. El
resultado inverso no es cierto por definicion del algoritmo 6ptimo de asignacion. Por
ejemplo, considérese el conjunto formado por cuatro tareas {7, 7o, 73, 74}, de facto-
res de utilizacién {0'35,0'35,0'6,0'6}. Este conjunto no puede asignarse de forma
factible a dos procesadores empleando el algoritmo FF. Sin embargo el algoritmo
OPT puede asignarlos de forma factible, asignando a cada procesador una tarea de
factor de utilizacién 0’35 y otra de factor de utilizacién 0’6.
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3.2.7 Limites de utilizacion empleando ordenacion

Los algoritmos de asignacién FF, BF, WF y RF no son més que distintas formas de
elegir un procesador de entre todos los procesadores en los que cabe la tarea. Estos
algoritmos no suponen una determinada ordenacion de las tareas antes de hacer la
asignacion. Las tareas vienen definidas inicamente por sus factores de utilizacion,
por lo que la ordenacion de tareas consiste en la ordenacién basada en factores de
utilizacion. Se consideran dos tipos de ordenacién:

e Factores de utilizacién crecientes. Este tipo de ordenacién se denota por I
(Increasing). Después de realizar la ordenacién los factores de utilizacién de
las tareas cumplen la propiedad:

u1§u2§"'§um71§um
donde 7y es la primera tarea que se asigna, y 7, la dltima.

e Factores de utilizacion decrecientes. Este tipo de ordenacion se denota por D
(Decreasing). Después de realizar la ordenacion los factores de utilizacion de
las tareas cumplen la propiedad:

Up 2 Ug 2> - 2 Uyl = Uy
donde 7y es la primera tarea que se asigna, y 7, la iltima.

Intuitivamente, para llenar un recipiente con objetos es preferible al principio
situar en el mismo los objetos mas grandes, y finalmente los mas pequenos. Llevado
esto a los algoritmos de asignacién de tareas hace pensar que lo mejor es ordenar
las tareas en sentido de factores de utilizacién decrecientes antes de realizar la asig-
nacion. Sin embargo la intuicién a veces “nos engana” por lo que debe comprobarse
este punto.

Si so se considera ningtn tipo de ordenacion los algoritmos de asignacion conser-
van los nombres anteriores, esto es, FF, BF, WF y RF. No obstante si llevan a cabo
un determinado tipo de ordenacién antes de hacer la asignacién llevan una letra
adicional que hace referencia a la misma. Para ordenacién en sentido de factores de
utilizacion crecientes se tienen los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Para ordenacion
en sentido decreciente de factores de utilizacion se tienen los algoritmos FFD, BFD,
WEFD y RFD.

En general, la ordenacion de tareas tiene efecto sobre los limites de utilizacién,
tal como se muestra en este apartado y en el apartado 3.4. Sin embargo hay un
precio a pagar. En primer lugar, el algoritmo de ordenacién tiene una complejidad
O(mlogm), donde m es el nimero de tareas. Este algoritmo tiene en general un
coste computacional no despreciable, aunque asumible en muchos casos. En segundo
lugar, el proceso de ordenacién es incompatible con una asignacion en linea de tareas
a procesadores. En la asignacion en linea no se conoce a priori el conjunto completo
de tareas a asignar, por lo que cada vez que llega una nueva tarea, el proceso de
ordenacion puede dar lugar a que una tarea previamente asignada a un procesador



64 Limites de utilizacién empleando planificacién EDF

deba reasignarse a otro procesador. Esto va en contra de la filosofia de la planifi-
cacion multiprocesador con particionado, donde se trata de evitar la migracion de
tareas entre procesadores. La asignacion en linea de tareas plantea ademas otros
problemas que se tratan en el apartado 6.5.

A continuacién se muestra el efecto de la ordenacién de tareas sobre los limites
de utilizacion. Para ello se analizan de forma sucesiva los algoritmos derivados del
FF, los derivados del BF, los derivados del WF, y finalmente los derivados del RF.

Deliveradamente se ha excluido el analisis de los algoritmos derivados del OPT.
La razon es simple, el algoritmo OPT es 6ptimo sean cuales sean los factores de
utilizacion de la tareas, e independientemente de si estan ordenados o no.

Algoritmos de asignacién FFD y FFI

Si el limite de utilizaciéon asociado a un planificador monoprocesador dado y a un
algoritmo de asignacion dado existe, este se puede obtener restandole un valor ar-
bitrariamente pequeno a la minima utilizacion total evaluada entre los conjuntos de
tareas que no son planificables.

La idea es clara. Todos los conjuntos de tareas de utilizacion total por debajo
del minimo son planificables. Ademas, siempre es posible encontrar un conjunto de
tareas de utilizacion total mayor que el minimo que no es planificable.

Si de alguna manera se restringen los conjuntos de tareas sobre los cuales se
evalia el minimo, este minimo aumenta, o al menos no decrece.

Todo proceso de ordenacion de las tareas restringe los conjuntos posibles que
se pueden asignar con respecto al caso general en que no se realiza la ordenacion.
Cuando no se realiza la ordenacién el minimo anterior se evaltia sobre los mismos
conjuntos de tareas que en el caso de existir ordenacion, e incluso otros.

La planificaciéon EDF-FF proporciona el limite de utilizacién més alto posible, tal
como se deduce de los teoremas 2 y 4. Como por otra parte el limite de utilizacién
para EDF-FFD no puede ser menor al restringirse los conjuntos de tareas posibles,

el limite de utilizacién para EDF-FFD coincide con el limite de utilizacién para
EDF-FF. Esto es,

Beprn + 1

[/EDF~FFD _ [7EDF-FFD(
Bepr + 1

(3.27)

n, ﬁEDF) =

El razonamiento empleado para obtener el limite de utilizacién para planificacién
EDF-FFD podria emplearse para planificaciéon EDF-FFI, obteniéndose el mismo
resultado.

1
UEDF-FFI _ (JEDF=FFI(p 3.y — Peprn+1 (3.28)

Bepr + 1

Algoritmos de asignacién BFD y BFI

El limite de utilizacion para EDF-BF coincide con el limite de utilizaciéon para EDF-
FF tal como muestran los teoremas 4 y 6. Por lo tanto, aplicando razonamientos
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andlogos a los utilizados en el apartado anterior para planificaciéon EDF-FFD y
EDF-FFI se deduce

Beprn + 1

UEDF—BFD — UEDF—BFD n, — 329
we wce ( ﬁEDF) BEDF T 1 ( )

’ 5} +1
UEPF=BET = UEPF=BEI (o) = 2P (3.30)

Bepr +1

Algoritmos de asignacion WFD y WFI

En primer lugar se obtiene el limite de utilizacién para EDF-WFI, y se dedicard el
resto de este apartado a la obtencién del limite de utilizacién para EDF-WFD.

En el teorema 7 se demostré que
UEPE-WE(p o) <n—(n—1)a

para lo cual se emple6 un conjunto de tareas dividido en tres subconjuntos. Un
primer subconjunto formado por (m — Bgprn — 1) tareas de factor de utilizacién

€

U; =

parai=1,...,(m — Bgprn — 1).
Un segundo subconjunto de Sgppn tareas de factor de utilizacion
11—« €

= +
5EDF QﬁEDFn

Uy

con i = (m — Brprn),...,(m —1), y un tercer subconjunto formado por una tinica
tarea de factor de utilizacion
U = Q

La utilizacion total obtenida a partir de los tres subconjuntos anteriores es
U=n—(n—1a+e

Como se puede observar, los factores de utilizacién de las tareas del conjunto com-
pleto estan ordenadas en sentido creciente de utilizaciones cuando ¢ — 0. Este
conjunto de tareas no cabia en n procesadores empleando la asignacion de tareas
WFEF. Por lo tanto se deduce
Ug "W (m,n,a) <n— (n = 1)a

Obsérverse como la expresion del limite de utilizaciéon para EDF-WFI depende en
principio de m, n, y a. A lo sumo depende de los tres parametros, de ahi que a
priori no se descarte ningin parametro.

El teorema 1 demostraba que el limite de utilizacién empleando planificacién



66 Limites de utilizacién empleando planificacién EDF

EDF y un algoritmo de asignacién razonable arbitrario RA verificaba

U™~ (m,n,0) > n— (n = 1)a

WFT es un algoritmo razonable de asignacion, y por lo tanto

Uyt (myn,a) > n— (n = 1a

De tal forma que finalmente se concluye con el resultado
UEDF=WEL _ pEDE=WEL( n) =pn — (n — 1)« (3.31)

donde se observa que el limite de utilizacion para EDF-WFI depende tinicamente
del nimero de procesadores y del maximo factor de utilizacién alcanzable.

Una vez calculado el limite de utilizaciéon para EDF-WFT se calculara a conti-
nuacién el limite de utilizacién para EDF-WFD. Sin embargo el proceso es algo mas
complejo.

En primer lugar se obtendra una cota inferior del limite de utilizacién aplicable
a todos los algoritmos razonables de asignacién que emplean ordenacién de factores
de utilizacién en sentido decreciente.

Teorema 9 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res que no realiza internamente ninguna ordenacion de los factores de utilizacion.
Sea RAD el algoritmo de asignacion de tareas a procesadores obtenido ordenando
previamente las tareas en sentido decreciente de factores de utilizacion y aplicando
posteriormente el algoritmo de asignacion RA. St m > Bgprn se cumple

[JEDF=RAD -, Beprn + 1 (3.32)
e ~ Bepr+1

Demostracion:
Para n = 1 se cumple de forma trivial el resultado anterior pues la ecuacién (3.32)
proporciona un limite de utilizaciéon de valor uno, el cual se corresponde con el
limite de utilizacién para el caso monoprocesador. Durante la parte restante de la
demostracion se supone que n > 2.

Sea 7 la primera tarea del conjunto de m tareas {7,...,7,,} que no cabe en el
multiprocesador. Como el algoritmo de asignacién RA es razonable se cumple

Uj > 1 — uy (333)

para j = 1,...,m. Donde U; es la utilizacién total de las tareas previamente asig-
nadas al procesador P;, y uy es el factor de utilizacién de la tarea 7.
La utilizacién total de las k primeras tareas del conjunto se puede obtener como

> ui= Uj+u (3.34)

i=1 j=1
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A partir de la ecuacién (3.33) se deduce

ZUj > 2(1 — ) = n(1 — uy)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (3.34) resulta

Zui >n(l—ug) +up=n—(n—1uyg (3.35)

=1

Al estar las tareas ordenadas en sentido de factores de utilizacién decrecientes resulta
que el factor de utilizacion de la tarea 7, es menor o igual que el factor de utilizacion
de las tareas {71,...,7x_1}. Por lo tanto se cumple:

k
< D i Ui

Uk > k‘

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (3.35) se obtiene

k k
Zui>n—(n—1)¥
i=1

Despejando Z _, u; en la ecuacion anterior resulta

Zul k+n—1

Al ser 7, una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilizacion total del
conjunto de tareas denotada por U verifica

m k
kn
z’:1uz_i:1ul>7€+n—1 <336)

A continuacién se calcularé el valor minimo que puede tomar la expresion

kn

flk,n) = kE+n—1

(3.37)
cuando k varia dentro de su rango permitido. Si k fuese menor o igual que Bgppn,
entonces las k£ primeras tareas cabrian en los procesadores, lo que contradeciria la
hipdtesis de que la tarea 7, no cabe en el multiprocesador. Por lo tanto, & > Bgprn.

Se tiene que k < m. Por lo tanto k£ puede tomar cualquier valor entero dentro
del rango [Bgprn + 1,m]. Calculando la derivada primera con respecto a k de la
funcién f(k,n) se tiene

Of(k,n)  n(n—1)
ok (k+n—1)2
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Esta derivada es positiva para n > 2, lo que se corresponde con una de las hipétesis
(recuérdese que para n = 1 el teorema se demostraba de forma trivial). Por lo tanto
la funcién f(k,n) es mondtona creciente en la variable k. El valor més pequenio que
puede tomar esta funcién compatible con la restriccion k € [Bgprn—+1,m] se obtiene
para k = (Bgprn+1). Sustituyendo k por el valor (Bgprn+1) en la ecuacién (3.36)

se obtiene
Beprn + 1

Bepr +1
Por lo tanto, una condicion necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no

cabe en n procesadores empleando el algoritmo de asignacion RAD y planificacién
EDF es que su utilizacion U cumpla

U >

Beprn + 1

U >
Bepr + 1

de donde se deduce que todo conjunto de utilizacién U tal que

< Beprn + 1

U
= Bepr+1

cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposiciéon con respecto al
algoritmo de asignacion de tareas a procesadores RAD, salvo que RA sea razonable,
no realice internamente ordenacion de tareas, y se realice la asignacion RA justo des-
pués de la ordenacion de las tareas en sentido de factores de utilizacién decrecientes.
Por consiguiente se cumple

UchF_RAD > BEDFTL +1
Bepr +1

La restriccién de que el algoritmo RA no realice ninguna ordenacién interna
de tareas trata de evitar la siguiente situacién. Antes de realizar la asignacién
RA, el algoritmo de asignacién RA internamente realiza una ordenacion diferente
a la ordenacion en sentido de utilizaciones decrecientes, lo que anula la ordenacion
externa, previa al algoritmo RA.

Aplicando el teorema 2 al algoritmo de asignacién RAD se tiene

UEDF*RAD<m n a) < M
e 0T Pepr+1

A partir de este resultado y del teorema 9 se obtiene

Beprn + 1

EDF—RAD __ EDF—RAD
Uwc - Uwc
Bepr +1

(3.38)

(”a ﬁEDF) =

Lo cual demuestra que el limite de utilizacién es el mismo para todos los algo-
ritmos de asignacién obtenidos a partir de un algoritmo de asignacién razonable sin
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ordenacion interna, anadiendo un paso previo de ordenacion de tareas en sentido
de factores de utilizacion decrecientes. Este limite de utilizacion comun viene dado
por la ecuacién (3.38). Debe notarse ademés que este limite de utilizaciéon depende
unicamente del nimero de procesadores y del parametro Sgpr.

Como el algoritmo WF es razonable y no realiza internamente ninguna ordena-
cién de tareas, para la planificacion EDF-WFD se tiene

1
UEDF-WFD _ (JEDF-WFD(p, 3.y — Peprn +1 (3.39)
Bepr + 1
Algoritmos de asignacion RFD y RFI
El limite de utilizaciéon para EDF-RFD toma el valor
1
UEDF-RFD _ [JEDF-RFD(p g — Peprn +1 (3.40)
Bepr + 1

dado por la ecuacién (3.38), pues el algoritmo RF a partir del cual se obtiene el
algoritmo RFD es razonable y no realiza ninguna ordenacion de tareas internamen-
te. Debe notarse que este limite de utilizacién depende tinicamente del niimero de
procesadores y del parametro Ggpr.

El limite de utilizacién para planificacién EDF-RFI se obtiene teniendo en cuenta
que ha de ser el peor de entre todos los limites de utilizacion asociados a algoritmos
razonables de asignacion con ordenacién previa de tareas en sentido de factores de
utilizacion crecientes. En el apartado 3.2.7 se obtuvo

UchF_WFI(n,a) =n—(n—1a

Por lo tanto empleando el algoritmo de asignacién RFI se tiene

EDF-WFI EDF-WFI
Uwc ( S Uwc (

m,n,q) n,a)=n—(n—1)«

Sin embargo, aplicando el teorema 1 no es posible encontrar ningin algoritmo razo-
nable de asignacion de tareas razonable con un limite de utilizaciéon menor que

n—(n-1)a

Como el algoritmo de asignacién RFI es razonable (por ser RF razonable), se
tiene finalmente

UEPF-REL _ pEDE=REI()h "0) =n — (n — 1)a (3.41)

Debe notarse ademas que este limite de utilizacion depende inicamente del niimero
de procesadores y del maximo factor de utilizacion alcanzable.
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3.3 Analisis de los resultados teoricos

En este apartado se analizan los resultados tedricos obtenidos en el apartado 3.2
bajo la hipotesis m > Ggprn. Estos resultados son los siguientes:

e El limite de utilizacién UEPF~R4 asociado a la planificacién EDF y a una
asignacion de tareas razonable cualquiera RA, se encuentra dentro del rango

EpF—RA _ PEDFN +1
Uwc <

= Bppr + 1 = HEDF(na BEDF)

Lepr(n,a)=n—(n—1)a <

donde
Bepr = U/OZJ

a es el maximo factor de utilizacion alcanzable, y n es el niimero de procesa-

dores que constituyen el multiprocesador.

e El limite de utilizacién UEPF-FAD " a50ciado a la planificacién EDF y a una
asignacion de tareas RAD, toma el valor

Beprn + 1
— Hepr(n, _ CBprEn T2
epr(n, BeDF) fEp—

EDF—RAD
U’LUC

donde RAD representa un algoritmo de asignacién de tareas obtenido median-

te ordenacién previa de los factores de utilizacién en sentido decreciente, y

posterior asignacién empleando un algoritmo razonable cualquiera RA que no

realice internamente ningin tipo de ordenacion de tareas.

e El limite de utilizacion asociado a la planificaciéon EDF| y a las asignaciones
de tareas FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT toma el valor

Beprn + 1
HEDF(na BEDF) = %

e El limite de utilizacion asociado a la planificacion EDF, y a las asignaciones
de tareas WF, WFI, RF, y RFI toma el valor

Lepr(n,a) =n—(n—1)a
Se puede ver que todos los resultados tedricos giran alrededor de dos expresiones

matematicas
Lepr(n,a) =n—(n— 1)«

Beprn + 1
HEDF(”a 5EDF) = %

que se analizaran en los dos apartados siguientes.
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Figura 3.4: Representacién del limite Lgpp(n, a).

3.3.1 Andlisis del limite Lppp(n,a)

En este apartado se analiza la funcién Lgpr(n, «) que se corresponde con el limite
de utilizacion empleando planificacién EDF y asignacion de tareas WF, WFIL, RF y
RFI. Ademés también coincide con el limite de utilizaciéon mas bajo de entre todos
los algoritmos de asignacion razonables bajo planificacion EDF.

La figura 3.4 representa la funciéon Lgpr(n,«). La representacién es continua
a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de mejorar la visualizacién.
Ademés la representacion ha sido normalizada dividiendo Lgpr(n, ) por el nimero
de procesadores, mostrando asi la utilizacién total promedio de los procesadores.

Cada vez que se anade un procesador mas al sistema el valor de Lgpr(n,a) se
incrementa en la cantidad (1 — «). Por lo tanto, dependiendo del valor de « este
incremento varia en gran medida. Por ejemplo, en el caso més general se tiene a = 1,
lo que trae consigo un incremento nulo de Lgpr(n, ), se sumen los procesadores que
se sumen. En este caso el limite de utilizacién coincide con el del monoprocesador
y es por tanto igual a uno.

Esta desafortunada situacién puede ilustrarse con un ejemplo. Considérese una
asignacion de tareas WF, para la cual se tiene un limite de utilizaciéon empleando
planificacién EDF igual a Lgpr(n,a). Considérese un conjunto de 20 tareas, de
las cuales las 19 primeras tienen un factor de utilizaciéon 0'000001, y la iltima un
factor de utilizacién 1'0. Este conjunto de tareas no cabe en ningin multiprocesador
verificando m > f(n, es decir, n < 20. La utilizacién de este conjunto de tareas es
aproximadamente 1’0, y sin embargo no cabe en 19 procesadores.

Si bien para o = 1 se tiene una situaciéon muy desafortunada, para o — 0 se tiene
el mejor caso posible. Cualquier procesador que se anada al sistema incrementa el
valor de Lgpr(n, ) en uno. La explicacién es clara, cuando los factores de utilizacién
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son muy pequenos se pueden llenar los procesadores casi hasta su capacidad. En este
caso un multiprocesador de n procesadores se comporta como un monoprocesador
n veces mas rapido.

La funcién Lgpr(n, «) proporciona el limite de utilizacién empleando asignacién
WF, WFI, RF y RFI. Sin embargo, hay casos practicos en los cuales se estd interesa-
do en el nimero minimo de procesadores nZPF que aseguran la planificabilidad de un
conjunto de m tareas de utilizacién total U y maximo factor de utilizacién alcanza-
ble .. En el caso de los algoritmos de asignacion cuyo limite de utilizacion asociado
viene dado por Lgpr(n,a), el nimero minimo de procesadores se representa por

EDF—L

N y se obtiene tal como se explica a continuacién.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificacion EDF. La primera de ellas proviene de la definiciéon de Sgpp
dada en el apartado 3.2 (véase la figura 3.1)

EDF—L
m < BEprNy,

Despejando nZPF~L y eligiendo el minimo valor se obtiene
nEDF-L _ [ o W (3.42)
BepF

La segunda condicién de planificabilidad se deduce del empleo del limite de utiliza-
cién

U< Lepr(nge ") = nge " = (e = a

Despejando nZPF=L y eligiendo el minimo valor se obtiene
U—-a«a
EDF-L
n = 3.43
cor | 022 (3.43)

La ecuacién (3.43) no es valida para U < a. Sin embargo, en este caso un unico
procesador es suficiente para planificar de forma factible el conjunto de tareas. Te-
niendo en cuenta esta observacion, la ecuacién (3.42) y la ecuacion (3.43) se obtiene

ort 1 silU <1

<m’U’a>={mm{[mwuw} sv>1 O

BEDF l-a

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilizacion total 15,
y factores de utilizacién menores o iguales que 0’25 (es decir Sgppr = 4) empleando
asignacion de tareas WF, WFI, RF o RFI y planificacion EDF se necesitan 20
procesadores

100 15 —025
EDF—L .
repr o 1502 =i { |2 [ 27557 | -0



3.3 Analisis de los resultados tedricos 73
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Figura 3.5: Representacién del limite Hgpr(n, Bepr).

3.3.2 Andlisis del limite Hgpr(n, Bepr)

En este apartado se analiza la funcién Hgpr(n, Bppr) que se corresponde con el
limite de utilizaciéon empleando planificacién EDF y asignacion de tareas FF, FFD,
FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT. Adema&s también coincide con el limite
de utilizacién mas alto de entre todos los algoritmos de asignacion razonables bajo
planificacion EDF.

La figura 3.5 representa la funcion Hgpr(n, Bgpr). La representacién es con-
tinua a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de mejorar la visuali-
zacién. Ademds la representaciéon ha sido normalizada dividiendo Hgpr(n, Sepr)
por el nimero de procesadores, mostrando asi la utilizacién total promedio de los
procesadores.

Cada vez que se anade un procesador més al sistema el valor de Hgpr(n, Bepr)
se incrementa en la cantidad Sgpr/(Bepr + 1). Por lo tanto, dependiendo del valor
de Bgpr este incremento varfa en gran medida. Por ejemplo, en el caso mas general
se tiene fppr = 1, lo que trae consigo un incremento de 0’5 por procesador.

Para Bppr — 00 se tiene el mejor caso posible. Cualquier procesador que se ana-
da al sistema incrementa el valor de Hgpr(n, Bepr) en uno. La explicacion es clara,
en este caso a — 0. Cuando los factores de utilizacién son muy pequenos se pueden
llenar los procesadores casi hasta su capacidad. En este caso un multiprocesador de
n procesadores se comporta como un monoprocesador n veces mas rapido.

La funcién Hgpr(n, Bepr) proporciona el limite de utilizacién empleando asig-
nacién FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT. Sin embargo, hay casos
précticos en los cuales se esta interesado en el niimero minimo de procesadores nZPF

wce
que aseguran la planificabilidad de un conjunto de m tareas de utilizacién total U.
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En el caso de los algoritmos de asignacion cuyo limite de utilizacion asociado vie-
ne dado por Hgpr(n, Bepr), €l nimero minimo de procesadores se representa por
nEDE=H v g6 obtiene tal como se explica a continuacién.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificacion EDF. La primera de ellas proviene de la definicién de Sgpp
dada en el apartado 3.2 (véase la figura 3.1)

EDF—H
m < Beprny,

Despejando nEZPF=H y eligiendo el minimo valor se obtiene
nEDPH [—m w (3.45)
BEDF

La segunda condicion de planificabilidad se deduce del empleo del limite de utiliza-
cion
_ BeprnlPrT 41

U < Hppr(nZP" 1 Bppr) =
( ) Bepr +1

Despejando nZPF=H y eligiendo el minimo valor se obtiene
nEDFH _ [(5EDF5+ HU - 1-‘ (3.46)
EDF

La ecuacién (3.46) no es valida para U < 1/(Bgpr + 1). Sin embargo, en este caso
un unico procesador es suficiente para planificar de forma factible el conjunto de
tareas. Teniendo en cuenta esta observacion, la ecuacién (3.45) y la ecuacién (3.46)
se obtiene

siU<1

—‘ } en otro caso

EDF—H

nEPE (m U, Bppr) = {xlnmﬂ m W | [(6EDF+1)U—1 (3.47)

BEDF BEDF

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilizacion total
15, y factores de utilizaciéon menores o iguales que 0’25 (es decir fgpr = 4) em-

pleando asignacion de tareas FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD o OPT, y
planificacion EDF se necesitan 19 procesadores

1 4+1)15—1
nEPF=H (100,15, 0'25) = min { [%W , [%W } _ 19

Un procesador menos que el necesario empleando asignacion WF, WFI, RF o
RFT y planificaciéon EDF| tal como se obtuvo al final del apartado 3.3.1.

Llegados a este punto resulta interesante comparar el limite Lppr(n,a) con el
limite Hgpr(n, Bepr). En primer lugar se sabe que

Lepr(n,a) < Hgpr(n, Bepr)
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Figura 3.6: Representacién de la diferencia Hgpr(n, Bepr) — Lepr(n,a) para el
caso n = 2.

pues Lgpr(n,a) es el minimo de los limites de utilizacién evaluado entre todos los
algoritmos de asignacién razonables, y Hgpr(n, Bepr) es el méximo de los limites
de utilizacién evaluado entre todos los algoritmos de asignacion.

La diferencia entre ambos limites es una funcién de a y n, pues Bgpr = |1/a].
|[Lln+1

1T+1 —n+(n—-1a (3.48)

HEDF(n7 5EDF) - LEDF(”; Oé) =

La méaxima diferencia se obtiene para a = 1. En este caso se tiene

n—1
2

HEDF(”a 5EDF) - LEDF(n7 Oé) = (3-49)

A medida que « decrece la diferencia va disminuyendo, aunque no de forma
mondétona. En el limite, cuando o — 0 la diferencia tiende a cero.

La diferencia entre los dos limites no sélo tiende a cero cuando o« — 0. También

tiende a cero cuando
N\t
a— | =
()

donde k es un entero mayor que uno. Esto puede comprobarse en la figura 3.6, la
cual representa la diferencia entre los limites de utilizacién para el caso n = 2.

El hecho de que coincidan las cotas inferior y superior de los limites de utilizacién
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para algoritmos de asignacién razonables cuando

0)

demuestra que el limite de utilizacion asociado a cualquier algoritmo razonable de
asignacién de tareas empleando planificacién EDF verifica

kE—1 1

lim UchFiRA<m7 n, (1/k> + 6) = &

e—0t

(3.50)

donde k£ es un entero mayor que uno.

Por ejemplo, supdéngase que se ha disenado un nuevo algoritmo razonable de
asignacion de tareas a procesadores denominado RA. De antemano se puede afirmar
que el limite de utilizacién asociado al mismo empleando planificacion EDF toma el

valor
[JEDF-RA _ (k—1)n+1
wce k

para a = (1/k) +¢,cone -0y k> 1.

3.4 Obtencion de los limites de utilizacion esta-
disticos

El limite de utilizacién (absoluto) se obtiene para conjuntos de tareas que pueden
ser infrecuentes en la practica. Por ejemplo, considerando sélo el peor caso, los
algoritmos de asignacién FF y OPT (el algoritmo 6ptimo) serian equivalentes bajo
planificacion EDF, pues ambos llevan asociado el mismo limite de utilizaciéon. Sin
embargo, estd claro que el algoritmo OPT es superior al FF en términos de planifi-
cabilidad. Esto indica que el caso peor es més pesimista para asignacion OPT que
para asignacion FF.

Con la intencién de percibir el pesimismo asociado al limite de utilizacién (ab-
soluto) se define el concepto de limite de utilizacién estadistico, denotado por U =
UEPF-AA (1 1, p), tal como sigue.

Definicién 4 Un conjunto de m tareas, de utilizacion total U = UEPFA4(m n,p)

es planificable sobre n procesadores con probabilidad p empleando planificacion EDF-
AA.

Si se generasen aleatoriamente conjuntos de m tareas sin ninguna restriccion
sobre su factor de utilizacién (o = 1), de utilizacién total U = UEPFFF(m n p), el
p% de los conjuntos de tareas serfan planificables sobre n procesadores empleando
planificacién EDF-AA. El (100% — p) restante se corresponderia con conjuntos de
tareas que no caben en los n procesadores.

Para el caso p = 100% se tiene que el limite de utilizacion estadistico y absoluto
coinciden. Es decir,

UEPF=RA(m,n, o = 1) = UEPT = 4(m, n, p = 100%)
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A
% de conjuntos de tareas planificables

100%

] v

UEDFfRA(m’ n,o= 1) U‘aECDF—FxCA(,,n7 ,n7p)

Figura 3.7: Relacién entre los conceptos de limite de utilizacién absoluto y estadistico
para unos valores de m y n fijos, y para una distribucién estadistica dada.

donde RA es un algoritmo de asignacion de tareas razonable cualquiera.

La figura 3.7 muestra de forma intuitiva los conceptos de limite de utilizacién
absoluto y estadistico para unos valores de m y n fijos. En realidad para cada pareja
de valores m y n se obtendria una curva diferente, suponiendo que los parametros
de la distribucion estadistica son fijos.

La distribucion estadistica que se ha elegido para generar los conjuntos de tareas
es la Distribucion Beta (Canavos, 1988). Se trata de una distribucién continua de
probabilidad dada por la funcién de densidad

Plath) ja-1(] —g)p=1 <z <1

flw:a.b) = {f<“>F<b>

0 en otro caso

Esta distribucion tiene dos pardmetros positivos que permiten seleccionar la media
i, v la desviaciéon tipica o de la distribucion.

a : ab

@+td) 7 " (a+b2(a+b+1)

IU/:

Ademas es apropiada para generar los factores de utilizacién de las tareas, pues
sélo genera valores en el intervalo (0,1). El méximo valor de o para un valor dado
de p es opax = /(1 — 1), el cual se obtiene considerando las restricciones de la
distribuciéon Beta. Al variar la desviacion tipica desde cero hasta el méximo, los
factores de utilizacion pasan de ser iguales a ser muy diferentes. Por lo tanto, la
desviacién tipica de la distribucién afecta la planificabilidad del sistema, por lo que
este factor debe ser tenido en cuenta. Por ejemplo, cuando la desviacion tipica toma
un valor cercano a su maximo todos los factores de utilizacion tienden a cero o a
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uno. Por el contrario, cuando la desviacion tipica de la distribucion tiende a cero,
los factores de utilizacién de todas las tareas toman el mismo valor. En este ultimo
caso el limite de utilizacion proporciona una condiciéon de planificabilidad exacta
independiente del algoritmo razonable de asignacion de tareas, tal como demuestra
el teorema 10.

Teorema 10 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea {T1...,Tm} un conjunto de m tareas de idénticos factores de
utilizacion y utilizacion total U.

El conjunto de tareas es planificable empleando planificacion EDF-RA sobre n pro-

cesadores si y solo si
m

U< W (3.51)
Demostracion:
En primer lugar se demostrara que si

U<

%]

entonces el conjunto de m tareas cabe en los n procesadores.
El factor de utilizacion, comin a todas las tareas, verifica

u; <

|
3Z| =
—_

Por lo tanto, al menos (%w de estas tareas caben en cada procesador. En los n

procesadores caben por lo tanto n (%w tareas de factor de utilizacién u;. Como
n {%W > m, resulta que las m tareas caben en los n procesadores.

Finalmente se demostrara que si
m
]
n

no caben las m tareas en los n procesadores. En este caso el factor de utilizacién,
comun a todas las tareas, verifica

U >

U; >

=1

Por lo tanto, en cada procesador caben a lo sumo (%w — 1 tareas, y en los n pro-

cesadores a lo sumo n ({%W — 1). Pero este nimero es menor que m, el nimero de

tareas del conjunto, y por lo tanto el conjunto de tareas no es planificable. |

_m_

La figura 3.8 muestra la representacién grafica de la funcion raT Cabe destacar las
siguientes caracteristicas de la ecuacion (3.51):

e El limite de utilizacion coincide con el ideal para un niimero de tareas multiplo
del nimero de procesadores.
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Figura 3.8: Representacién del limite de utilizacion exacto para el caso de factores
de utilizacién iguales y planificacién EDF-RA.

e Aparecen unos ciclos de amplitud proporcional al nimero de procesadores al
variar el nimero de tareas.

e La amplitud de los ciclos decrece a medida que aumenta el niimero de tareas.

Con la intencion de establecer el pesimismo de los limites de utilizacion absolu-
tos empleando planificacién EDF se van llevar a cabo experimentos de simulacion.
Antes de realizar dichos experimentos es conveniente identificar con claridad que
resultado se pretende obtener y en funcién de que parametros. El resultado que se
desea obtener es el limite de utilizacién estadistico. Una vez elegida la distribucién
Beta para generar los factores de utilizacion de las tareas, el limite de utilizacion
estadistico depende de los siguientes parametros:

e Numero de procesadores n. El nimero de procesadores variara entre 2 y 10
en incrementos de 1. No se considera el caso de un procesador pues en este
caso se sabe directamente que el limite de utilizacién estadistico coincide con
el absoluto y toma el valor uno.

e Numero de tareas m. El nimero de tareas empleado serd m = 2n, m = 3n,
m = 4n y m = 10n, donde n puede tomar los valores especificados anterior-
mente.

e Probabilidad p. Este pardmetro tomara los valores 50%, 75%, 90%, y 99%.
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e Desviacién tipica de la distribucién o. Los valores que se consideran son o =
0001042, 0 = 0'10maz, 0 = 0204z, v asi sucesivamente hasta 0 = 0'90,,4...

e Algoritmo razonable de asignacién de tareas RA. Puede ser cualquiera de los
algoritmos considerados en la tesis, esto es, FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI,
WF, WFD, WFI, RF, RFD y RFI.

Para la obtencion de los limites de utilizacion estadisticos se barre a intervalos
de 0’01 la utilizacion total U dentro del rango [1,09n]. El nimero de conjuntos de
tareas N¢ generados para cada vector (n,m,o,U) es como minimo N, = 1000, para
todos los valores de p, y para todos los algoritmos de asignacion.

El mecanismo de obtencion de los limites estadisticos es el siguiente:

1. Generar N, conjuntos de tareas para cada vector (n,m, o, U) empleando una
distribucién Beta de media U/m y desviacién tipica o.

2. Obtener el porcentaje de conjuntos de tareas planificables empleando la asig-
nacién RA, para cada uno de los valores de U anteriores.

3. El limite de utilizacién estadistico asociado al vector (n,m,p, o, RA,U) se ob-
tiene como el valor de U para el cual el tanto por ciento de tareas planificables
es mayor o igual que p, y ademds para (U 4 0'01) el tanto por ciento de tareas
planificables es menor que p.

Debe observarse que no se establece ninguna restriccion sobre el tamano maximo
de las tareas. Es decir, 0 < u; < 1 para toda tarea 7; de los conjuntos generados.

En el apartado siguiente se muestran los limites de utilizaciéon estadisticos pa-
ra cada uno de los algoritmos de asignacion analizados en la tesis, a excepcion del
algoritmo OPT. La obtencion de los limites de utilizacién estadisticos asociados al
algoritmo OPT requiere un tiempo computacional excesivo. No obstante, en el apar-
tado 3.5 se compara el algoritmo 6ptimo con el mejor de los algoritmos heuristicos
presentados en la tesis, para valores bajos del nimero de tareas y del nimero de
procesadores.

Por una parte, se representan los limites estadisticos para las desviaciones tipicas
o= 0104z, 0 = 0304z, 0 = 050,00, 0 = 07000, V 0 = 0090 0.. Ademds se
representa un limite estadistico independiente de la desviacion tipica que se obtiene
como el minimo de los limites estadisticos evaluado entre 10 las desviaciones tipicas
consideradas entre o = 0'0010 4. ¥ 0 = 0/90,1102-

Por otra parte, se representa ademas el limite de utilizacién absoluto para el ca-
so a = 1. Esto permite comparar los limites de utilizacién absolutos y estadisticos.
Finalmente las figuras muestran la funciéon U = n, la cual representa el comporta-
miento ideal del multiprocesador. Esto es, cuando el multiprocesador se comporta
como un monoprocesador n veces mas rapido.
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Figura 3.9: Limites de utilizacién para planificacion EDF-FF y p = 50%.
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Figura 3.10: Limites de utilizacién para planificacion EDF-FF y p = 75%.
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Figura 3.11: Limites de utilizacién para planificacion EDF-FF y p = 90%.
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Figura 3.18: Limites de utilizacién para planificacion EDF-FFI y p = 75%.
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Figura 3.19: Limites de utilizacién para planificaciéon EDF-FFI y p = 90%.
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Figura 3.31: Limites de utilizacién para planificacion EDF-BFI y p = 90%.
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Figura 3.32: Limites de utilizacién para planificacion EDF-BFI y p = 99%.
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Figura 3.33: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WF y p = 50%.
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Figura 3.34: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WF y p = 75%.
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Figura 3.35: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WF y p = 90%.

U/Umaz =0.1

ideal /

idea 7
— -m=10n //;//
— —-m=4n //;,’
————— m=3n S 2
----- m=2n //;’

g
s
//,
4/
//
7
4
UEPF=WE(n, Bppp = 1)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de procesadores (n)

U/Umaz =0.5
ideal
— -m=10n
— —-m=4n
————— m = 3n
----- m=2n
=
=
A
A
il
ezl
=
UEPF-WF(n Bppr = 1)
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de procesadores (n)

0/0maz = 0.9
ideal
— -m=10n
— —-m=4n
fffff m = 3n
----- m=2n
R e
T
e
=TT
Pk
EDF~WF/(, ai
Uwc (n7ﬁEDF = 1)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de procesadores (n)

“WE(m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

“WE(m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

“WE(m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

10

S 3 0o ©

= Ot

10

S 3 0o ©

= Ot

10

DS N o ©

U/Umaz =0.3
ideal
— -m=10n
— —-m=4n ~
————— m = 3n e /,//.
""" m=2n ~ St
T
Pt
P
P
A5
47
7
7
UEPF-WF(n, Bppr = 1)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de procesadores (n)

U/Umaz =0.7
ideal
— -m=10n
— —-m=4n
————— m = 3n
----- m=2n
. ~/';—*'/>
pregl
==
//
—
UEPF=WE (n, Bppp = 1)
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de procesadores (n)

0.001 < 0/0maz < 0.9

ideal
— -m=10n
— —-m=4n
fffff m = 3n
----- m=2n

S
A
../_/.,_._-_-—
L
UEPTWTE(n, Bppr = 1)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de procesadores (n)



108 Limites de utilizacién empleando planificacién EDF

10 10

0/Omaz = 0.1 0/Omaz = 0.3
9 9
ideal ideal
_ 8 — m=10m T — 8 — -m=10n
% 7 — — -m=/4dn y /yg- % 7 — — -m=4dn
R IR m = 3n " A IR m = 3n
I - 5 - [ - 5 ’
..... = 4" e e e = //{
g\: m n %z P Q': m n j’/
ﬁr P ﬁr — ~-
E° 7 £° e
S 4 2 S 4 et
| g | T
&y 3 sl & 3 ///{./- !
Qe o 2 T
=) 2 // =) ) //{f 7
1 1
UEPF=WF(n, Bppr = 1) UEPF=WF(n, Bppr = 1)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de procesadores (n) Numero de procesadores (n)
10 10
0/Omaz = 0.5 0/Omaz = 0.7
9 9
8 ideal 8 ideal
—_ — -m=10n —_ — -m=10n
N 71— —-m=4dn = 71— — -m=dn
D D
T B m=3n T B m=3n
o 6 e m=2n o 6 e m=2n
o o
£° £°
= 4 o B
g e aaii
3 — 3 = =
39 /,«.4”/ 39 e EE T
D 92 A D 92 =T
1 = 1 .
UEPF=WF(n, Bppr = 1) UEPF=WF(n, Bppr = 1)

2 3 4 5 6 7T 8
Numero de procesadores (n)

2 3 4 5 6 7T 8 9 10
Numero de procesadores (n)

10
0/0maz = 0.9 0.001 < 0/0mas < 0.9
9 9
ideal ideal
= 8 — -m=10n = 8 — -m=10n
N 7l ——-m=dn & 71— — -m=dn
D D _
N m = 3n T R m=3n
o 6 - m=2n o 6 - m=2n
£ 5 =’
& &
> ¢ = 4
5, 3 K
S Qe
S RN S SRR
. P —— - . P —_— -
1 o et 1 P Lo
USPF=WE (n, Bppr = 1) USPF=WE (n, Bppr = 1)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nimero de procesadores (n) Nimero de procesadores (n)

Figura 3.36: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WF y p = 99%.
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Figura 3.37: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WFD y p = 50%.
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Figura 3.38: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WFD y p = 75%.
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Figura 3.39: Limites de utilizacién para planificacion EDF-WFD y p = 90%.
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Figura 3.45: Limites de utilizacién para planificacion EDF-RF y p = 50%.
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Figura 3.46: Limites de utilizacién para planificacion EDF-RF y p = 75%.
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Figura 3.47: Limites de utilizacién para planificacion EDF-RF y p = 90%.

“BE (m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

“BE (m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

R (m,n,p = 90%)

EDF
ac

U,

10

S 3 0o ©

= Ot

10

S 3 0o ©

= Ot

10

DS N o ©

0/0maz = 0.3

ideal
-m = 10n
— —-m=4n

UECDFvRF(nvﬁEDF = 1)

2 3 4 5 6 7 8 9
Numero de procesadores (n)

10

U/Umaz =0.7
ideal
— -m=10n
— —-m=4n -
————— m = 3n ///
----- m = 2n #7

"
UECDFvRF(nvﬁEDF = 1)
2 3 4 5 6 7T 8 9 10
Numero de procesadores (n)
0.001 < 0/ pmas < 0.9
ideal
— -m=10n
— —-m=4n -
fffff m=3n 'y
7
----- m=2n ///’/ Z
e ad
Sl
y’/////
5
'.;;'//./’
B
///
UglE B8 (n, Bepr = 1)
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de procesadores (n)



120 Limites de utilizacién empleando planificacién EDF
10 10
0/Omaz = 0.1 0/Omaz = 0.3
9 b 9
ideal D, ideal
. 8 — -m=10n //.//’ . 8 — -m=10n 7o
X 7l — = -m=dn //,/ S 7l — = -m=dn Iz PSaas:
N m=3n e S I m=3n A
Il Vi Il AN
s 6 oo m = 2n o o 6 e m=2n z77.
) " g S
. P . AS
S 5 4/ E 5 S Lo
o) /{,’ = P
& 4 ~Z 5 4 Al
i /{./' ‘ //4',. 8
q, 3 ,/,« g 5 4/. <
Q /,/ Q P
B, S SMZ &
2 4 2 //'//.“
Z /i
1 1
UEPE=RE(n, Bppr = 1) UEPE=RE(n, Bppr = 1)
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
Numero de procesadores (n) Numero de procesadores (n)
10 10
0/Omaz = 0.5 0/Omaz = 0.7
9 9
ideal ideal
8 — m=10n _ 8 — -m=10m
§ 7 — — -m=dn % § 7 — — -m=dn
G‘T ————— m=3n L2 G‘T ————— m=3n
& 6 e m=2n // & 6 e m=2n o
g 7 g ///’/
- 5 P s 5 s
S gl S L7
= Py = %
s 4 ~ & 4 L
g 5
| P | L
5 g 7z S L
2 z7 Q L
S 1 Qg 5y
Sl e
1 7 1 =
UuErCDFVRF(nvﬂEDF = 1) UuErCDFVRF(nvﬂEDF = 1)
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
Numero de procesadores (n) Numero de procesadores (n)
10 10
0/0maz = 0.9 0.001 < 0/0mas < 0.9
9 9
ideal ideal
. 8 — -m=10n . 8 — -m=10n
%O 7 — —-m=4n %O 7 — —-m=4n
C‘T fffff m=3n C‘T fffff m=3n
Y 61 - m=2n - Y 61 - m=2n -
S 5 - -/"',/ S 5 - -/"',/
= e = e
§ s § i
‘ ,/';’; ! ,/';’;
5,3 o 5, 3 o
SN A AN A
=) 2 L-_'_';/// =) 2 .»-_'_'f///
A ST
1 = 1 =
UsPE R (n, Bepr = 1) UsPERE (n, Bepr = 1)
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de procesadores (n)

Numero de procesadores (n)

Figura 3.48: Limites de utilizacién para planificacion EDF-RF y p = 99%.
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Figura 3.50: Limites de utilizacién para planificacion EDF-RFD y p = 75%.
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3.5 Comparacion de los algoritmos de asignacion
de tareas

A continuacion se muestra la informacién mas relevante obtenida mediante observa-
cion de las graficas obtenidas en el apartado anterior. Esta informacion es ttil para
la comparacion de los diferentes algoritmos de asignacion de tareas.

e El limite de utilizacion estadistico mas elevado se obtiene para los algoritmos
FFD, BFD, WFD y RFD. Por lo tanto, la ordenacién de las tareas en sentido de
factores de utilizacion decrecientes mejora la planificabilidad. Este resultado
se ajusta a la idea intuitiva de que es preferible colocar los “objetos grandes”
antes que los “objetos pequenos”. El inconveniente de la ordenacion de tareas
es que no puede realizarse en linea.

e El limite de utilizacién estadistico es practicamente idéntico para todos los
algoritmos estudiados con ordenacion de tareas en el sentido de factores de
utilizacion decrecientes. La consecuencia de esta observacién es la superioridad
del algoritmo FFD sobre los algoritmos BEFD, WEFD y RFD, pues estos ultimos
llevan asociado en general un coste computacional mayor.

e La ordenacion de tareas en sentido de factores de utilizacion crecientes reduce
el limite de utilizacion estadistico de forma apreciable, en comparacién con la
asignacion de tareas sin ordenacion. Por lo tanto, en este sentido los algoritmos
FF, BF, WF y RF son superiores a los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Como
ademas estos 1ltimos llevan asociado en general un coste computacional mayor,
y no son aplicables en linea, definitivamente son inferiores a sus versiones sin
ordenacion.

e De todos los algoritmos sin ordenacién presentados, los algoritmos FF y BF
poseen el limite de utilizacion mayor, especialmente cuando los factores de
utilizacién de las tareas son bastante diferentes (es decir, para valores elevados
de o). Ademas, los limites de utilizaciéon para FF son un “calco” de los limi-
tes de utilizacion para BF. Teniendo en cuenta el mayor coste computacional
asociado en general a los algoritmos BF, WF y RF, resulta que el algoritmo
FF es superior a todos ellos.

e Se observa que todos los limites de utilizacién estadisticos se acercan a los
limites de utilizacion absolutos a medida que el parametro p crece.

e Los limites de utilizacion estadisticos asociados a los algoritmos WF, RF, WFI
y RFI tienden a uno cuando la desviacion tipica tiende a su valor maximo. La
explicacion es clara, con desviaciones tipicas elevadas los factores de utilizacién
son todos o casi cero o casi uno. Por lo tanto se esta cerca del caso peor,
presentado en el teorema 7.

e Salvo para desviaciones tipicas elevadas con asignacion WF, RF, WFI o RFI,
los limites de utilizacion estadisticos son una funcién lineal del nimero de
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procesadores. Esta linealidad también esta presente en todos los limites de
utilizacién absolutos.

La conclusion fundamental que puede extraerse de los resultados de simulacién
estd en la superioridad de los algoritmos de asignacion FF y FFD sobre todos los
demés. El algoritmo FFD es superior en términos de planificabilidad al algoritmo
FF, pero no obstante su coste computacional es mayor y no puede aplicarse en li-
nea. Ademas, los algoritmos FF y FFD tienen el limite de utilizacién absoluto mas
elevado, idéntico al del algoritmo de asignacién de tareas 6ptimo.

Antes de finalizar este capitulo quedan dos cuestiones por resolver:

e ;Merece la pena buscar algoritmos de asignacion de tareas que mejoren el
limite de utilizacién estadistico asociado al algoritmo FFD?

e ;Merece la pena buscar algoritmos en linea de asignacién de tareas que mejoren
el limite de utilizacién estadistico asociado al algoritmo FF?

Para dar una respuesta a la primera pregunta se han realizado experimentos de
simulaciéon anélogos a los en el apartado anterior, empleando como algoritmo de
asignacién de tareas el algoritmo 6ptimo. No obstante, en los experimentos de si-
mulacién se ha restringido las posibles combinaciones de niimero de tareas y niimero
de procesadores a las siguientes: (m =4,n =2), (m =6,n = 2), (m = 8,n = 2),
(m=6n=3),(m=9,n=3), m=12n=3), (m=8n=4),y (m=12,n =4).
El objetivo de la restriccion es limitar el coste computacional a valores razonables.
Las figuras 3.57 a 3.60 muestran los resultados obtenidos.

En el eje de ordenadas se representa la diferencia entre los limites de utilizacién
estadisticos empleando los algoritmos de asignacién FFD y OPT (éptimo). El re-
sultado se ha dividido por el niimero de procesadores con la intenciéon de mostrar la
mejora por procesador obtenida empleando el algoritmo de asignacién 6ptimo. Cada
una de las subfiguras se corresponde con una pareja de valores (o, p) diferente. La
excepcion se encuentra en las subfiguras etiquetadas con 0’001 < 0 /04 < 09, las
cuales se corresponden con el méaximo de las curvas obtenidas para las desviaciones
tipicas 0 /0 = 0'001,0'1,0'2,...,09 y el mismo valor de p.

La conclusiones obtenidas a partir de las figuras 3.57 a 3.60 se indican a conti-
nuacion:

e La maxima mejora obtenida empleando el algoritmo 6ptimo con respecto al
algoritmo FFD es del orden de 005, 0'06, 007, y 0’09 para los valores p = 50%,
p=T75%, p=90%, y p = 99% respectivamente.

e La mejora obtenida es practicamente nula para m = 2n. Lo que hace ver que
la mejora es baja para conjuntos de pocas tareas.

e Se observa una tendencia general de aumento de la mejora a medida que au-
menta el niimero de procesadores, aunque cada vez con un ritmo de crecimiento
menor.
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e La mejora obtenida empleando distribuciones de factores de utilizacién con
desviacion tipica mayor de 0’3 veces la maxima es insignificante. Esto hace
ver que el algoritmo éptimo mejora al algoritmo FFD sélo en aquellos casos
en los que los factores de utilizacion de las tareas son relativamente parecidos.

Para conjuntos de muchas tareas el algoritmo FFD tiene un comportamiento casi
ideal, pues el factor de utilizacién de las tareas es probabilisticamente muy pequeno.
Por lo tanto, en este caso el algoritmo éptimo no mejoraria casi nada los resultados
obtenidos empleando el algoritmo de asignacién FFD. No obstante, este resultado
no se puede observar en las figuras, debido a las severas restricciones impuestas en
cuanto al nimero de tareas y procesadores.

Como conclusion, se puede decir que la mejora obtenida empleando el algoritmo
de asignacién 6ptimo es en general escasa. Esta es significativa, del orden del 10% por
procesador, unicamente cuando todos los factores de utilizacion son muy similares
y se tiene un elevado numero de procesadores. No obstante, este resultado debe
tomarse con cautela, pues es basicamente la consecuencia de resultados de simulacién
con fuertes restricciones en cuanto al nimero de tareas y procesadores.
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Figura 3.58: Comparacién de los limites de utilizacién estadisticos para planificacién
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 75%.
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Figura 3.59: Comparacién de los limites de utilizacién estadisticos para planificacién
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 90%.
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Figura 3.60: Comparacién de los limites de utilizacién estadisticos para planificacién
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 99%.
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Una vez se ha respondido a la primera cuestion de forma negativa, se puede
replantear la segunda cuestion de la siguiente forma:

. Merece la pena buscar algoritmos en linea de asignacion de tareas que mejoren el
limite de utilizacion estadistico asociado al algoritmo FF, acercandolo al limite de
utilizacion estadistico asociado al algoritmo FFD?

Se puede responder a esta cuestion representando la funcién m,n,p) —
UEDF=FF(m n,p) para diferentes valores de o y p, tal como se muestra en las
figuras 3.61 a 3.64.

Cada una de las subfiguras se corresponde con una pareja de valores (o, p) dife-
rente. La excepcién se encuentra en las subfiguras etiquetadas con 0’001 < 0 /000 <
0’9, las cuales se corresponden con el maximo de las curvas obtenidas para las des-
viaciones tipicas 0 /0,4, = 0'001,0'1,0'2,...,09 y el mismo valor de p.

La conclusiones obtenidas a partir de las figuras 3.61 a 3.64 se indican a conti-
nuacion:

EDF—-FFD
Uac (

e La maxima mejora obtenida empleando el algoritmo FFD con respecto al al-
goritmo FF es del orden de 0'05, 0’06, 0’08, y 0’09 para los valores p = 50%,
p="T15%, p=90%, y p = 99%.

e La mejora obtenida es bastante independiente del nimero de procesadores.

e La mejora obtenida empleando distribuciones de factores de utilizacién con
desviacion tipica menor de 0’3 veces la maxima y mayor que 0’7 la maxima es
insignificante.

Para conjuntos de muchas tareas el algoritmo FF tiene un comportamiento casi
ideal, pues el factor de utilizacién de las tareas es probabilisticamente muy pequeno.
Por lo tanto, en este caso el algoritmo FFD no mejoraria casi nada los resultados
obtenidos empleando el algoritmo de asignacién FFD. No obstante, este resultado
no se puede observar en las figuras, debido a la limitacién en el nimero de tareas a
m < 10n.

En resumen, se puede decir que la mejora obtenida empleando el algoritmo de
asignaciéon FFD es relativamente escasa con respecto al algoritmo FF. Esta es sig-
nificativa, del orden del 10% por procesador, sélo en algunos casos. No obstante,
este resultado debe tomarse con cautela, pues es basicamente la consecuencia de
resultados de simulacién con fuertes restricciones en cuanto al nimero de tareas y
procesadores.

Como conclusion final de este apartado, los algoritmos de asignacién FF y FFD
son dos excelentes opciones para la asignacién de tareas en linea y fuera de linea
respectivamente, pues presentan un comportamiento razonablemente cercano al del
algoritmo de asignacién éptimo y presentan asimismo un bajo coste computacional.
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Capitulo 4

Limites de utilizacion empleando
planificacion RM

En este capitulo se presentan los limites de utilizacién para planificacion Rate Mo-
notonic (RM) sobre multiprocesadores homogéneos empleando técnicas de particio-
nado. Las tareas se planifican con expulsién sobre cada monoprocesador empleando
prioridades fijas asignadas de acuerdo con el algoritmo RM. Las tareas se asignan
a los procesadores de acuerdo con los algoritmos de asignaciéon presentados en el
apartado 2.1.1. Las restricciones de tiempo real se modelan como plazos criticos
de valor igual a los periodos de las tareas. Los limites de utilizaciéon para plazos
menores que los periodos y planificacién RM se presentan en el apartado 6.3.

La obtencién de los limites de utilizacién empleando planificacién RM es mucho
mas compleja que la obtencion empleando planificacion EDF. La razén esta en que la
capacidad del procesador ya no es fija, sino que depende del niimero de procesadores
tal como indica el lfmite m(2'/™ — 1), y por lo tanto puede variar entre In2 y 1. Por
lo demas se puede observar que este capitulo es analogo al capitulo 3.

En primer lugar, se define en el apartado 4.1 el concepto de limite de utilizacién
para planificacion RM y un algoritmo arbitrario de asignacién de tareas AA dado.
Al final del apartado 4.1 se demuestra la existencia de dicho limite para el caso de
algoritmos de asignaciéon razonables.

El limite de utilizacién asociado a cualquier algoritmo razonable de asignacién
de tareas y planificaciéon RM se encuentra dentro de un intervalo [Lgy, Hrpr]. El
término Lgzys del intervalo se corresponde con el minimo de los limites de utilizacion
UBM-RA " evaluado entre todos los algoritmos RA de asignacién razonables. De
forma analoga, el término Hpgy, del intervalo se corresponde con el maximo de los
limites de utilizacién UM~ evaluado entre todos los algoritmos RA de asignacién
razonables. El intervalo [Lgys, Hgyl se calcula en el apartado 4.2.1.

El limite de utilizaciéon para los algoritmos de asignacion FF, BF, WF, RF y
OPT se calcula en los apartados 4.2.2 a 4.2.6.

La ordenacién de las tareas por factores de utilizacién antes de realizar la asig-
nacion FF, BF, WF o RF, modifica los limites de utilizaciéon de la forma indicada
en el apartado 4.2.7.

Las expresiones matematicas de los limites de utilizacién obtenidas en los apar-
tados 4.2.1 a 4.2.7 son analizadas en el apartado 4.3.
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Con la intencién de mostrar el pesimismo de los limites de utilizacion absolutos,
en el apartado 4.4 se presentan los limites de utilizacion estadisticos, obtenidos
mediante simulacion exhaustiva. Los limites de utilizacion absolutos, denominados
simplemente limites de utilizacién, se obtienen considerando el caso peor. Estos
son el resultado de un enfoque puramente tedrico del problema. Los limites de
utilizacion estadisticos permiten un tanto por ciento de conjuntos de tareas generados
aleatoriamente que no son planificables. Estos tultimos son el resultado del enfoque
de simulacién. Por lo tanto, la informacién proporcionada por los enfoques tedrico
y de simulacion es complementaria.

La comparacion entre los diferentes algoritmos de asignacién proporciona resul-
tados analogos a los obtenidos en el apartado 3.5, con ciertos matices indicados al
final del apartado 4.4

4.1 Definicién y existencia de los limites de utili-
zacion

En este apartado se define el concepto de limite de utilizacién para planificacién
multiprocesador con particionado, empleando planificacién monoprocesador RM,
y un algoritmo arbitrario de asignaciéon de tareas AA dado. Una vez definido el
concepto de limite de utilizacién se demuestra su existencia para el caso de algoritmos
de asignacién razonables.

Por convenio, la planificacién multiprocesador con particionado empleando RM
como planificador monoprocesador y AA como algoritmo de asignacion de tareas se
representa por RM-AA. El limite de utilizacién asociado (si existe) se representa por
UEM-RA " Cuando el algoritmo de asignacién es razonable se sustituyen las iniciales
AA por las iniciales RA.

Definicién 5 FEl limite de utilizacion para RM-AA se define como el nimero real
UBM=AA que verifica las siguientes propiedades:

o Clualquier conjunto de tareas de utilizacion total U < cabe en el
multiprocesador, empleando planificacion monoprocesador RM y asignacion de
tareas AA. Por lo tanto es planificable empleando planificacion multiprocesador

RM-AA.

RM—-AA
Uwc

e Para todo valor de utilizacion U > UEM=A4 eyiste al menos un conjunto
de tareas con esa utilizacion que no cabe en el multiprocesador empleando
planificacion RM y asignacion de tareas AA. Por lo tanto, el conjunto de
tareas con esa utilizacion puede ser planificable o no empleando planificacion
multiprocesador RM-AA.

Por consiguiente, el limite de utilizacién puede emplearse como una condicion
suficiente de planificabilidad.

Una tarea cabe en un procesador si la suma de los factores de utilizacion de la
tarea en cuestion y de las tareas previamente asignadas al procesador acumulan una
utilizacién total menor o igual que m(2Y/™ — 1). Este resultado es una consecuencia
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del limite de utilizacién para planificacién RM en monoprocesadores (Liu y Lay-
land, 1973). El limite de utilizacién m(2'/™ — 1) se obtiene cuando los factores de
utilizacion de todas las tareas son iguales. Si estos no fuesen iguales la condicién de
planificabilidad ajustada en funcion de los factores de utilizacion vendria dada por
el teorema siguiente.

Teorema 11 (Oh y Son, 1995). Si un conjunto de (m — 1) tareas es planificable
en un monoprocesador empleando planificacion RM y se anade una nueva tarea 7,
de factor de utilizacion u,,, el conjunto de m tareas resultante es planificable si al
menos una de las m condiciones siguientes se cumple:

2
U <

< 7z -1, 0<k<m-1
A(K) Hizl(l + u;)

donde
1 sik=m-—1

Ak) = mot o (mek—1)
(1 + ﬁ) en otro caso

Ademds la condicion de planificabilidad es ajustada.

El limite de utilizacién de Liu y Layland (1973) se obtiene particularizando esta
condicion para el caso de factores de utilizacién iguales.

La aplicacién de esta condicion de planificabilidad complica extraordinariamente
la obtencion de los limites de utilizaciéon multiprocesador empleando planificacion
monoprocesador RM. Ademas, la mejora de planificabilidad que se obtiene es muy
reducida, de ahi que en este capitulo se considere siempre la condicién de planifi-
cabilidad de Liu y Layland (1973). En el apartado 5.2 se cuantifica el incremento
maximo de los limites de utilizacion que podria obtenerse a partir de la condicién
de planificabilidad de Oh y Son (1995).

A continuacién se demuestra la existencia del limite de utilizacién UFM~EA em-
pleando RM como algoritmo de planificacién en cada procesador, para cualquier
algoritmo razonable de asignacion de tareas RA dado.

Lema 4 Fuxiste el limite de utilizacion para planificacion RM y cada algoritmo ra-
zonable de asignacion de tareas RA, el cual es una funcion (a lo sumo) del nimero
de tareas, del niumero de procesadores y del mdximo factor de utilizacion alcanzable.

Demostracion:

La demostracién es idéntica a la dada en el lema 1, pagina 39, para planificacién
monoprocesador EDF. Deben sustituirse las iniciales “EDF” por las iniciales “RM”,
y donde se hace referencia a la utilizacién uno, esta pasa a ser utilizacién In2. W

El lema 4 demuestra entre otras cosas que el limite de utilizacion para planifica-
cién RM en un multiprocesador, empleando un algoritmo razonable RA de asigna-
cion de tareas arbitrario, depende a lo sumo del numero de tareas, m, del nimero
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de procesadores, n, y del maximo factor de utilizacion alcanzable, a. Por esta razén
el limite de utilizacion se representa como

Uge ™ (m,n, @)

4.2 Calculo de los limites de utilizacion

Una vez definido el concepto de limite de utilizacién y después de haber demostrado
su existencia se procede al célculo del mismo. Debe tenerse en cuenta que cada al-
goritmo de asignacién de tareas tendra asociado un limite de utilizacién en principio
distinto.

En general, los limites de utilizacion son una funciéon del ntimero de tareas, m,
del ntimero de procesadores, n, y del maximo factor de utilizacion alcanzable, «, tal
como se demostro en el lema 4.

Antes de calcular los limites de utilizacién se introducird un nuevo parametro
denominado Ggry;.

Definicién 6 El pardmetro Bryr se define como el mdzimo niumero de tareas de
factor de utilizacion o que caben en un procesador empleando planificacion RM.

De igual forma que sucedia con la planificacién EDF, este pardmetro es un con-
cepto clave en la obtencién de los limites de utilizacion. El parametro Srys es una
funcién del maximo factor de utilizacién alcanzable, «, tal como demuestra el lema 5.

Lema 5 .

s = Logz(a + 1)J 4
Demostracion:
A partir de la definicion del parametro Sy se deduce que gy tareas de factor de
utilizacion a caben en un procesador. De esta forma, a partir del limite de utilizacion
para planificacién RM en monoprocesadores se obtiene Bryrar < Bras(21/9rM — 1),
Despejando (g resulta Bgy < 1/logy(a + 1). Se sabe que gy es un numero
entero, y por lo tanto se cumple

1
P = Logz(a + 1)J

Por otra parte, Brys es el méaximo numero de tareas de factor de utilizacion a que
caben en un procesador. Por lo tanto, (Sras + 1) tareas de factor de utilizacién «
no caben en un procesador. Es decir, (Bry + 1o > (Bgar + 1)(2Y/Prutl) — 1),
Despejando Brys se obtiene

1

> — 1
. logy(ar+1)

Br

Puesto que [Sgps es un nimero entero resulta

1
Pras = Logz(a + 1)J
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Condicién de planificabilidad
m < Brun

Figura 4.1: Representacién de la funcién Brys(a), v la condicién de planificabilidad
asociada.

En conclusion,

P = {ﬁJ
[ |

El valor de Bry puede emplearse para establecer la planificabilidad de ciertos
conjuntos de tareas. A partir de la definicién de [Brys se tiene que [y, tareas de
factor de utilizacion « caben en cada procesador. Puesto que todas las tareas tienen
factores de utilizacién menores o iguales que «, al menos Ogys tareas de factores de
utilizacién arbitrarios (menores o iguales que «) caben en cada procesador. Como
consecuencia, un multiprocesador formado por n procesadores puede alojar al me-
nos (ryn tareas. Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de factores de
utilizacion u; < a con m < [Brpn es planificable empleando RM como planificador
monoprocesador, y empleando cualquier algoritmo razonable de asignacién de tareas
a procesadores.

La figura 4.1 muestra Ggy; en funciéon de «, mostrando asimismo la condicién
suficiente de planificabilidad m < (ryn. Por ejemplo, si a se encuentra en el
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intervalo (214 — 1,23 — 1] ~ (0'19,0'26] entonces Bzy = 3. En este caso, si el
conjunto de tareas esta formado por 3n tareas o menos es planificable.

Otra consecuencia de la condicién de planificabilidad m < Bryn es que merece
la pena obtener el limite de utilizacién sélo si m > Bryn. En caso contrario, el
conjunto de tareas es directamente planificable.

A partir de ahora se supone que m > (ryn, de tal forma que la condicién de
planificabilidad anterior no puede aplicarse.

Antes de calcular los limites de utilizacion asociados a los diferentes algoritmos
de asignacién de tareas se obtendra el rango dentro del cual se encuentran. Este
resultado es significativo desde tres puntos de vista. En primer lugar, establece los
valores minimo y maximo entre los que se encuentran los limites de utilizacion de
todos los algoritmos de asignacion razonables. En segundo lugar, permite obtener
de forma sencilla el limite de utilizacién correspondiente a ciertos algoritmos de
asignacién razonables. En tercer y ultimo lugar, servird como comprobacién de
la validez de los limites de utilizacién obtenidos para los diferentes algoritmos de
asignaciéon de tareas razonables, pues deben encontrarse de forma forzosa dentro del
rango definido.

4.2.1 Rango de los limites de utilizacion

El objetivo es obtener la pareja de valores Ly v Hgar que verifican la condicion
Lpy < UBM=RA < Hpy para todo RA

donde UEM—RA eg o] limite de utilizacién para planificacién RM empleando el algo-
ritmo razonable RA de asignacion de tareas a procesadores. El limite de utilizacién
para cualquier algoritmo de asignacién razonable es positivo, mayor o igual que In 2,
y por lo tanto a partir de cualquier pareja (Lgys, Hryr) que cumpla la condicién
anterior se pueden obtener infinitas parejas que también la cumplen, simplemente
decrementando el valor de Lgys o incrementando el valor de Hgp;. Resulta con-
veniente entonces calcular la pareja de valores ajustada. Esto es, debe existir al
menos un algoritmo razonable de asignacién de tareas cuyo limite de utilizacion
para planificacion RM tome el valor Lgy,. Por lo tanto

Ly = min UhRM-RA (4.2)

De la misma forma, debe existir al menos un algoritmo razonable de asignacion de
tareas cuyo limite de utilizacién para planificacion RM tome el valor Hgys. Por lo
tanto

Hpry = max ylhM—ha (4.3)

A partir de ahora, cualquier referencia al rango de los limites de utilizacién en este
capitulo se referira a los valores Lrys v Hgrar ajustados, definidos por las ecuaciones
(4.2) y (4.3). El problema es que los limites de utilizacién obtenidos en este capitulo
se basan en el empleo del limite de utilizacién m(2'/™ — 1) para planificacién RM.
Este limite de utilizacion es ajustado para factores de utilizacion desconocidos, o
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cuando los factores de utilizacién de todas las tareas son iguales (Liu y Layland,
1973). Sin embargo, cuando los factores de utilizacién de las tareas son diferentes
este limite puede mejorarse, tal como indica la condicién de planificabilidad de Oh
y Son (1995), presentada en la pagina 143. La méxima mejora que puede obtenerse
en los limites de utilizacién empleando esta condicion con respecto a los limites de
utilizacion proporcionados en este capitulo se indica en el apartado 5.2 y es muy
escasa. No obstante, por simplicidad y por seguir una linea de desarrollo analoga a
la del capitulo 3 se denominaran ajustados a los limites de utilizacion Lry v Hrar
obtenidos empleando el limite de utilizacién m(2'/™ — 1), pues estdn muy cerca de
serlo aunque estrictamente no lo sean.

El corolario 2 proporciona una cota inferior del limite de utilizacion, valida para
todos los algoritmos de asignacion razonables. En el apartado 4.2.4 se encuentra un
algoritmo razonable de asignaciéon de tareas cuyo limite de utilizacién coincide con
esa cota. Por lo tanto, Lgjs serd igual a la cota dada por el corolario 2.

Por otra parte, el teorema 15 proporciona una cota superior del limite de uti-
lizacién, valida para todos los algoritmos de asignacion. En el apartado 4.2.7 se
encuentran varios algoritmos razonables de asignacion de tareas cuyo limite de uti-
lizacién coincide con esa cota. Por lo tanto, Hgjs sera igual a la cota dada por el
teorema 15.

La cota inferior se obtiene combinando tres cotas inferiores diferentes, eligiendo
a intervalos aquella que proporciona el maximo valor de entre las tres. La obtencion
de estas tres cotas inferiores se realiza en los teoremas 12, 13 y 14. El teorema 12
proporcionara la primera de las tres cotas inferiores. No obstante, este teorema
requiere el resultado proporcionado por el lema 6, el cual se enuncia y demuestra a
continuacion.

Lema 6 Sea {ri,...,r,} un conjunto cualquiera de n numeros enteros positivos
verificando 377 vy =M. Sea g(ri,...,mn) = >0, (247 —1).
Se cumple

glri,...,r) > (M — | M/n]n) [M/n] (21/[M/"1 —1)+
(n— M+ | M/n]n) [ M/n] 2"/ —1)

Demostracion:

En primer lugar se demostrard que el vector {7q,...,7,} que produce el minimo

valor de la funcién g verifica (7; — 7)) < 1, para 7; > 7, con j,ken 1,...,n. Esto

es, el vector {7y,...,7,} que produce el minimo valor de la funcién g verifica que la

méxima diferencia en valor absoluto entre dos valores #; y 7, cualesquiera es uno.
Para demostrarlo considérense dos valores r; y ry tal que (r; — %) > 1. En esta

situacion los términos j-ésimo y k-ésimo dentro del sumatorio que define la funcion

g acumulan un valor
(217 — 1) 4 (21 — 1)

Si se decrementa r; en una unidad y se incrementa r; en esa unidad se sigue cum-
pliendo la restriccion Z?:1 r; = M, y los términos j-ésimo y k-ésimo dentro del
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sumatorio que define la funcién g pasan a acumular un valor
ri— D)EYED 1) 4 (r 4 1)(2Y06 D —
j

La primera derivada de la funcién f(z) = x(2/" — 1) es negativa para =z > 0.
A medida que x crece la funcion decrece, alcanzando asintoticamente el valor In 2
cuando z — oo. La segunda derivada de la funcién f(x) = z(2Y/* — 1) es positiva
para x > 0, lo cual indica que la funciéon decrece cada vez méas lentamente. Esto
llevado a nuestro problema significa que

rR(2YT — 1) — (e + DY) 1) > (r; = )2V — 1) — (27 - 1)
y por lo tanto
(r; — 1)YTD — 1) 4 (ry + 1) QYO — 1) <y (2Y7 — 1) 12V = 1)

Se deduce entonces que reduciendo r; en una unidad e incrementando 7 en esa
unidad se obtiene un valor menor de la funcién g. Este proceso podria repetirse
hasta conseguir (r; — ;) < 1 para j,ken 1,..., n.

Por lo tanto, para conseguir el minimo valor de la funcién g el entero positivo
M debe dividirse equitativamente (dentro de lo posible) entre {ry,...,r,}, de tal
forma que haya (M — [ M/n]|n) elementos de valor [M/n], y (n — M + [ M/n]| n)
elementos de valor | M/n]. Por lo tanto se cumple

g(r1, ... om) > (M — [M/n]n) [M/n] (2Y™/m —1) +
(n— M+ | M/n]n) [ M/n]| (2" —1)

Teorema 12 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > Brymn. Se cumple

UEM=RA(m.n,a) > nU, + Uy — (n — D

donde
{m +n— 1J
Ng=m+n—1—|—|[n
n
ny=mn— N,
U, = [PEREE] (21 - 0)
n
U, — {LTHJ (2217 -1)
n
Demostracion:
Sea {7y,...,T;»n} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea

Tr la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignacién es razonable, aplicando la ecuacién (2.1) de la pagina 29 se
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tiene
U; > (my + 1)(2Y0m 4D — 1) —q, (4.4)

para j = 1,...,n. Donde U; es la utilizacién total de las tareas previamente asigna-
das al procesador P;, m; es el nimero de estas tareas y u; es el factor de utilizacion
de la tarea 7. Al ser 7, una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilizacién
total del conjunto de tareas denotada por U verifica

m k

A partir de la ecuacién (4.4) se deduce

Z Uj > Z ((m] + 1)(21/(mj+1) — 1) — uk) =
j=1 j=1

D my + D@V 1) —
j=1

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién (4.5) resulta

U>Y (my+ 1)V — 1) — (n — Dy,

Jj=1

Como todos los factores de utilizacién son menores o iguales que « se tiene uy < «,
y por lo tanto

U> Z m; + 1)V 1) — (n — 1)a

Una restriccién de los valores m; es que Z?Zlm] = (k — 1). Esta restriccién es
totalmente equivalente a la restriccién 37 (m; +1) = k +n — 1. Teniendo en

cuenta esta restriccién, definiendo r; = (m; +1), M = (k+n—1), g(r1...,ry) =
> i r;(21/7 — 1) y aplicando el lema 6 se deduce

n

S (my+ @V 1) >

[ (TSR STRYRY ST P
<n— (k+n—1)+ V+”_1Jn) V+Z_1J (21/L“Z’1J_1):
(k—i—n—l—{%J )F‘HZ ﬂ (21/[“” 11—1)+
(oo s e
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y por lo tanto

U>(l<;+n—1— {MJ n) [M] (211 Z 1)+

n n

O S 0] e I RS

El segundo término de la expresion anterior es una funciéon monénotona decreciente
de k, pues cualquier incremento de k hace que el nimero (k + n — 1) a repartir
equitativamente entre todos los procesadores sea mayor.

(4.6)

El indice k se encuentra dentro del rango [1,m]. Por lo tanto, para k = m se
obtiene el valor minimo del sumatorio 7, (m; + 1)(2Y/mi+h) 1),
A partir de la ecuacién (4.6) se obtiene

U><m+n—1— {MJ n) [L”_ﬂ (22121 - 1) 4

(e 2] 2221 @) -

Todo conjunto de tareas que no cabe en n procesadores cumple la condicién
anterior. Se deduce entonces que todo conjunto de tareas de utilizacién total menor
o igual que el segundo término de la ecuacién anterior cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposiciéon con respecto al
algoritmo de asignacion de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente se cumple

Ufy—RA(m’ n, a) > (m +n—1-— \‘%MJ n) ’V%n_l—‘ (21/|_m+7r:—1‘| B 1) n

(1 —m+ {%THJ n) {%MJ (gl/t%”ﬂ - 1) —(n—1)a

donde RA es un algoritmo razonable de asignacién de tareas arbitrario. Esta relacién
se puede expresar de forma méds abreviada en funcién de n,, ny, U, v U, tal como
sigue

UlljyiRA<m7 n? Oé) 2 naUa _'_ nbUb - (n - 1)0{

A continuacién se propone otra cota inferior del limite de utilizacién, valida para
cualquier algoritmo razonable de asignacién, RA.

Teorema 13 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > Brymn. Se cumple

szczuiRA<m7 n, Oé) Z Ub
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donde
U, = V’Hn—lJ (2152 —1)
n
Demostracion:
Sea {7y,..., T} un conjunto de m tareas de utilizacién total menor o igual que
U, — {LTHJ (221 —1)
n

Justo antes de intentar asignar la tarea 7 del conjunto se han intentado asignar
las (k — 1) tareas anteriores. En la asignacién de la tarea 7, el caso peor ocurre
cuando las (k — 1) tareas anteriores se han asignado con éxito a alguno de los n
procesadores. En este caso, el procesador que menos tareas ha recibido ha recibido
a lo sumo |(k — 1)/n]| tareas. Teniendo en cuenta este hecho, y las relaciones (ii)
y (iv) de la pagina 245, este procesador tiene un limite de utilizacién mayor o igual

que
{LZ - 1J (21 1)

Puesto que k puede variar entre 1 y m, y teniendo en cuenta de nuevo la relacion (ii),
resulta que el procesador anterior tiene un limite de utilizacién mayor o igual que

{7m+n _ 1J (21/L%"71J _ 1)

n

La utilizacién total de las k tareas es menor o igual que la utilizacién total del
conjunto completo. Por lo tanto, la utilizacion total de las &k tareas es menor o igual
que el limite de utilizaciéon de dicho procesador. Por consiguiente, 7, cabe en el
multiprocesador. La demostracién ha sido llevada a cabo considerando una tarea 7
cualquiera del conjunto y un algoritmo de asignacion de tareas razonable cualquiera.

Se concluye entonces que cualquier conjunto de m tareas y utilizacién total menor

o igual que
U= | R (1 )

n

cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de asignacién razonable. W

Finalmente se obtendra la tercera cota inferior del limite de utilizacién, valida
para cualquier algoritmo razonable de asignacion, RA.

Teorema 14 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > Prymn. Se cumple

Ut~ (m,n, ) = Uy — (ny — Dar
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donde
Lm +n— 1J
ng=m+n—1—|———|n
n
ny ="n — Ng
U, — {L?HJ (271 1)
n

Demostracion:

Se restringira la demostracion a valores de a menores que Uy, pues en caso contrario
nbUb — (nb — 1)(1/ S nbUb — (nb — I)Ub = Ub

y aplicando el teorema 13 cualquier conjunto de tareas de utilizacién menor o igual
que U, cabe en el multiprocesador.

Sea {7, ..., T} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
T la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Obviamente
k < m, vy de esta forma hay dos casos posibles:

Caso 1: |(k—1)/n] < |(m—1)/n]
Como la tarea 73 no cabe en el multiprocesador, aplicando el teorema 12 la utilizacién
total de las k primeras tareas debe cumplir

oo [ ] ey,
Zi (1 o {%J ”) {%J (215 = 1) — (= 1)a

(4.7)
Deffnase (I — 1) = [(m — 1)/n] n. Se cumple
L =1)/n] = [[(m=1)/n]] = [(m —1)/n]
Como en este caso
L(k=1)/n] < [(m—=1)/n] = [(l —1)/n]

entonces se cumple k& < [. El segundo término de la ecuacién (4.7) es una funcién
mononotona decreciente en k, tal como se habia indicado en el teorema 12. Por lo
tanto se cumple

S one o[22 P2 51
Zi (1 S V”T”J n) V“’T”J (27157 1) — (0 - 1)a
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Sustituyendo en esta ecuacién (I —1) y [ (I — 1)/n] n por su valor, |(m —1)/n|n,y
teniendo en cuenta ademads las relaciones (iv) y (v) de la pagina 245 resulta

Z o [P (1252 )~ (oo

n

Empleando la notacion n,, n, y U, propuesta en el enunciado del teorema, se tiene
k
Zui > (ng +np)Uy — (ng +mp — V) = mpUp — (ny, — D + 1o (Up — @)
i=1

Una de las restriciones planteadas al principio de la demostracion era U, > «, pues
en caso contrario el conjunto de tareas cabia en el multiprocesador. Por lo tanto
resulta

k
Zui > npUp — (nb — 1)&
i=1

Teniendo en cuenta que la utilizacién total de las k primeras tareas no puede ser
mayor que la utilizacion total del conjunto completo

m k
U= ZUZ > Zuz > nyUp — (nb — 1)0&
=1 =1

Una condicién necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no cabe
en n procesadores es que su utilizacién total U cumpla la condicién anterior. Se
deduce entonces que todo conjunto de tareas de utilizacién total menor o igual que
npyUp — (np — 1) cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposiciéon con respecto al
algoritmo de asignacion de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente se cumple

URM=RA (0 0, a) > npUy — (ny — 1o
donde RA es un algoritmo razonable de asignacién de tareas arbitrario.

Caso 2: |[(k—1)/n| =[(m—1)/n]

Las (k — 1) primeras tareas se asignan con éxito a los procesadores y por lo tanto se

cumple .
j=1

i=1

Donde Uj es la utilizacién total de las tareas asignadas al procesador P;. Puesto que
el algoritmo de asignacién es razonable, aplicando la ecuacién (2.1) de la pagina 29
se tiene

U; > (my + 1)(2Y0 4D — 1) —q, (4.9)

para j = 1,...,n. Donde m; es el nimero de tareas previamente asignadas al
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procesador P;, y uy es el factor de utilizacion de la tarea 7.

Antes de asignar la tarea 7 se han asignado con éxito (k — 1) tareas que se
distribuyen entre los n procesadores. Si estas (k — 1) tareas se distribuyesen equi-
tativamente en numero entre los n procesadores se llegaria a una situacién en la
que habria procesadores con |(k — 1)/n] tareas y procesadores con [(k —1)/n] ta-
reas. En total habria (k — 1 — |(k — 1)/n| n) procesadores con [(k — 1)/n]| tareas,
y (n—k+1+ [(k—1)/n]n) procesadores con |(k — 1)/n|n tareas.

El reparto equitativo en nimero de las (k — 1) primeras tareas entre los n pro-
cesadores hace que el conjunto de los (n — k+ 1+ [(k — 1)/n] n) procesadores que
menos tareas reciben reciba en total un nimero de tareas mayor que con cualquier
otra asignacion. Por lo tanto, el reparto equitativo maximiza el nimero de tareas a
repartir entre dichos procesadores. Como ademas el reparto equitativo de las (k—1)
tareas provoca que los (n —k + 1+ [(k —1)/n| n) procesadores que menos tareas
reciben reciban el mismo nimero de tareas, resulta que aplicando el lema 6 el re-
parto equitativo minimiza la suma de los términos (m; + 1)(2/(m+1) — 1) asociada
al conjunto de los (n —k+ 1+ | (k — 1)/n] n) que menos tareas reciben.

Los restantes (k—1— | (k — 1)/n] n) procesadores cumplen U; > 0, pues en caso
contrario si existiese un procesador con U; = 0 entonces la tarea 75, cabria en ese
procesador, lo cual representaria una contradiccion.

Aplicando la ecuacién (4.9) a los (n —k + 1+ |(k —1)/n|n) procesadores que
menos tareas reciben, la ecuacion U; > 0 a los restantes y sustituyendo en la ecua-
cién (4.8) resulta

i“ S(n—k+1+ [(k—1)/n)n) {MJ (2157 1) -

m—k+1+[(k—=1)/n]n—1)u

Por definicién de a se cumple v > uy. Por lo tanto se tiene

k
Zui >n—k+1+[(k—1)/n|n) {%J (21/“%7@ — 1) —
mn—k+14+[(k—1)/njn—-1a

El segundo término de la desigualdad es una funcién monoétona decreciente en el valor
de k bajo la restricciéon |(k—1)/n| = [(m — 1)/n] asociada al caso 2, y teniendo
en cuenta que k < m

zk:u >(n—m+1+[(m—1)/n]n) {LMJ (214%171 _ 1) _

m—m+1+|(m—1)/n]n—-1)a

La utilizacion total del conjunto de tareas es mayor o igual que la utilizaciéon total
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A

N

S n Uy + Uy — (n— D

\/

Figura 4.2: Representacion de las cotas inferiores de los limites de utilizacién pro-
porcionadas por los teoremas 12, 13, y 14.

de las k primeras tareas y por lo tanto se cumple

U> iuz >n—m+14[(m—1)/n]n) {%MJ (2”{%"_1 —1) —

m—m+1+|(m—1)/n]n—-1a

Una condicién necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no cabe en n
procesadores es que su utilizacion total U cumpla la condicion anterior. Se deduce
entonces que todo conjunto de tareas de utilizacién total menor o igual que el segundo
término de la ecuaciéon anterior cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposiciéon con respecto al
algoritmo de asignacion de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente, teniendo en cuenta las definiciones de n, y U, proporcionadas en el
enunciado del teorema se obtiene

URM=RA(m 0, 0) > npUy — (ny — 1o

donde RA es un algoritmo razonable de asignacién de tareas arbitrario. |

Una vez se ha llegado a este punto resulta conveniente comparar las cotas infe-
riores proporcionadas por los teoremas 12, 13, y 14. Para unos valores fijos de m y
n se han representado en la figura 4.2 las tres cotas anteriores como una funcién de
a. Puede observarse en la figura 4.2 que para o > U, el teorema 13 proporciona la
cota inferior mas alta. Si U, < a < U, entonces es el teorema 14 el que proporciona
la cota inferior mas alta. Finalmente, si o < U, el teorema 12 proporciona la cota
inferior mas alta. Teniendo en cuenta estas observaciones se procede a enunciar el
corolario 2.
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Corolario 2 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores
arbitrario. Sea m > Bryn. Se cumple

neUos + Uy — (n — 1o sia<U,

UBM=BA(m,n, ) > < Uy — (ny — D siUs < a < U,
U, st Up < «
donde
—1
Ng =M — \‘m J n—1
n
Ny =n—ng
U, — [m—i—n — 1—‘ < NE== 1)
n
U= [T (1) )
n
Demostracion:
La demostracion es directa a partir de los teoremas 12, 13, y 14. |

A continuacién se obtiene una cota superior del limite de utilizaciéon asociado
a cualquier algoritmo de asignaciéon de tareas bajo planificaciéon RM. Por lo tanto,
dicha cota es aplicable a los algoritmos razonables de asignacion.

Teorema 15 Sea AA un algoritmo de asignacion de tareas a procesadores arbitrario
(razonable o no). Sim > Bryn se cumple

Ufc]\/[—AA < (ﬁRM” + 1)(21/(5RM+1) _ 1)

Demostracion:
Se demostrard que existe un conjunto de m tareas {71,...,7,}, con factores de
utilizacion 0 < u; < a para ¢ =1,...,m, y utilizacién total

U= (ﬁRMTl + 1)(21/(5RA/1+1) _ 1) +e

donde € — 0%, el cual no cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de
asignaciéon de tareas a procesadores.

Se construird este conjunto de m tareas a partir de dos subconjuntos de tareas:
un primer subconjunto de (m — Sryn — 1) tareas, y un segundo subconjunto con
(Brun + 1) tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién de
valor

U; = —
m

dondei=1,...,(m — Bryn — 1).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién

de valor

u; = (21/(/6RJM+1) _ 1) + £
m
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donde i = (m — Bryn),...,m.
Se puede comprobar que la utilizacién total del conjunto de tareas completo es

U = (ﬁRM” + 1)(21/(5RM+1) _ 1) + ¢

En primer lugar, es necesario comprobar que los factores de utilizacién de ambos
subconjuntos son validos, es decir, se cumple 0 < u; < a parat=1,...,m.

Comprobacion de los factores de utilizacion del primer subconjunto.
Eligiendo € suficientemente pequeno se obtiene

€
O<uy=—<a«
m

Comprobacion de los factores de utilizacion del sequndo subconjunto.

A partir de la definicién de [grys, se tiene que (Bgy + 1) tareas de factor de
factor de utilizacién « no caben en un procesador. Por lo tanto, (Bry + 1) >
(Brar + 1)(2Y/BrutD) 1)y se tiene

o > (2Y/Brutl) _ 1) (4.10)

Siempre es posible encontrar un nimero real entre dos niimeros reales. Por consi-
guiente, existe un real positivo € verificando

m
lo cual demuestra que los factores de utilizacion del segundo subconjunto son meno-
res o iguales que a cuando € — 0. Ademés, los factores de utilizacién del segundo
subconjunto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anteriores se concluye que el conjunto de tareas pro-
puesto es valido. A continuacion se demostrard que dicho conjunto de tareas no
cabe en n procesadores empleando planificacién RM en cada procesador, cualquiera
que sea el algoritmo de asignacion de tareas empleado.

El conjunto contiene (Ggrymn + 1) tareas que pertenecen al segundo subconjunto.
Por consiguiente, al menos un procesador de los n disponibles debe alojar (Sgy + 1)
o més de estas tareas. Sin embargo, ningin procesador puede alojar (Bgras+1) 0 mas
tareas del segundo subconjunto, pues (Bry + 1) de estas tareas en total acumulan
una utilizacién por encima del limite.

(Bry + 1) <(21/(ﬂRM+1) —1)+ i) > (Brar + 1)(2Y/Brutb) _ 1)
m
De esta forma se deduce que el conjunto de tareas propuesto de utilizacion total

U = (Brumn +1)(2YBrat+) _ 1) 4 ¢

no cabe en n procesadores cualquiera que sea el algoritmo de asignacién AA cuando
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e — 0T, luego se cumple

URM-AA < (Brun + 1)(21/(BRM+1) —1)

wC

NOTA: las tareas del primer subconjunto son necesarias unicamente dentro de la
demostracion para cumplir la restriccion de que el conjunto de tareas esté formado
por m tareas. |

En el apartado 4.2.4 se demostrard que el limite de utilizacion para RM-WF
toma el valor

neUqs + npUp — (n — 1) sia< U,
URM=WE — £ Uy — (np — 1) silU, <a<U,
Uy silU, < a

el cual coincide con la cota inferior dada en el corolario 2. Por lo tanto se tiene

n Uy + Uy — (n — Do sia < U,
Lry = Ley(m,n, a) = Uy, — (np — 1) siUy<a<U, (4.11)
Uy silU, < «

De forma andloga, en el apartado 4.2.7 se demostrara que el limite de utilizacién
asociado a cualquier algoritmo razonable RAD con ordenacién de tareas en sentido
decreciente toma el valor

Ufg\deAD = (Brun + 1)(21/(BRM+1) —1)
el cual coincide con la cota superior dada en el teorema 15. Por lo tanto se tiene

Hpar = Hpar(n, Brar) = (Bram + 1) (21 0mth) — 1) (4.12)

4.2.2 Limite de utilizacién para RM-FF

El algoritmo de asignacion de tareas denominado FF asigna cada tarea al primer
procesador que encuentra con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Los procesadores se recorren en el sentido { Py, ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostraciéon del limite de utilizacion para RM-FF es bastante compleja, por
lo que se indicara en primer lugar la estructura de la demostracion. Los pasos que
se seguiran son los siguientes:

1. El teorema 16 obtiene una cota superior del limite de utilizacion empleando
planificacion RM-FF.

2. Se demuestra el lema 7. Este lema relaciona los limites de utilizaciéon emplean-
do el mismo algoritmo razonable de asignacion, el mismo nimero de procesa-
dores pero distinto nimero de tareas. Este lema se emplea para demostrar el
teorema 17.
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3. Se demuestra el teorema 17, el cual relaciona el limite de utilizacion asociado
a m tareas y n procesadores con el limite de utilizacién asociado a (m — Brar)
tareas y (n — 1) procesadores, para planificacién RM-FF.

4. A partir del resultado dado en el paso 3 y el limite de utilizacién para planifi-
cacion RM en un monoprocesador, el teorema 18 obtiene una cota inferior del
limite de utilizaciéon para RM-FF.

5. La cota inferior dada en el paso 4 y la cota superior dada en el paso 1 coinciden.
Por lo tanto, ambas cotas coinciden ademas con el limite de utilizacién para
RM-FF, tal como muestra finalmente el teorema 18.

El teorema siguiente proporciona una cota superior del limite de utilizacion em-
pleando planificacion RM y asignacion de tareas FF. La demostracién estd basada
en encontrar un conjunto de tareas que no cabe en el multiprocesador.

Teorema 16 St m > Bryn se cumple

URM-FF<m7n7&> <(n— 1)<21/(ﬁRM+1) —1)Bru

+ (m — Bru(n — 1))(21/(m—ﬂRM(n—1)) —1)

Demostracion:
Definase

g(m7n7/6RM) = (n - 1)<21/(6RM+1) - 1)ﬁRM
+m = Brar(n — 1)) Ym0 )

Se probard que existe un conjunto de m tareas, {7,...,7,}, con factores de utili-
zacién 0 < u; < a para i = 1,...,m y utilizacién total U = g(m,n, Sry) + €, con
e — 07, el cual no cabe en n procesadores empleando la asignacién de tareas FF y
la condicién de planificabilidad de Liu y Layland (1973) para RM.

El conjunto de m tareas se divide en dos subconjuntos: un primer subconjunto
de (m — Bryn) tareas y un segundo subconjunto de Sryn tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilizacion de
valor

(m — Brar(n — 1))(21/(m—ﬂRM(n—1)) —1)— (21/(5RM+1) — 1)Brur

(m - 5RM71)

u; = (4.13)

donde i =1,...,(m — Brun).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién

de valor .

u; = ol/(Bry+1) _ 1) 4
( ) Brun

donde i = (m — Bryn +1),...,m.
Se puede comprobar que la utilizacion total del conjunto de tareas completo es
g(m7 n, 5RM) + €.
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En primer lugar es necesario probar que los factores de utilizaciéon de ambos
subconjuntos son validos, es decir, 0 < u; < a parat=1,...,m.

Comprobacion de los factores de utilizacion del primer subconjunto.

Por hipétesis, m > Grymn y por lo tanto m — Sra(n — 1) > Bry. Aplicando la
relacion (i) de la pagina 245 se tiene m — fry(n—1) > Brar + 1. Aplicando ahora la
relacién (ii) se tiene (m—Brayr (n—1))(2Y/ (m=Fru(=1) 1) < (Bpp+1)(2Y/ BrutD 1),
Considerando esta expresién y la ecuacién (4.13) se obtiene

(21/(5RM+1) _ 1)

(4.14)

up <
(m — Bran)

Por un lado, el lema 5 proporciona el valor fry = [1/logy(a+ 1)]. De esta
forma, (Brar + 1) > 1/logy(a + 1) y despegando «

o > (2Y/Brutl) 1) (4.15)

Por otro lado, m > Bryn por hipétesis, resultando (m — Grymn) > 0y aplicando
la relacién (i) se tiene

Sustituyendo (4.15) y (4.16) en (4.14) demuestra que u; < « para todas las tareas
del primer subconjunto.

A continuacién se demostrard que los factores de utilizacién del primer subcon-
junto son mayores que cero. A partir de las relaciones (i), (i), y a partir de la
ecuacién (4.16) se obtiene

(m — Brar(n — 1))(2Ym=Pru(r=1) _ 1) > 1n 2
(21/(5RA/1+1) . 1)5RM <In?2
m — Brun > 1

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (4.13) proporciona u; > 0
para todas las tareas del primer subconjunto.

Comprobacion de los factores de utilizacion del sequndo subconjunto.

Siempre es posible encontrar un numero real entre dos nimeros reales. Por
consiguiente, a partir de la ecuacién (4.15), debe existir un valor positivo €/(Bgryn),

tal que
€
a > 9l/(Bru+1) _ q + — us
( ) ﬁRM’I’L K3
lo cual demuestra que los factores de utilizacion del segundo subconjunto son meno-
res que « cuando € — 0F. Ademds, los factores de utilizacién del segundo subcon-

junto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anterior se concluye que el conjunto de tareas propuesto
es valido. A continuacion se demostrara que no cabe en n procesadores, empleando
el limite de utilizacién de Liu y Layland (1973) para RM y la asignacién FF.
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El primer subconjunto de tareas, {7, ..., Tm—gnyn}, v las primeras Srps tareas
del segundo subconjunto, {Tm—guumntis - - - » Tm—Brantsru > RO caben en el procesador
Py, puesto que la utilizacién total de estas tareas estd por encima del limite

m—Brun+BRM m—Brun m—Brun+BRrM

i=1

=1 i=m—LBrmntl

= (m — Brar(n — 1))(2Ym=Bru(n=1) _ 1) 4 €
n
> (m — Brau(n — 1))(21/(m—ﬁRM(n—1)) _1)

Sin embargo, a partir de la expresion anterior se puede demostrar que si se elimina
la tarea T,,_g,n+8ry. €ntonces el primer subconjunto de tareas y las primeras
(Brar — 1) tareas del segundo subconjunto caben en el procesador P;.

Por lo tanto quedan (Gga(n — 1) + 1) tareas de factor de utilizacién

€

ﬁRM”

(21/(5RM+1) _ 1) +

la cuales FF intenta asignar a los tltimos (n — 1) procesadores, {Ps, ..., P,}.

Ningtin procesador del conjunto {Ps, ..., P,} puede albergar (Bgy + 1) 0 més
tareas del segundo subconjunto, pues (Bra+1) de estas tareas tienen una utilizacién
total por encima del limite.

(Bru + 1) <(21/(BRM+1) —1)+ ) > (Bras + 1)(2Y/BrutD _ )

ﬁRMTL

Sin embargo, por definicién de gy, cada procesador en {Ps, ..., P,} puede
contener (Brys tareas. De tal forma que (Ggys tareas pueden asignarse a cada uno de
esos procesadores.

Como consecuencia, las tareas {7y gpyn+8aas - - - » Tm—1} S€ asignan a procesado-
res, pero la dltima, 7,,, no puede asignarse a ningin procesador.

De esta forma se concluye que el conjunto de tareas propuesto, de utilizacién
total g(m, n, Brar) + €, no cabe en n procesadores cuando € — 07, y por lo tanto el
limite de utilizacién URMF (m, n, Bras), debe ser menor o igual que g(m,n, Bry). A

La demostracién del teorema 17 requiere el lema 7 que se demuestra a continua-
cion. Este lema relaciona los limites de utilizacién asociados a un mismo nimero de
procesadores, pero distinto nimero de tareas, empleando una algoritmo de asigna-
cién razonable, representado por RA. El resultado es valido para la asignacién de
tareas FF, pues es valido para cualquier algoritmo razonable de asignacién que no
realice ordenacién de tareas.

Lema 7 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores que
no realiza ordenacion previa de las tareas antes de realizar la asignacion. Se cumple

URM-BA(g o) > URMEA(m n, ) para g <m
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Demostracion:
La demostracion es totalmente andloga a la dada en el lema 3, pagina 47, para pla-
nificacion EDF-RA. Es suficiente sustituir las iniciales EDF por las iniciales RM. B

A continuacion se demostrara una expresiéon que relaciona los limites de uti-
lizacién asociados a multiprocesadores con n y (n — 1) procesadores, empleando
asignacién de tareas FF. Esto permitirda obtener una cota inferior del limite de uti-
lizacién para asignacién de tareas FF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un nimero arbitrario n de procesadores.

Teorema 17 St m > Bryn se cumple

UBMEE (1 ) > (VP 1) By 4+ UBMFF (4 — By n— 1, )

Demostracion:
Se probara que cualquier conjunto de m tareas {71, ..., T, }, con factores de utiliza-
cién 0 < u; < a parat=1,...,m, y utilizacién total menor o igual que

(21/(’6RM+1) — 1)Brm + UVE{CI\A_FF(m — Brmsn— 1, )

cabe en n procesadores empleando planificacion RM en cada procesador y asignacién
de tareas FF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m — Bgys) tareas tienen utilizacién total menor o igual
que URMFE 1y — Bparm —1,a), esto es

m—LBRrM

Z Us; S UVIECN[_FF(m - 5RM7n_ 1,0()
i=1

Las primeras (m — Bgy) tareas caben en los primeros (n — 1) procesadores, pues su
utilizacion total estd por debajo del limite de utilizacion. Por lo tanto, empleando
el algoritmo FF se asignan a los (n — 1) primeros procesadores. Las restantes Srs
tareas caben en el iltimo procesador, pues la definicion de By, implica que al menos
Ory tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el ultimo
procesador no significa que se asignen al tultimo procesador. De todas formas, el
caso en el cual alguna de estas [Srys se asigna a alguno de los primeros (n—1) proce-
sadores es mas favorable, pues habria menos tareas que asignar al iltimo procesador.

Caso 2: Las primeras (m — Bgys) tareas tienen una utilizacién total mayor que
UM (m — Brar,n — 1, a), esto es,

m—BrM

Z ug > U (m = Bra,n — 1, )
=1

En este caso se demostrara que el conjunto de las m tareas aun cabe en n procesa-
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RM-FF
UWC (m_ﬂRMan_laa) A
Uk,1
sl Thk—1 Tk Tk+1 Tm—BRM Tm
Ui Uk—1 U Uk+1 Um—Brum Um
l——»|
k—1 m
> Ui D Ui
i=1 i=k
m—Brum
> U
=1

Figura 4.3: Situacién general en el caso 2 del teorema 17.

dores si su utilizacion total es igual a
URMEE (my — Brar,n — 1,a) + A

donde A € R, y
A< (21/(5RM+1) _ 1>6RM

Debe existir una tarea 7, cuyo factor de utilizacién wu;, sumado a los previos
factores de utilizacién u;, hace que el limite URMTY (1m—3pyr n—1, ) se supere. Esta
situacién se muestra en la figura 4.3, la cual representa graficamente los factores de
utilizacion de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostracién. El valor del subindice £k se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condicion

k-1 k
Zui < UBMFY(my — Brar,n —1,0) < Zul
i=1 i=1

Debe notarse que k < m — By, pues de otra forma se estaria en el caso 1.

Se puede demostrar que las primeras (k — 1) tareas caben en los primeros (n—1)
procesadores. La utilizacion total de las primeras (k — 1) tareas cumple

k—1
Zui < U (m = Bra,n — 1, )

i=1
Aplicando el lema 7 con (m — Bra) > (kK — 1) y con RA=FF, se obtiene

U™ (m — Brar,n — 1a) < U™ (k= 1,n — 1, )

y por lo tanto

k—1
Zui < U\Ef{(}v[_FF(k: - 17” - ]—7&)
i=1
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De esta forma, las primeras (k—1) tareas caben en los (n—1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignacién FF estas primeras (k — 1) tareas
se asignan a los (n— 1) primeros procesadores. Falta por demostrar que las restantes
(m—Ek+1) tareas se pueden asignar a alguno de los huecos que quedan en los primeros
(n — 1) procesadores, o bien al ultimo procesador que de momento esta vacio.

Analicemos la situacién actual, representada en la figura 4.3. Se tienen (m —
k + 1) tareas de factores de utilizacién comprendidos entre cero y «. Se tiene que
(m —k + 1) > Bru, pues en caso contrario se estaria en el caso 1. La utilizacién
total de estas (m — k + 1) tareas es ug1 + A, y por lo tanto es menor o igual que
U1+ (21/(5RM+1) — 1)Brum- El valor de uy ; es menor que a, pues uy; < uy < . Se
dispone de huecos en los primeros (n — 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m — k+1— Bry) tareas de utilizacion total menor o igual que uy 1, ademés
de un procesador, el ultimo, completamente vacio.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n — 1) procesadores, y el dltimo procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las ultimas (m — k + 1) tareas.

Para realizar la demostracion el conjunto de todas las posibilidades definido por
las restricciones anteriores se reducira, introduciendo una restriccion adicional que
llevara al caso méas desfavorable. La restriccion adicional consiste en considerar que
ninguna de las dltimas (m — k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n — 1) primeros
procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede demostrar de una
manera formal. Supéngase que alguna de las (m—k+1) tareas se asignase a uno de los
(n — 1) primeros procesadores, habria dos posibilidades. En la primera posibilidad,
el nuevo nimero de tareas sin asignar, esto es (m — k), es igual a Sgy por lo que las
(m — k) tareas caben en el ultimo procesador y finaliza la demostracién. La segunda
posibilidad proporciona el caso mas desfavorable, en el cual (m — k) es mayor que
Ora- En este ultimo caso la situacién es analoga a la representada en la figura 4.4,
pero con valores de ug; y A ain mas restringidos. Este razonamiento se puede
repetir con todas las tareas en {7y, ..., 7,,} que se asignasen a los (n — 1) primeros
procesadores obteniéndose que el conjunto de tareas cabe en los procesadores, o bien
un nuevo conjunto {7, ..., 7, } andlogo al de la figura 4.3 en el que ninguna de estas
tareas se asigna a alguno de los (n — 1) primeros procesadores.

La consideracién del caso mas desfavorable descrito por las restricciones ante-
riores tiene efecto sobre los factores de utilizacion de las tareas {7y, ..., 7, }. Estos
factores de utilizacion deben ser mayores que uy ;. La demostracion es simple, en ca-
so contrario el algoritmo FF asignaria alguna de estas tareas a alguno de los primeros
(n — 1) procesadores incumpliendo la restriccién del caso peor impuesta.

Para probar que las tdltimas (m — k + 1) tareas caben en el dltimo procesador
se debe probar que la utilizacién total de esas tareas es menor o igual que (m — k +
1)(2Y/(m=k+1) _ 1) esto es,

m

N i < (m— k4 1)@V 1)
i=k
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La figura 4.3 muestra que

Como se comento anteriormente, todos los factores de utilizaciéon en ese sumatorio
son mayores que o iguales a ug 1, y por lo tanto

(m — k’ + 1)Uk71 < Uk71 + A < ”k,l + (21/(6RM+1) — l)ﬁRM

Despejando uy, ;
(21/(/6RJW+1 —1)

Uk, < Prat (4.18)

m—k
Sustituyendo el valor de uy; dado por la ecuacién (4.18) en la ecuacion (4.17) se
obtiene

m ol/(Bru+1) _ 1
Zui < ( )ﬁRM + A
Py m—k
21/(5RM+1 -1
! . JBRM.  (1/Grat)) Z )30 por def. de A
m —
(m —k + 1)(2YBrv+) 1) Bp),
B m—k

En el caso 2 se tiene (m — k) > [ras. Por lo tanto, aplicando la relacién (iii) de
la pagina 245 se obtiene

(21/(5RM+1) _ 1)6RM < (21/(m—k+1) _ 1)(m o k‘)

y por lo tanto

D wp < (mo— k4 1)V ED 1)
i=k
Esta ecuacion muestra que las (m — k4 1) tareas cumplen la condicién de planifica-
bilidad de Liu y Layland (1973) para RM, de tal forma que son planificables sobre
el ultimo procesador.
Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilizaciéon total

URMFE (1 Brar, n—1, Brar)+A < URMFE (1 Bonr n—1, Brar)+(2YPrv D) 1) By,

cabe en n procesadores, de tal forma que el limite de utilizacién URMTY(m n, «)
debe cumplir

va]{é\/[-FF(m’ n, a) > (21/(5RM+1) _ 1)ﬁRM + UVE{CI\A'FF(m — Bryvsn — 1, (1/)

El limite de utilizacién para planificacion RM y asignacion de tareas FF se obtiene
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a partir de los teoremas 16 y 17, tal como muestra el teorema 18.

Teorema 18 St m > Bryn se cumple que el limite de utilizacion para RM-FF es
una funcion unica y exclusivamente de m, n y Bryr, y viene dada por

UfcM_FF(mv n, ﬁRM) = (n - 1)(21/(BRM+1) - 1)ﬁRM+

(4.19)
(m — Brar(n — 1))(2Ym=Bru(r=1) _ 1)

Demostracion:
En primer lugar se obtendrda una cota inferior del limite de utilizacién para un
conjunto de m tareas sobre un multiprocesador con n procesadores.

El teorema 17 relaciona el limite de utilizaciéon de conjuntos de m tareas en
multiprocesadores de n procesadores, con el limite de utilizacion de conjuntos de
(m — Bra) tareas en multiprocesadores de (n — 1) procesadores.

UBRMEE (), a) > (2Y6ratD) 1) 35+

RM-FF
Uwc

(4.20)
(m — Bry,n — 1, )

Pero el teorema 17 también relaciona el limite de utilizacién de conjuntos de (m —
Bra) tareas en multiprocesadores de (n—1) procesadores, con el limite de utilizacién
de conjuntos de (m — 2(rys) tareas en multiprocesadores de (n — 2) procesadores.

URM—FF(m — Brm,n — 1,04) > (21/(6’RM+1) _ 1)5RM+

we (4.21)
U‘f,{CM'FF(m — 2Brp, M — 2, @0)

Sustituyendo la ecuacién (4.21) en la ecuacién (4.20) se obtiene

UVIECM_FFOR — 25RM7 n — 2, O{)

Este procedimiento puede repetirse, hasta finalmente relacionar el limite de utiliza-
cion de conjuntos de m tareas en multiprocesadores de n procesadores, con el limite
de utilizacién de conjuntos de (m — (n — 1)Bgas) tareas en un monoprocesador.

UBMEE (mn, ) > (n— 1) (24 Ort) 1) Bpa+

UVIECNI_FF(m - (n - 1)BRM7 17 Oé)

(4.22)

El limite de utilizacién para (m — (n — 1)8ras) tareas y un procesador coincide con
el limite de Liu y Layland (1973) para RM, el cual es independiente del valor de .
URMFE () — (0 — 1)Brar, 1, ) = (m — (n — 1) Brar) (2= (=DBra) 1) (4.23)

Sustituyendo la ecuacién (4.23) en la ecuacién (4.22) se obtiene una cota inferior del
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limite de utilizacién de m tareas en n procesadores.

U™ (m,n, @) 2 (n —1)(2Y P — 1)y +

(4.24)
(m — (n — 1)Bga) (2Y/n—(=DBra) _ 1)

El teorema 16 demostrd que

UVIECI\A'FF(m, n,a) < (n— 1)(21/(ﬁ31‘/’+1) —1)Bru+

(4.25)
(m — (n — 1)Bra) (2Y/n—(=DBra) _ 1)

A partir de la ecuacién (4.24) y de la ecuacién (4.25) se tiene

va}g\/['FF(m’ n, a) = (n — 1)(21/(5RM+1) _ 1)ﬁRM+

(m — (n — 1)Bras) (2Y/ M= (n=DBrar) _ 1)
Se observa que URMFY 56l depende del nimero de tareas m, del nimero de proce-
sadores n, y del valor de (g, luego finalmente se concluye con el resultado

U™ = U (mon, Brar) = (n = 1)(2Y O — 1) B+

(m — Brar(n — 1))(21/(m—ﬂRM(n—1)) —1)

4.2.3 Limite de utilizacién para RM-BF

El algoritmo de asignacién Best Fit asigna cada tarea al procesador con menor
capacidad residual, pero suficiente para albergar la tarea. Si dos o mas procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P; ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostracion del limite de utilizaciéon para planificacion RM-BF es andloga
a la vista en el apartado 4.2.2 para la planificacion RM-FF.

Teorema 19 St m > Bryn se cumple

U B (m,m,0) < (0 — 1)V — 1) G

+ (m = Bar(n — 1))@V m=0) 1)

Demostracion:
La demostracion es idéntica a la del teorema 19. Es suficiente cambiar las iniciales
FF por las iniciales BF. |

A continuacion se demostrard una expresion que relaciona los limites de uti-
lizacién asociados a multiprocesadores con n y (n — 1) procesadores, empleando
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asignacion de tareas BF. Esto permitira obtener una cota inferior del limite de uti-
lizacién para asignacién de tareas BF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un nimero arbitrario n de procesadores. Una
gran parte de la demostracién es idéntica a la demostracién del teorema 17. No
obstante, la demostracién se proporciona completa por motivos de claridad.

Teorema 20 St m > Bryn se cumple

UUI]%CM-BF(m’ n, a) > (21/(5RM+1) _ 1)ﬁRM + Uﬁcj\/['BF(m — Bry,n — 1, (1/)

Demostracion:
Se probara que cualquier conjunto de m tareas {7,...,7,}, con factores de utiliza-
cién 0 < u; < a parat=1,...,m, y utilizacién total menor o igual que

(21/(6RM+1) — l)ﬁRM -+ U‘E}CM_BF(m - ﬁRMa n— 17 O./)

cabe en n procesadores empleando planificacion RM en cada procesador y asignacién
de tareas BF'.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m — Bgys) tareas tienen utilizacién total menor o igual
que URM-BY (1 — Bpyrn — 1, @), esto es

m—LBRrM

Z U; S UVIECN[_BF(m - 5RM7n_ 1,0()
i=1

Las primeras (m — Bgy) tareas caben en los primeros (n — 1) procesadores, pues su
utilizacion total estd por debajo del limite de utilizacion. Por lo tanto, empleando
el algoritmo BF se asignan a los (n — 1) primeros procesadores. Las restantes Sgs
tareas caben en el ultimo procesador, pues la definicion de Gz, implica que al menos
Ory tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el ultimo
procesador no significa que se asignen al ultimo procesador. De todas formas, el
caso en el cual alguna de estas [Sgys se asigna a alguno de los primeros (n—1) proce-
sadores es mas favorable, pues habria menos tareas que asignar al iltimo procesador.

Caso 2: Las primeras (m — [rys) tareas tienen una utilizacién total mayor que
UM BE(m — Brar,n — 1, a), esto es,

m—BruM

Z ug > U™ (m = Brar,n — 1, )
=1

En este caso se demostrara que el conjunto de las m tareas aun cabe en n procesa-
dores si su utilizacion total es igual a

USMBE (1 — Brar,m — 1,a) + A

donde A € R, y
A< (21/(5RM+1) — 1)Bru
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RM-BF
Uwc (m_ﬂRMan_laO‘) A
Uk,1
sl Thk—1 Tk Tk+1 Tm—BRM Tm
Ui Uk—1 U Uk+1 Um—Brum Um
l——»|
k—1 m
> Ui D Ui
i=1 i=k
m—Brum
> U
=1

Figura 4.4: Situacién general en el caso 2 del teorema 20.

Debe existir una tarea 7, cuyo factor de utilizacion wu, sumado a los previos
factores de utilizacién u;, hace que el limite URMBY (m—Bpyr, n—1, @) se supere. Esta
situacion se muestra en la figura 4.4, la cual representa graficamente los factores de
utilizacion de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostracién. El valor del subindice k£ se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condicion:

k—1 :
Zui < UBMBE(m — Bry,n—1,a) < Zul
i=1 i=1

Debe notarse que k < m — Bry, pues de otra forma se estaria en el caso 1.
Se puede demostrar que las primeras (k — 1) tareas caben en los primeros (n—1)
procesadores. La utilizacion total de las primeras (k — 1) tareas cumple

k—1
Zui < URPY(m — Brar,n — 1, )
i—1

Aplicando el lema 7 con (m — Bry) > (K — 1) y con RA=BF, se obtiene
U™ (m — Brar,n — 1,0) S U ™PF (k= 1,n - 1,0)

y por lo tanto

k-1
Zui < URMBE(E —1,n—1,a)
i=1

De esta forma, las primeras (k—1) tareas caben en los (n—1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignacién BF estas primeras (k — 1) tareas
se asignan a los (n— 1) primeros procesadores. Falta por demostrar que las restantes
(m—k+1) tareas se pueden asignar a alguno de los huecos que quedan en los primeros
(n — 1) procesadores, o bien al ultimo procesador que de momento esta vacio.
Analicemos la situacién actual, representada en la figura 4.4. Se tienen (m—k+1)
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tareas de factores de utilizacién comprendidos entre cero y a.. Se tiene que (m —k +
1) > Bru, pues en caso contrario se estaria en el caso 1. La utilizacion total de estas
(m—k+1) tareas es uy 1 + A, y por lo tanto es menor que uy  + (21 Frv+1) — 1) 35,
El valor de uy; es menor o igual que «, pues u, 1 < u, < . Se dispone de huecos en
los primeros (n—1) procesadores suficientes para albergar al menos (m—=~k-+1—Bras)
tareas de utilizacién total menor o igual que uy, 1, ademas de un procesador, el ultimo,
completamente vacio.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n — 1) procesadores, y el ultimo procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las ultimas (m — k + 1) tareas.

Para realizar la demostracion el conjunto de todas las posibilidades definido
por las restricciones anteriores se reducira, introduciendo restricciones adicionales
que llevardan al caso mas desfavorable. Estas restricciones adicionales se indican a
continuacién:

e Se tiene un dnico procesador entre los (n — 1) primeros con capacidad residual
uy1 capaz de albergar hasta (m—k+1— (gas) tareas. Los demds procesadores
de entre los (n—1) primeros estan completamente llenos, es decir, su capacidad
residual es cero.

e Ninguna de las tltimas (m — k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n — 1)
primeros procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede
demostrar de una manera formal. Supéngase que alguna de las (m — k + 1)
tareas se asignase a uno de los (n — 1) primeros procesadores, habria dos
posibilidades. En la primera posibilidad, el nuevo niimero de tareas sin asignar,
esto es (m—k), es igual a Ggps por lo que las (m — k) tareas caben en el ultimo
procesador y finaliza la demostracion. La segunda posibilidad proporciona el
caso mas desfavorable, en el cual (m — k) es mayor que Sry. En este dltimo
caso la situacion es analoga a la representada en la figura 4.4, pero con valores
de ux1 y A ain mas restringidos. Este razonamiento se puede repetir con todas

las tareas en {7y, ..., T, } que se asignasen a los (n — 1) primeros procesadores
obteniéndose que el conjunto de tareas cabe en los procesadores, o bien un
nuevo conjunto {7y, ..., 7, } andlogo al de la figura 4.4 en el que ninguna de

estas tareas se asigna a alguno de los (n — 1) primeros procesadores.

La consideracién del caso mas desfavorable descrito por las restricciones ante-
riores tiene efecto sobre los factores de utilizacién de las tareas {7,..., 7, }. Estos
factores de utilizaciéon deben ser mayores que uy ;. No obstante, la demostracién de
este hecho es mas compleja que la vista en el teorema 17 para RM-FF.

En primer lugar, las hipotéticas tareas en {7y, ..., 7,,} que no caben en ninguno
de los n procesadores se mueven a la derecha de 7,, en la figura 4.4. La denominacién
de hipotéticas responde a que en realidad como resultado de la demostracion estas
no existiran. Este movimiento no modifica la asignacion de tareas a procesadores.
A continuacién se modifican los subindices de las tareas teniendo en cuenta la nueva
ordenacion, de tal forma que la figura 4.4 sigue siendo valida. En primer lugar debe
notarse que u,, > ux,; pues de acuerdo con una de las restricciones 7, no se asigna
a ninguno de los (n — 1) primeros procesadores. Si u,, fuese menor o igual que ug
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la tinica posibilidad seria que {7y, ..., 7, } cupiesen en el tltimo procesador, en cuyo
caso el conjunto de tareas serfa planificable y terminaria la demostracion.

La demostracién de que el factor de utilizacién de todas las tareas {7y, ..., 7m}
es mayor que ug; se realizara por reducciéon al absurdo.

Sea 7; la primera tarea en {7y, ..., 7,} de factor de utilizacién menor o igual que
ug,1. Debe cumplirse que la capacidad residual del procesador una vez asignadas las
tareas {7y,...,7—1} debe ser menor que uy 1, pues en caso contrario 7; se asignarfa
a uno de los primeros (n — 1) procesadores. Esto es,

-1
(L= k+ )@Y — 1) = "y < gy (4.26)
i=k

La figura 4.4 muestra que

m m—1
uk,1+A:E u; = E Wi + Uy
i=k i=k

Como uy,, > up1 y m > [ resulta

-1
D up < A< (2O 1) 8y, (4.27)
i=k

Llevando este resultado a la ecuacién (4.26) se tiene

upy > (1 — k4 1)V 1) — (2YBrutl) _ 13, (4.28)
Por otra parte, al ser 7; la primera tarea en {7y,...,7,} de factor de utilizacién
menor o igual que uy 1, resulta que las tareas {7y,..., 71} deben tener factor de

utilizacién mayor que ug;. Por lo tanto teniendo en cuenta la ecuacién (4.27) se

deduce
(21/(5RM+1)*1 _ 1)

l—k
Juntando las ecuaciones (4.28) y (4.29) se obtiene

Ort (4.29)

Ug,1 <

(21/(5RA/1+1)*1 _ 1)

Bru
— (4.30)

(1 —k+1)(2YEFD 1) — (2V/Brutl) _ 1) 5., <

Simplificando esta expresién resulta
(2Y/Bra+D) _ 1) Bpyy > (YD 11— k)
Aplicando las relaciones (iii) y (i) de la pagina 245 en este orden
Bru =2 (I —k+1)

A partir de esta expresion, la relacién (ii) y que los factores de utilizacién de todas
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las tareas son menores o iguales que « resulta
-1
(= k+ 1)@V — 1) = "y > Bra (VP — 1) — (Bpy — Do (4.31)
i=k

Por definicién de Brys se tiene

v = {ﬁJ

por lo tanto Bry < 1/logy(a+1) y a < (21/8rM —1). Sustituyendo esta desigualdad
en la ecuacion (4.31) resulta

1—
(I —k+1D)RYEFD 1) =Y "y > (20 1) > o

i

—_

Il
B

Llevando este resultado a la ecuacion (4.26) resulta ug; > « lo cual representa una
contradiccién pues uy; debe ser menor que a.

Se acaba de demostrar que en el caso mds desfavorable las tareas {7y,..., 7}
tienen un factor de utilizacién mayor que uy ;. A partir de este punto la demostracién
es idéntica a la vista en el teorema 18 para RM-FF.

Para probar que las tdltimas (m — k + 1) tareas caben en el dltimo procesador
se debe probar que la utilizacién total de esas tareas es menor o igual que (m — k +
1)(2Y/(m=k+1) _ 1) esto es,

m

N ui < (m — k4 1)V 1)
i=k

La figura 4.4 muestra que

i=k
Como se comento anteriormente, todos los factores de utilizacién en ese sumatorio
son mayores que o iguales a uy 1, y por lo tanto

(m —k+ 1)uk,1 < Upi+ A< Uk, + (21/(’6RM+1) — 1)531\4

Despejando uy
(21/(5RM+1) _ 1)

U < Prn (4.33)

m—k

Sustituyendo el valor de wuy; dado por la ecuacién (4.33) en la ecuacion (4.32) se
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obtiene
m 91/(Bru+1) _ q
Zui < ( >5RM + A
p— m—k
91/(Bru+1) _ q
< ( . )Brm + (21/(ﬂRM+1) —1)Brum por def. de A
m —
(m — k + 1)(2Y/Brv+1) 1) Bp),
- m—k

En el caso 2 se tiene (m — k) > Bry. Por lo tanto, aplicando la relacién (iii) se

obtiene
(2Y/Bru+) )Gy, < 2V D ) (m — k)

y por lo tanto

m

> < (m— k4 1)@V )

i=k
Esta ecuaciéon muestra que las (m — k4 1) tareas cumplen la condicién de planifica-
bilidad de Liu y Layland (1973) para RM, de tal forma que son planificables sobre
el ultimo procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilizaciéon total
USMBE (1 —Brar, n—1, Brar)+A < URMBF (m—Brar, n—1, Brar)+ (21 Prv ) —1) By,

cabe en n procesadores, de tal forma que el limite de utilizacion URM-BY(m n, «)
debe cumplir

URMBE (1 ) > (24 Crvtl) _ 1)+ URMBE (g v n— 1, a1)

El limite de utilizacién para planificacién RM y asignacion de tareas BF se ob-
tiene a partir de los teoremas 19 y 20, tal como muestra el teorema 21.

Teorema 21 St m > Bryn se cumple que el limite de utilizacion para RM-BF es
una funcion unica y exclusivamente de m, n y Bry, y viene dada por

UfcM_BF(ma n, 5RM) = (n — 1)(21/(ﬁRM+1) _ 1)5RM+
(m — Bru(n — 1))(21/(m—ﬂRM(n—1)) —1)

Demostracion:
La demostracion es idéntica a la realizada en el teorema 18, sélo hay que sustituir
las iniciales FF por las iniciales BF. |
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4.2.4 Limite de utilizacion para RM-WF

El algoritmo de asignacién Worst Fit (WF) asigna cada tarea al procesador con ma-
yor capacidad residual, suficiente para albergar la tarea. Si dos o més procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P; ..., P,}. La descripcién detallada de
este algoritmo de asignacion de tareas puede encontrarse en el capitulo 2.1.1.

Para obtener el limite de utilizacion UM =W ge obtendra en primer lugar una
cota superior de dicho limite de utilizacion.

Esta cota superior se vera que coincide con la cota inferior proporcionada por
el corolario 2 para cualquier algoritmo razonable de asignacién de tareas a procesa-
dores. Como el algoritmo de asignacion WF es razonable resulta que el limite de
utilizacion asociado al mismo coincide con la cota inferior dada por el corolario 2,

tal como indica el corolario 3.

Teorema 22 Sim > Bryn se cumple

noUs + npUp — (n — 1) sia<U,

URM=WE (10 0, 0) < $ Uy — (ny — D silU, <a<U,
Uy si Uy <
donde
-1
Ng =M — {m J n—1
n
ny ="n—"Ng
U, = [ern - 1—‘ (21/(7”*77_% _ 1)
n
U, = V””‘ 1J ( 1 mset] 1)
n
Demostracion:

La demostracién se dividira en tres casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de a.

Caso 1:
Este caso se corresponde con a < U,. Se demostrard que existe un conjunto de m
tareas {7, ..., Tn}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién
total

naUs + Uy — (n — D+ €

con € — 0T, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignaciéon de tareas a procesadores.

El conjunto de m tareas se construye tal como sigue, estrictamente en el orden
indicado. Se tienen |[(m — 1)/n| subconjuntos de n tareas cada uno. Cada uno de
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estos subconjuntos esta formado por n, tareas de factor de utilizacién

U, — « N €
m—1)jn] " m—1

Ug =

y por n, tareas de factor de utilizacién

Ub—Oé + €
[((m—=1)/n] m-—1

A continuacion de los | (m — 1)/n]| subconjuntos anteriores vienen n,, tareas de factor
de utilizacién u,. Finalmente viene la 1ltima tarea, 7,,, de factor de utilizacién «.

Up =

Se puede comprobar que el conjunto tiene m tareas y que la utilizacién total del
conjunto es
nUs + Uy — (n — D+ €

En primer lugar hay que demostrar que el conjunto de tareas es valido, es decir, hay
que demostrar que los factores de utilizacién cumplen 0 < u; < a parai=1,...,n.

El factor de utilizacién de todas las tareas es obviamente mayor que cero. Ade-
mas el factor de utilizacién de la tltima tarea es menor o igual que a pues es
igual a a. Hay que demostrar entonces que u, y u, son menores o iguales que
a. A partir de la definicién de u, y up se deduce que wy > wu,, pues Uy, > U, y
|[(m—1)/n] < [(m —1)/n]. Por lo tanto es suficiente demostrar u, < a.

Sustituyendo el valor de U, en la definicién de wy

| minc (214%"*% _ 1) —a

CE + (4.34)

Up =

Por hipdtesis del teorema se tiene m > Gramn, y por lo tanto aplicando la relacion (i)
de la pagina 245 se tiene m > (Bryn+1). Como consecuencia, |(m — 1)/n| > Brus,
y [(m+n—1)/n| > Bry + 1.

Por otra parte en la pagina 157 se demostré

a > (21/(BRM+1) —1)
Se deduce entonces empleando la relacion (ii)

{m—i—n—l

. J <21/L%"_1J — 1) < (5RM 4 1)(21/(5RM+1) _ 1)

Llevando todas estas relaciones a la ecuacién (4.34) se obtiene

€

< 21/(5RM+1) -1
us < )+ m—1

Tal como se indicé anteriormente o > (2Y/B&M+1) 1) Entre dos niimeros rea-
les es siempre posible encontrar otro nimero real, y por lo tanto eligiendo un e
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Ug Ug, Ug Ug, Pl
na

Ug Ug, Ug Ug, P2

Up Up Up P3
ny Up Up Up P4

Up Up Up P5

LmT_lJ subconjuntos de n tareas
Figura 4.5: Asignacién de las (m — 1) primeras tareas en el caso 1 del teorema 22,

param = 18 y n = 5.

suficientemente pequeno se tiene u;, < «.

A continuacién se demostrara que el conjunto de tareas propuesto no cabe en el
multiprocesador. Las (m — 1) primeras tareas se asignan tal como se indica en la
figura 4.5. Como resultado de la asignacién de las (m — 1) primeras tareas, los n,
primeros procesadores reciben [(m — 1)/n] tareas de factor de utilizacién u,. Estos
procesadores tienen una capacidad residual de valor

Us—[(m—=1)/n]u, =a—¢€/(m—1)

Por lo tanto, la ultima tarea de factor de utilizacién « no cabe en estos procesadores.

Con respecto a los restantes n;, procesadores sucede algo analogo. Estos proce-
sadores reciben | (m — 1)/n| tareas de factor de utilizacién wu,. Estos procesadores
tienen una capacidad residual de valor

Uy —|[(m—=1)/n]u,=a—¢/(m—1)

Por lo tanto, la tdltima tarea de factor de utilizacion a no cabe en estos procesadores.

Caso 2:
Este caso se corresponde con U, < a < U,. Se demostrara que existe un conjunto de
m tareas {7, ..., T}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién
total

nyUp — (np — 1o+ €

con € — 0T, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignacion de tareas a procesadores.
El conjunto de m tareas se divide en cuatro subconjuntos. Un primer subconjunto
formado por (m —n — 1) tareas de factor de utilizacién
€

v (m—mnp—1)

parai=1,...,(m—n—1).
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Un segundo subconjunto formado por n, tareas de factor de utilizacién
u; = Uy — «x

para i = (m —n),...,(m —n, — 1).

Un tercer subconjunto formado por n, tareas de factor de utilizacion

€
= —

Com—mny—1)
para i = (m —ng),...,(m—1).

Un cuarto subconjunto formado por una tnica tarea, 7,,, de factor de utilizacién
Uy = «

Se puede comprobar que la utilizacién total del conjunto de m tareas es igual a
nyUp — (nb — 1)a + €

Antes de demostrar que el conjunto de tareas no cabe en el multiprocesador es
necesario demostrar que dicho conjunto es valido, es decir, debe demostrarse que se
cumple 0 < u; < aparai=1,...,n.

Resulta obvio que los factores de utilizacion de todas las tareas son mayores que
cero. Por otra parte, los factores de utilizacién del primer y tercer subconjunto
son menores o iguales que «a eligiendo un € suficientemente pequeno. El factor
de utilizacion de la tnica tarea que compone el cuarto subconjunto es obviamente
menor o igual que a.. Resta por demostrar entonces que el factor de utilizacién de las
tareas del segundo subconjunto son menores o iguales que a.. Para ello debe tenerse
en cuenta que para valores de 2 mayores que cero la funcién z(2'/% — 1) es monétona
decreciente y decrece cada vez mas lentamente, pues su primera derivada es negativa,
y su segunda derivada positiva. Llevado esto a nuestro problema significa que

-0, = [P () ) - [ (] )

n n
<12'—1)—22"2-1)=1-2(vV2-1)
Como « se encuentra entre U, y Uy, resulta
Uy—a<U,—U, <1-2(+/2-1) = 0172

Al encontrarse « entre U, y U, entonces a > U,. Se sabe que U, > In2 por ser
la funcién z(2'/* — 1) mondtona decreciente para valores de z positivos, y por ser
lim, oo (247 — 1) = In2. Como 0’172 < In2 ~ (/69 los factores de utilizacién de
las tareas del segundo subconjunto son menores que «.

A continuacion se probara que el conjunto de tareas anterior no cabe en el multi-
procesador. Las (m—1) primeras tareas se asignan tal como se indica en la figura 4.6.
Como resultado de la asignacién de las (m — 1) primeras tareas, los n, primeros pro-
cesadores reciben [(m — 1)/n] tareas de factor de utilizacién u; = €/(m — n, — 1).
La tarea 7, de factor de utilizacién « no puede asignarse a ninguno de estos n, pri-
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e = Tmny—1)
n, { U Ue U Ue P
Ue Ue Ue Ue Py
U U U, — « Ps
ny Ue Ue Ub — P4
Ue Ue Ub — P5

Figura 4.6: Asignacién de las (m — 1) primeras tareas en el caso 2 del teorema 22,
param = 18 y n = 5.

meros procesadores, pues el limite de utilizacién asociado a [(m — 1)/n] + 1 tareas
es U, y por lo tanto la capacidad residual de estos procesadores es

-1
Ua—[m —‘e<a
n

Como resultado de la asignacién de las (m — 1) primeras tareas, los restantes n; pro-
cesadores reciben |[(m — 1)/n| tareas, las cuales acumulan una utilizacién total por
encima de U, —«. La tarea 7, de factor de utilizaciéon a no puede asignarse a ningu-
no de estos ny, procesadores, pues el limite de utilizacién asociado a [(m —1)/n| +1
tareas es U,.

Caso 3:
Este caso se corresponde con U, < . Se demostrara que existe un conjunto de m
tareas {7, ..., T}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién
total

U=U,+¢€

con € — 07, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignacion de tareas a procesadores.

El conjunto de m tareas se construye a partir de dos subconjuntos. Un primer
subconjunto formado por (m — 1) tareas de factor de utilizacién u; = ¢/(m — 1), y
una tarea 7, de factor de utilizacién u,,, = U,. Puede comprobarse que la utilizacion
total de este conjunto de tareas es (U, + €), y que ademas el factor de utilizacién de
todas las tareas cumple 0 < u; < a.

De acuerdo con el algoritmo de asignacion WF las (m — 1) primeras tareas se
dividen equitativamente en ntimero (en lo posible) entre los n procesadores. Co-
mo resultado, el procesador o procesadores que menos tareas recibiran, recibiran
|(m —1)/n] tareas. Los demds recibirédn [(m — 1)/n| tareas. Si la tarea 7, cupiese
en alguno de los procesadores, cabria en uno de los procesadores con menos tareas,
pues para estos el limite de utilizacion es mas alto. Si embargo, la utilizacién total
de [(m —1)/n] tareas de factor de utilizacién €/(m — 1) y una tarea de factor de
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utilizacion Uy, es igual a

[(m — 1)/n) —— + Ty = [(m — 1)/n] — qm”‘lJ (2122 1)

m— 1 m—1 n

y por lo tanto mayor que

<{m; 1J + 1) (21/(L’"T’1J+1) _ 1) _ {%MJ (2%%’“1 _ 1)

que es el limite de utilizacién para |[(m —1)/n] + 1 tareas. En conclusién, la tarea
Tm NO cabe en ninguno de los procesadores.

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostracion no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una funcién continua. |

Corolario 3 Sim > [Bryn se cumple

naUs + Uy — (n — 1) sia<U,

UBM=WE (1 n,a) = { myUy — (np — 1)a siU, <a<U
Ub St Ub<a
donde
-1
Ng =M — \‘m J n—1
n
ny ="n—"Ng
U, — [m—i—n—l-‘ (21/(%%11 B 1)
n
U, — {mjtn—lJ ( /| mtnet | _1>
n
Demostracién

A partir del teorema 22 se tiene

naUs + Uy — (n — 1) sia< U,
URM=WE (m n,a) < nyU, — (np — 1o siU, <a<U,
Uy siU, <

Por otra parte, como WF es un algoritmo razonable de asignacion de tareas, apli-
cando el corolario 2 se deduce

naUs + Uy — (n — 1) sia< U,
URM=WE (m n,a) > { nyU, — (np — 1o siU, <a<U,
U, sily, < «
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y por lo tanto

naUs + Uy — (n — 1) sia< U,
UBM=FE (1 o) = $ mpUy — (ny — 1) sil, <a<U,

U, sily < «

[ |

El limite de utilizacién empleando planificacion RM-WF es el més bajo posible

de entre todos los algoritmos razonables de asignacién de tareas, pues coincide con
la cota inferior proporcionada en el apartado 4.2.1.

4.2.5 Limite de utilizacion para RM-RF

El algoritmo de asignaciéon Random Fit (RF) asigna de forma aleatoria cada tarea
entre todos los procesadores con capacidad al residual suficiente para albergar la
tarea. La descripcion detallada de este algoritmo de asignacion de tareas puede
encontrarse en el apartado 2.1.1.

Este algoritmo es el peor de los algoritmos de asignacion razonables en términos
de limite utilizacion. La explicacion es simple, la asignacion de tareas a procesadores
realizada por cualquier algoritmo razonable de asignacion podria ser el resultado
también de la asignacién de tareas empleando el algoritmo RF. La probabilidad de
que RF realice la misma asignacién puede ser mayor o menor, pero en cualquier caso
esa posibilidad siempre existe y debe ser tenida en cuenta.

A continuacién, el teorema 23 proporciona el limite de utilizacion empleando
planificacion RM-RF.

Teorema 23 St m > Bryn se cumple

neUs + npUp — (n — 1) sia<U,

UfcM_RF(ma n, a) = < npUp — (nb — 1)0{ stU, <a<U,
Uy silUy < «
donde
-1
Ng =M — Lm J n—1
n
ny ="n—"Ng
U, = [ern 1-‘ (21/(%"_1W — 1)
n
U, = an ~ 1J (21/Lm+::‘1J _ 1)
n
Demostracién

En el apartado 4.2.4 se obtuvo el limite de utilizacién empleando el algoritmo (razo-
nable) de asignacién de tareas WF. Como el limite de utilizacién empleando asigna-
cion RF no puede ser mayor que el limite de utilizaciéon empleando asignaciéon WF
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resulta

n Uy + Uy — (n — Do siv < U,
URM=RA(m n ) < { npU, — (np — D siU, <a<U,

Uy silUy, < «

Por otra parte, a partir del corolario 2 se sabe que el limite de utilizaciéon asociado a
todos los algoritmos razonables de asignacion de tareas debe ser mayor o igual que

naUs + Uy — (n — 1) sia < U,
nyUp — (np — 1o silU, <a<U,
U, silUy, < «

y como el algoritmo RF' es razonable se deduce

naUs + Uy — (n — 1) sia < U,
UM (m,n, o) = ¢ nyUy — (ny — 1o siU, <a<U,

U, silUy, < «

El algoritmo de asignacion RF puede emplearse para obtener los limites de uti-
lizacién en el caso de la creacion y destruccion dinamica de tareas que ocurre en los
cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

4.2.6 Limite de utilizacion para RM-OPT

El algoritmo de asignacién de tareas a procesadores denominado Optimal (OPT)
es el algoritmo optimo de asignacion de tareas a procesadores. La obtencion de la
asignacién 6ptima de tareas, es analoga al problema denominado bin-packing. Este
problema pertenece a la clase de problemas NP-hard en el sentido estricto, por lo
que no puede resolverse en general en tiempo pseudopolinomial. Aunque la bus-
queda de la asignacién optima de tareas a procesadores no resulta practica, sirve
como referencia para conocer lo lejos que esta un algoritmo heuristico de asignacion
del algoritmo optimo de asignaciéon. Por ejemplo, si los resultados obtenidos para
un determinado algoritmo de asignacion son cercanos a los obtenidos por el algorit-
mo 6ptimo, entonces no merece la pena la busqueda de algoritmos heuristicos méas
complejos pues la mejora que puede obtenerse es pequena.

La descripcién detallada de este algoritmo de asignacion de tareas puede encon-
trarse en el apartado 2.1.1.

El algoritmo de asignaciéon OPT asigna de forma factible todos los conjuntos de
tareas que pueden asignarse con otros algoritmos. Por lo tanto se deduce que el limite
de utilizacion para RM-OPT es mayor o igual que el limite de utilizacién empleando
otros algoritmos de asignacion y planificacion RM en cada procesador. En particular,
los algoritmos razonables tipo RAD que incluyen una etapa previa de ordenacion de
las tareas en sentido de factores de utilizacion decrecientes proporcionan el maximo
limite de utilizaciéon de entre todos los algoritmos razonables de asignacion. La
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demostracion puede verse en el teorema 4 de la pagina 185. Como el algoritmo OPT
es también razonable, resulta que el limite de utilizaciéon asociado al mismo debe
coincidir con el limite de utilizaciéon asociado a los algoritmos RAD. Es decir,

URM-OPT _ gRM=RAD (1 1 o) = (Bpagn + 1)(21/60m D) 1)

El algoritmo FFD es del tipo RAD. Sin embargo, esto no significa que los algoritmos
FFD y OPT sean capaces de asignar los mismos conjuntos de tareas, sino que com-
parten el caso peor. En realidad, hay conjuntos de tareas que pueden ser asignados
empleando el algoritmo OPT pero no el FFD. El resultado inverso no es cierto por
definicién del algoritmo éptimo de asignacion.

4.2.7 Limites de utilizacion empleando ordenacion

Por motivos de claridad, en este apartado se repite la introduccién a los limites de
utilizaciéon empleando ordenacién proporcionada en el apartado 3.2.7.

Los algoritmos de asignacion FF, BF, WF y RF no son mas que distintas formas
de elegir un procesador de entre todos los procesadores en los que cabe una tarea.
Estos algoritmos no suponen una determinada ordenacion de las tareas antes de
hacer la asignacién. Las tareas vienen definidas tnicamente por sus factores de
utilizacion, por lo que la ordenacién de tareas consiste en la ordenacion basada en
factores de utilizacién. Se consideran dos tipos de ordenacién:

e Factores de utilizacién crecientes. Este tipo de ordenacién se denota por I
(Increasing). Después de realizar la ordenacién los factores de utilizacién de
las tareas cumplen la propiedad:

u1§u2§"'§um71§um
donde 7 es la primera tarea que se asigna, y 7, la ultima.

e Factores de utilizacion decrecientes. Este tipo de ordenacion se denota por D
(Decreasing). Después de realizar la ordenacion los factores de utilizacion de
las tareas cumplen la propiedad:

Up 2 Ug 2>+ 2 Uyl = Uy
donde 7y es la primera tarea que se asigna, y 7, la ultima.

Si so se considera ningun tipo de ordenacién los algoritmos de asignaciéon con-
servan los nombres anteriores, esto es, FF, BF, WF y RF. No obstante si llevan
a cabo un determinado tipo de ordenacion antes de hacer la asignaciéon llevan una
letra adicional que hace referencia a la misma. Para ordenacién en sentido de fac-
tores de utilizacion se tienen los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Para ordenacion
en sentido decreciente de factores de utilizacion crecientes se tienen los algoritmos
FFD, BFD, WED y RFD.

En general, la ordenacién de tareas tiene efecto sobre los limites de utilizacion
absolutos y estadisticos, tal como se muestra en este apartado y en el apartado 4.4.
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Sin embargo hay un precio a pagar. En primer lugar, el algoritmo de ordenacién
tiene una complejidad O(mlogm), donde m es el niumero de tareas. Este algorit-
mo tiene en general un coste computacional no despreciable, aunque asumible en
muchos casos. En segundo lugar, el proceso de ordenacion es incompatible con una
asignacion en linea de tareas a procesadores. Con la asignacion en linea no se conoce
a priori el conjunto completo de tareas a asignar, por lo que cada vez que llega una
nueva tarea, el proceso de ordenacion puede dar lugar a que una tarea previamente
asignada a un procesador deba reasignarse a otro procesador. Esto va en contra de
la filosofia de la planificacién multiprocesador con particionado, donde se trata de
evitar la migracion de tareas entre procesadores. La asignacién en linea de tareas
plantea ademas otros problemas que se tratan en el capitulo 6.5.

A continuacién se muestra el efecto de la ordenacion de tareas sobre los limites
de utilizacion. Deliveradamente se ha excluido el andlisis de los algoritmos que
incluyen ordenacién antes de realizar la asignacion OPT (6ptima). La razén es
simple, la ordenacion de tareas no influye sobre la asignacién realizada empleando
el algoritmo OPT.

Algoritmos de ordenacion en sentido decreciente

De igual forma que sucedia empleando planificacion local EDF, empleando planifica-
cién local RM la ordenacion previa de las tareas en sentido de factores de utilizacién
decrecientes hace que el limite de utilizacion asociado a todos los algoritmos de
asignacién razonables sea el mismo, y ademas de idéntico valor a la cota superior
proporcionada por el teorema 15.

Teorema 24 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores
que no asume ninguna ordenacion de los factores de utilizacion. Sea RAD el algo-
ritmo de asignacion de tareas a procesadores obtenido ordenando previamente las
tareas en sentido decreciente de factores de utilizacion y aplicando posteriormente
el algoritmo de asignacion RA. St m > Bryn yn > 1, se cumple

Uch_RAD > (ﬁRM” + 1)(21/(5RMTL+1) _ 1)

Demostracion:
Sea {71,...,Tn} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
Tr la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignacién es razonable, aplicando la ecuacién (2.1) de la pdgina 29 se
tiene

U; > (my + 1)(2Y0m 4D — 1) —q, (4.35)

para j = 1,...,n. Donde U; es la utilizacién total de las tareas previamente asigna-
das al procesador P;, m; es el nimero de estas tareas y u; es el factor de utilizacion
de la tarea 7.

La utilizacién total de las k primeras tareas se puede obtener como

Z U; = Z U -+ U (436)

=1
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A partir de la ecuacién (4.35) y de la ecuacién (4.36) se deduce

k n
D > (my+ 1)V — 1) — (n — Dy (4.37)
i=1 j=1

Una consecuencia de la ordenacion de tareas en sentido de factores de utilizacién
decrecientes es que el factor de utilizacién de la tarea 7, es menor o igual que el
factor de utilizacién de las tareas {1y,...,7x_1}. Por lo tanto se cumple

U S ——
k

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (4.37) y despejando Zle u; se obtiene

k n

k

w > —— Y (m; 4+ 12V

S A S e
i=1 7j=1

La suma de los factores de utilizacion de las k primeras tareas es siempre menor o

igual que U, la suma de los factores de utilizacién de todas las tareas. Por lo tanto

también se cumple

]{; n

U>—— 1) (Yt g 4.38
T 2 ) ) (439)
Las variables k y {m,...,m,} no pueden tomar cualquier valor. En particular

m; > [Bru, pues en caso contrario la tarea 7, cabria en el procesador P;, lo cual
va en contra de la hipdtesis. Debe tenerse en cuenta que todo procesador puede
albergar al menos gy, tareas. Por otra parte, se sabe que

j=1

y por lo tanto k > (Brun + 1). Bajo estas restricciones se puede demostrar que
para n > 1 la funcién

) (IR CLLCALES)
n —

J=1
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se minimiza'para los valores k = (Bryn + 1) y mj = Bgy para j = 1,...,n. A
partir de la ecuacién (4.38) se deduce entonces

n

Z(ﬁRM + 1)(21/(f6RM+1) )=

j=1
(ﬁRMTL + 1)(21/(6’RMn+1) _ 1)

Brun +1

U >

Una condicién necesaria para que un conjunto de tareas no quepa en n procesadores
es que su utilizacion total sea mayor que

(Brmn + 1)(21/(6RMn+1) —1)

o lo que es equivalente, cualquier conjunto de tareas de utilizacién menor o igual
que
(Brarn + 1)(2Y/Brantl) _ 1)

es planificable sobre n procesadores. Como no se ha realizado ninguna hipotesis
sobre el algoritmo de asignacion de tareas salvo que este sea razonable, y que todas
las tareas a asignar estén ordenadas en sentido de factores de utilizacién decrecientes

resulta que
Ullj[fwfRAD > (Brun + 1)(21/(ﬁmm+l) —1)

donde RAD es un algoritmo de asignacion de tareas obtenido obtenido mediante
previa ordenaciéon de las tareas en sentido de factores de utilizacion decrecientes, y
posterior asignacion razonable de tareas. |

Corolario 4 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores
que no asume ninguna ordenacion de los factores de utilizacion. Sea RAD el algo-
ritmo de asignacion de tareas a procesadores obtenido ordenando previamente las
tareas en sentido decreciente de factores de utilizacion y aplicando posteriormente
el algoritmo de asignacion RA. Sim > Brymn se cumple

Ugy_RAD(” > 1, Bru) = (Brum + 1)(21/(/3’””"“) -1) (4.39)

Demostracion:
Por una parte el teorema 24 proporciona la cota inferior

UchfRAD > (Brun + 1)(21/(ﬁmm+l) —1)

para el caso n > 1.

Por otra parte el teorema 15 proporciona una cota superior del limite de utiliza-
cion de cualquier algoritmo de asignacién, y por lo tanto es aplicable a los algoritmos
RAD.

UfcM—RAD < (Brumn + 1)(21/(ﬂRMn+1) —1)

1Para n = 1 la minimizacién ocurriria para mi1 = m, independientemente del valor de k.
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Se obtiene entonces
Ufj‘”’RAD(n S 1;5RM) _ (5RM” + 1)(21/(5121\/m+1) _ 1)

En particular los algoritmos FFD, BFD, WFD y RFD tienen el mismo limite de
utilizacion de valor
URM—FFD(

_ yRM-BFD( _ WD

n> 1, Brum) n > 1, Brum) n>1,08rm) =

UBM=RED (5 < 1 Bprr) = (Brum + 1)(21/(6RMn+1) —1)

que coincide con el maximo posible. Por consiguiente todos estos algoritmos son
optimos desde el punto de vista del limite de utilizacién. Ni siquiera el algoritmo
de asignacién 6ptimo puede tener un limite de utilizacién mayor (de hecho tiene el
mismo).

Para el caso n = 1, el limite de utilizacién coincide obviamente con el de Liu y
Layland (1973) para planificacién RM.

Algoritmos de ordenacion en sentido creciente

De igual forma que se demostraba en el apartado 3.2.7 para planificacién local EDF
que la ordenacién previa de las tareas no puede reducir el limite de utilizacién, se
puede demostrar lo mismo de forma analoga para el caso de planificacion local RM.

i e Uy Ut Ut S8 2 BT, U T 2
Uwc ) y Uwc Z U’LUC *

En el caso de factores de utilizacion decrecientes el limite de utilizacion no es el
mismo para todos los algoritmos razonables, al contrario de lo que sucede cuando
los factores de utilizacién siguen una secuencia decreciente.

Algoritmo de asignacion FFI
El teorema 16, en la pagina 159 demuestra que

LWM_ o — 1/(Brum+1)
Y R
+ (m ﬁRM(TL — 1))(f21/(m—ﬂRM(n—1)) 1)

para ello se empleo un conjunto de m tareas, dividido en dos subconjuntos: un
primer subconjunto de (m — fBryn) tareas, y un segundo subconjunto de [Bryn
tareas, y se comprobd que no cabian en n procesadores empleando asignacion FF.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilizacion de
valor

(m — Brar(n — 1))(2QYm=Bru(=1) _ 1) _ (2V/Bru+) _ 1)3py,

(m — Brun)

U; =

dondei=1,...,(m — Brun).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilizacién
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de valor .

ﬁRMTl

u; = (21/(5’RM+1) — 1)+
donde it = (m — fryn +1),...,m.

Este conjunto de m tareas estd ordenado en sentido de factores de utilizacién
crecientes, pues como se demostrara a continuacion los factores de utilizacion de las
tareas del segundo subconjunto son mayores o iguales que los factores de utilizacion
de las tareas del primer subconjunto. En la ecuacién (4.14) del teorema 16 se
muestra la siguiente restriccién de los factores de utilizacion de las tareas del primer

subconjunto
(21/(5’RM+1) — 1)

u; <
(m — Brun)
Como m > fBryn, y m, Bry ¥y n son enteros resulta m > (Gras + 1). Se obtiene

entonces
w; < (21/(5RM+1) _ 1)

Por lo tanto, los factores de utilizacién de las tareas del primer subconjunto son me-
nores o iguales que los factores de utilizacion de las tareas del segundo subconjunto.

El razonamiento empleado para obtener la cota superior del limite de utilizacién
para planificacion RM-FF podria emplearse para planificacion RM-FFI, obtenién-
dose exactamente la misma cota. Teniendo en cuenta que el limite de utilizacion
empleando asignacién FFI no puede ser menor que el obtenido con asignacién FF
resulta que ambos limites de utilizacion son iguales.

Uye' = Uy "

m’n7/8RM) manaﬁRM):
(n . 1)(21/(51%1\/1—1—1) _ l)ﬁRM + (m _ ﬁRM(n N 1))(21/(m—BRM(n—1)) . 1)
(4.40)

Algoritmo de asignacién BFI
Siguiendo una linea de razonamiento idéntica a la mostrada en el caso de asignacién
FFI, se deduce que la cota superior proporcionada por el teorema 19 de la pagina 167
es valida para asignacion BFI. Como por otra parte el limite de utilizacion para
asignaciéon BFI no puede ser menor que el limite de utilizacion para asignacion BF
resulta que ambos limites de utilizacion son iguales.

Uge' 1 = Uy’ 7"

m,n, Brar) m,n, Brar) =
(n = 1)(2YER+D — 1) Bpas + (m — Brar(n — 1)) (240 Frut=1) 1)
(4.41)

Algoritmo de asignacion WFI
Cuando las tareas se ordenan en sentido de factores de utilizacién crecientes el
algoritmo de asignacién de tareas WF asigna las tareas a los procesadores de forma
estrictamente secuencial. Es decir, si se modifican los indices de las tareas para ser
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up <up < --- < ugg

T1 Te6 T11 T16 P
T2 T7 T12 T17 P,
73 T8 T13 718 Ps
T4 T9 T14 Py
75 T10 T15 Ps

Figura 4.7: Ejemplo de asignaciéon de tareas empleando el algoritmo WFI, para
m =18y n = 5.

consecuentes con la ordenacion, la tarea 73 se asigna al procesador de indice

k — V; — 1J n
n
Si no cabe en dicho procesador, entonces no cabe en ningiin otro procesador. En la
Figura 4.7 puede verse un ejemplo de asignacién de tareas empleando el algoritmo
WFI. La asignaciéon WFI podria por lo tanto implementarse siguiendo el algoritmo
simple 4.2.1. No se proporciona la demostracion formal de que este algoritmo es
equivalente al WFI pues es un resultado intuitivamente claro.

A continuacién se obtiene el limite de utilizacién para asignacion WFI. Para ello,
en primer lugar se obtiene una cota inferior de dicho limite de utilizacién.

Teorema 25 St m > Bryn se cumple

nU, — (n — 1)« st a < U,

[TRM-WPFI (0 0 ) <
we (m, n, ) < U, st Uy < «

donde
U, = Lim e 1J (2“[7’"7’1 - 1)

n

Demostracion:
La demostracion se dividira en dos casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de «a.

Caso 1:
Este caso se corresponde con o < U,. Se demostrara que existe un conjunto de m
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tareas {7, ..., 7T}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién
total
nU, — (n—1)a+¢

con € — 07, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignaciéon de tareas a procesadores.

El conjunto de tareas se divide en tres subconjuntos. El primer subconjunto esta
formado por n, tareas de factor de utilizaciéon

€

U; =
m—1

parat=1,...,n,. Donde
5
ng=m+n—1—|——|n
n

El segundo subconjunto estd formado por (m —n, — 1) tareas de factor de utili-
zacion
Ub — €
= +

YT Tme

parai = (n,+1),...,(m—1).

El tercer subconjunto esta formado por una tunica tarea, 7,,, de factor de utili-
zacion a.

Se puede comprobar que la utilizacién total del conjunto de tareas es

nUp,— (n—1)a+¢

Otra asignacién WFI
ordenar las tareas en sentido creciente de utilizaciones
7:=1
desde 7 :=1 hasta m
si CR(j) > u;

asignar 7; a F;

si no
retornar NO PLANIFICABLE
fin de si
ji=Jg+1
sig>n
j=1
fin de si

fin de desde
retornar PLANIFICABLE
fin de otra asignacién WFI

Algoritmo 4.2.1: Un algoritmo simple de asignacién de tareas WFI.
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Hay que comprobar que el conjunto de tareas es vélido, esto es, debe verificarse
que 0 < u; < aparai = 1,...,n. Ademas debe cumplirse que los factores de
utilizacién siguen una secuencia creciente.

Los factores de utilizacion son obviamente mayores que cero. El factor de utili-
zacion de las tareas del primer subconjunto es menor que « eligiendo un € suficiente-
mente pequeno. El factor de utilizacion de la unica tarea del tercer subconjunto es
menor o igual que «, pues de hecho toma el valor a. Se demostrara a continuacién
que los factores de utilizacién de las tareas del segundo subconjunto son menores o
iguales que «. Sustituyendo el valor de U, en la definicién de u; de las tareas del
segundo subconjunto se tiene

man=1| (oU/[™2=1] _ 1) _
[t (2 /L’”—‘lj ) +—— (4.42)

n

U; =

Por hipdtesis del teorema se tiene m > Sryn, y por lo tanto m > (Gryn+1). Como
consecuencia, [(m —1)/n| > Bru, y |(m+n —1)/n] > Bram + 1 Por otra parte de
acuerdo con la ecuacién (4.10) de la pagina 157 se cumple

a > (21/(5RM+1) _ 1)

Llevando todas estas relaciones a la ecuacién (4.42) se obtiene

€

. < 9l/(Bru+1) _ 1
u; < ( )t

Tal como se indico anteriormente o > (2%/&v+1) — 1), Entre dos niimeros rea-
les es siempre posible encontrar otro niimero real, y por lo tanto eligiendo un e
suficientemente pequeno se tiene u; < a.

Los factores de utilizacién siguen una secuencia creciente pues eligiendo un €
suficientemente pequeno se tiene

€ U, — « €

m—1 " 23] T

A continuacién se probara que el conjunto de tareas anterior no cabe en el mul-
tiprocesador.

Las (m — 1) primeras tareas se asignan de forma secuencial a los procesadores,
de acuerdo con el algoritmo 4.2.1 de la pagina 189. La situacion después de la
asignacion puede verse en la figura 4.8.

Si la tarea 7, cupiese en algin procesador cabria en uno de los n, = (n — n,)
ultimos procesadores. La utilizacion total de uno cualquiera de estos n; procesadores

es {mglJ (TIZ”%TijE‘l)

y por lo tanto mayor que U, — «v. El limite de utilizacién asociado a [(m — 1)/n]| +1
tareas es Uy, y por lo tanto la ultima tarea de factor de utilizacién « no cabe en
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m—1
Up—«
Ue = Ln‘ifl ] + U

n

n Ue Ug Ug Ug P
a

U, Ue U U Py
U U Ue Py
e U U U Py
U U Ue Py

Figura 4.8: Asignacién de las (m — 1) primeras tareas en el caso 1 del teorema 25,
param = 18 y n = 5.

ninguno de los procesadores.

Caso 2:
Este caso se corresponde con o > U,. Se demostrara que existe un conjunto de m
tareas {7, ..., T}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién

total Uy + €, con € — 07, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo
WFTI de asignacién de tareas a procesadores.

Se considera el mismo conjunto de tareas que el caso 3 del teorema 22, en la
pagina 174. Este teorema obtenia una cota superior para la asignacion WF. El
conjunto de m tareas se construye a partir de dos subconjuntos. Un primer sub-
conjunto formado por (m — 1) tareas de factor de utilizacién u; = €/(m — 1), y una
tarea 7, de factor de utilizacién u,, = U,. Puede comprobarse que los factores de
utilizacion de las tareas estan en sentido creciente. Por lo tanto si no cabian en los
procesadores empleando asignacién WF, tampoco caben empleando asignacion WFI.

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostracion no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una funcién continua. |

El teorema 26 cuyo enunciado y demostracion se proporciona a continuacion
presenta una cota inferior del limite de utilizaciéon empleando asignacion de tareas

WFL

Teorema 26 St m > Bryn se cumple

nU, — (n — 1)a st a < U,

URM—WFIm n. o Z
we ( T ) Ub SiUb<CY

donde
Up = {7771 tn- 1J (21/Lm+f:1J — 1)

n
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Demostracion:
La demostracién se dividira en dos casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de a.

Caso 1:
Este caso se corresponde con o < U,. Se demostrara que cualquier conjunto de m
tareas {7, ..., T}, de factores de utilizacién menores o iguales que «, y utilizacién

total menor o igual que
nU, — (n — 1)a

cabe en n procesadores empleando el algoritmo WFI de asignacion de tareas a proce-
sadores. Para ello se demostrara que la utilizacion total de cualquier conjunto de m
tareas que no cabe en el multiprocesador debe ser mayor que la expresion anterior.

Sea {71,...,Tm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador.
Sea 7 la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. La asig-
nacion WFI consiste en ordenar previamente las tareas en sentido de factores de
utilizacion crecientes, y hacer a continuacion una la asignacién WF. De acuerdo con
el algoritmo 4.2.1 y la figura 4.7, las tareas se asignan de manera secuencial a los
procesadores. Por lo tanto, si la tarea 7, no cabe, esto significa

U, > {%J <21/L%J - 1) ~ (4.43)

donde l =k — |(k —1)/n|, y donde Uj es la utilizacién total de las tareas asignadas
al procesador P, justo antes de intentar asignar la tarea 7y.

La utilizacién total del resto de procesadores es mayor que U;. Los ({—1) primeros
procesadores tienen una tarea mas que P,. Ademads para toda tarea asignada a P,
existe otra asignada a cada uno de estos procesadores de factor de utilizacion mayor.
Los ultimos (m—1) procesadores tienen el mismo nimero de tareas que P, justo antes
de intentar asignar 7, y ademas para toda tarea asignada a P, existe otra asignada a
cada uno de estos procesadores de factor de utilizaciéon mayor. Como consecuencia,
U; > U para j =1,...,n. A partir de la ecuacién (4.43) se obtiene

S [ )
j=1

donde Uj; es la utilizacién total del procesador P; justo antes de intentar asignar la
tarea 7.

Se sabe que

k n
j=1

i=1 i=1
y por lo tanto se cumple

U>n {%J <2VL%J - 1) — (n - Duy
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Teniendo en cuenta que ux < «, que el segundo término de la ecuacién es una
funciéon mondtona decreciente en k, que k pertenece al rango [1,m] y la definicién
de U, resulta

U>nU,— (n—1)a

Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de utilizacién total menor o igual
que nU, — (n — 1)« cabe en n procesadores. Es decir,

Und™= W (m,n, Brar) > nUy — (n — 1)a

Caso 2:
Este caso se corresponde con o > Uy. El limite de utilizaciéon empleando asignacion
WF toma el valor U, para a > U, tal como se indica en el corolario 3 de la péagi-
na 179. Como el limite de utilizacién para asignacion WFI no puede ser menor que
para asignacion WF resulta

Ufc]\/[_WFI(mv n, ﬁRM) Z Ub

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostracion no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una funcién continua. [ ]

Finalmente, el corolario 5 proporciona el limite de utilizacién para asignacién

WFI.
Corolario 5 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesadores

arbitrario. Sea m > Bryn. Se cumple

URM-WFI( ) = {nUb —(n—1a si oo < U,

Uy stUp < «
donde
U, = {m—l—n— 1J ( = 1)
n
Demostracion:
La demostracién es directa a partir de los teoremas 25, y 26. |

Algoritmo de asignacion RFI
El limite de utilizacién empleando asignacién RFI no puede se menor que el limite
de utilizacién empleando asignaciéon RF. Por lo tanto,

naUs + Uy — (n — 1) sia< U,
UBM=EEL(m n, ) > { mpUy — (ny — 1) siU, <a<U,  (4.44)
Ub si Ub <
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donde

ny ="n — Ng

U, [L”_ﬂ (f/(%"ﬂ _ 1)

n

U, = {LTHJ (21/Lm+:;*1j _ 1)

n

El teorema 22 de la pagina 174 proporciona una cota superior del limite de utilizacion
empleando asignacién WF. Para ello se consideran tres casos diferentes, en cada
uno de los cuales se construye un conjunto de tareas diferente. Si cada uno de
los conjuntos de tareas propuesto se ordenarse en sentido de factores de utilizacion
crecientes se obtendria un nuevo conjunto de tareas. Este nuevo conjunto de tareas
podria asignarse a los procesadores empleando el algoritmo RFI de forma idéntica
a como lo hace el algoritmo WF en la demostracion del teorema 22. El resultado es
que la cota superior propuesta por el teorema 22 para asignaciéon WF es valida para
asignacion RFI. Como dicha cota superior coincide con la cota inferior proporcionada
por la ecuacién (4.44) resulta

n Uy + Uy — (n — Do si v < U,
UM (m,n, ) =  nyUy — (np — Do siU, <a<U, (4.45)
Uy silU, < «
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4.3 Analisis de los resultados teoricos

En este apartado se analizan los resultados tedéricos obtenidos en el apartado 4.2.
Estos resultados son los siguientes:

e El limite de utilizacion UFM—FA  asociado a la planificacién RM y a una asig-

nacion de tareas razonable cualquiera, RA, se encuentra dentro del rango
—RA
Lpy(m,n, o) < UBM=RA < [y (n, Brar)
donde

nUs + npyUy — (n — D si v < U,
Lry(m,n, o) = < npyUy, — (ny — 1) silU, <a<U,
Uy silUy, < «

Hry(n > 1, Brar) = (Brun + 1)(21/(5RM+1) —1)

e logy(ar+1)

{m—i—n—lJ

ng=m+n—1—|————|n
n

ny ="n— Ng

U, = [77"“”‘_1 (v - 1)

n

U, = {7m+n_ 1J (2“[%"‘@ — 1)

n

El pardametro « es el maximo factor de utilizacion alcanzable, m es el nimero
de tareas (m > Brym), y n es el nimero de procesadores que constituyen el
multiprocesador.

e El limite de utilizacion UEM~—FAD = as0ciado a la planificacion RM y a una
asignacion de tareas RAD toma el valor

UEM=RAD — Hpa(n, Brar)

donde RAD representa un algoritmo de asignacién de tareas obtenido median-
te ordenacién previa de los factores de utilizacion en sentido decreciente, y
posterior asignacién empleando un algoritmo razonable cualquiera RA que no
realice internamente ningin tipo de ordenacién de tareas. En particular el
limite de utilizacién asociado a los algoritmos FFD, BFD, WFD y RFD toma

el valor HRM(TL, BRM)

e El limite de utilizacion asociado a la planificacion RM, y a las asignaciones de
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tareas FF, FFI, BF y BFI toma el valor

Uy~ = Uy = Uye'

m,n, BRM) manuﬁRM) =

m,n, Bry) = Krar(m, n, Brar)

m,n, 5RM)
s

donde

Kpar(m,n, Brar) = (n — 1)(2Y0 ) — )85+
(m — Brar(n — 1))(2/m=Prurle=1) _ 1)

e El limite de utilizacién asociado a la planificacién RM y a las asignaciones de
tareas WF, RF y RFI toma el valor

Uy = Uy~ ( = Uye' "

m,n, q) m,n, q) m,n,a) =

Lry(m,n, «)

e El limite de utilizacién asociado a la planificacion RM y a la asignacion de
tareas WFI toma el valor

UECM_WFI(m, n,a) = Igy(m,n, a)

donde
nUy, — (n — 1)a sia < Uy
Uy siUp < «

Iry(m,n,a) = {

Se puede ver que todos los resultados tedricos giran alrededor de cuatro expresiones
matematicas

nUs + npyUy — (n — 1 sia < U,
Lry(m,n, o) = < npyUy — (ny — 1) siU, <a<U,
Uy siUp < «
Tng (1. @) = {nUb —(n—1)a s? a<U,
Uy silUy <
Kpar(m,n, Brar) = (n — 1)(2VEmt) — 1) 30+
(m — Bra(n — 1))(2Ym=Pru(r=1) _ 1)

HRM<T7, > 1, 5RM) = (5RM” + 1)(21/(6RM+1) — 1)
que se analizaran en los los apartados 4.3.1 a 4.3.4. Asimismo se puede comprobar

que
Lry(m,n, o) < Ipp(m,n, o) < Kry(m,n, Bry) < Hev(n, Brar)
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4.3.1 Analisis del limite Lgy/(m,n, a)

En este apartado se analiza la funcién

naUs + mpUp — (n — 1) siao < U,

Lry(m,n, o) =< nyUy — (np — 1)a siU, <a<U,
U, silUy < «
donde
i
Ng=m+n—1— | ——|n
n

Ny =N —Ng

U, = [7”””_ ﬂ (25T 1)

n

U, {L?HJ (215 —1)

n

la cual se corresponde con el limite de utilizaciéon empleando planificacion RM y
asignacion de tareas WF, RF y RFI. Ademas también coincide con el limite de
utilizaciéon mas bajo de entre todos los algoritmos de asignacién razonables bajo
planificacion RM.
Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el limite de Liu y Layland
(1973).
m(2Y™ — 1)

La figura 4.9 representa la funcién Lgy(m, n, a) para diferentes valores de a. La
representacion es continua a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de
mejorar la visualizacién. Ademads la representacion ha sido normalizada dividiendo
Lgy(m,n, ) por el nimero de procesadores, mostrando asi la utilizacién total pro-
medio de los procesadores. Para cada valor de « se han dibujado dos curvas, una
inferior y otra superior. La curva superior es el limite de utilizacién para una niimero
de tareas m = (Bryn + 1). La curva inferior es el limite de utilizacién para una
nimero de tareas infinito. Entre cada pareja de estas curvas se encuentra un area
sombreada dentro de la cual se encuentran todas las curvas de limite de utilizacién
para distintos valores del nimero de tareas. Debe tenerse en cuenta que la funcion
Ly (m,n, ) es mondtona decreciente en m.

El caso mas general se corresponde con o = 1 pues este valor de o no supone nin-
guna restriccién practica sobre los factores de utilizacién de las tareas?. En este caso,
el limite de utilizaciéon apenas se ve afectado por la adicion de nuevos procesado-
res. En particular, para un nimero infinito de procesadores el valor Lgy (m,n, a)/n
tiende asintoticamente a cero. Esta desafortunada situacion puede ilustrarse con
un ejemplo. Consideremos una asignacién de tareas WF, para la cual se tiene un

2Cualquier tarea de factor de utilizacién u; > 1 no puede planificarse con ningiin planificador,
ni siquiera disponiendo de un ntmero infinito de procesadores.
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Figura 4.9: Representacién del limite Lgy(m,n, «).

limite de utilizacién empleando planificaciéon RM igual a Ly (m,n, ). Considérese
un conjunto de 20 tareas, de las cuales las 19 primeras tienen un factor de utili-
zacién 0000001, y la tltima un factor de utilizacién 2(2'/2 — 1). Este conjunto de
tareas no cabe en ningin multiprocesador verificando m > fn, es decir, n < 20. La
utilizacién de este conjunto de tareas es aproximadamente 0’83, y sin embargo no
cabe en 19 procesadores. El resultado es una utilizacién total promedio menor que
0'83/19 ~ 0'04.

Si bien para @ = 1 se tiene una situacién muy desafortunada, para o — 0 se
tiene el mejor caso posible. Cualquier procesador que se anada al sistema incremen-
ta el valor de Lgy(m,n,a) en In2. La explicacién es clara, cuando los factores de
utilizacion son muy pequenos se pueden llenar los procesadores casi hasta su capa-
cidad. En este caso un multiprocesador de n procesadores se comporta como un
monoprocesador n veces mas rapido.

Para el resto de valores de o a medida que aumenta el nimero de procesadores la
utilizacion total promedio de los procesadores disminuye de forma asintética hacia
un valor comprendido entre cero y In 2.

Con respecto al nimero de tareas, m, se observa una gran influencia de este
parametro sobre el limite de utilizacién especialmente para valores intermedios de «.

La funcién Lgy(m, n, @) proporciona el limite de utilizacién empleando asigna-
cion WF, RF y RFI. Sin embargo, hay casos practicos en los cuales se estd interesado
en el nimero minimo de procesadores nfM que aseguran la planificabilidad de un
conjunto de m tareas de utilizacién total U y maximo factor de utilizacion alcanza-
ble .. En el caso de los algoritmos de asignacion cuyo limite de utilizacion asociado
viene dado por Lgy(m,n,a), el niimero minimo de procesadores se representa por
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nltM=L v se obtiene tal como se explica a continuacién.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificacién RM. La primera de ellas proviene de la definicion de Brys
dada en el apartado 4.1 (véase la figura 4.1)

RM~L
m < BruNy,

Despejando n y eligiendo el minimo valor se obtiene

nRM-L _ [ m W (4.46)

v Brum

La segunda condicién de planificabilidad se deduce del empleo del limite de utiliza-
cién
U < Lgy(m, nfM=E @) (4.47)

A partir de esta condicién se puede obtener el minimo valor de nf¥ =L que la cumple.
El valor de nff=L ge obtiene como el minimo entre el valor minimo de nfM =L que
cumple la condicién (4.47), y el valor de nf*™ =L proporcionado por la ecuacién (4.46)

Por ejemplo, veamos cuantos procesadores son necesarios para garantizar la pla-
nificabilidad de 100 tareas de utilizacién total 15, y factores de utilizacién menores
o iguales que 0°25 (es decir fry = 3) empleando asignacién de tareas WF, RF o
RFI, y planificaciéon RM. A partir de la condicién de planificabilidad dada por la
ecuacion (4.46) se necesitan [100/3] = 34 procesadores. Aplicando la condicién
de planificabilidad dada por la ecuacién (4.47) con n = 33 procesadores el limite
de utilizacion es 14’9. Si se emplean n = 34 procesadores se obtiene un limite de
utilizacion de valor 15,34. Por lo tanto son necesarios 34 procesadores para asegurar

la planificabilidad del conjunto de tareas.

4.3.2 Analisis del limite Iz (m,n, @)

En este apartado se analiza la funcién

nUpy—(n—1a sia<U,
Uy siU, < a

Irp(m,n, o) = {

donde
U, — {LTHJ (221 1)

n
la cual se corresponde con el limite de utilizaciéon empleando planificacion RM y
asignaciéon de tareas WFI.

Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el limite de Liu y Layland

(1973).

m(2Y™ — 1)

A simple vista la representacién grafica de la funcién Igrp/(m,n,«), dada en
la figura 4.10, es idéntica a la representacién grafica de la funcién Lgy(m,n, @),
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Figura 4.10: Representacién del limite gy (m,n, a).

dada en la figura 4.9, y en realidad lo son. Ambas representaciones son idénticas
cuando n, = 0, es decir, cuando (m — 1) es miltiplo de n, o para un nimero de
tareas infinito, pues en ese caso U, = U,. Para valores de m no muy grandes o
que no sean multiplos de (Ogras + 1), las curvas de limite de utilizacion estaran en
la zona sombreada pero seran diferentes. Dentro de la zona sombreada se cumple
Irp(m,n,a) > Ly (m,n,a). No obstante, la diferencia entre ambas limites de
utilizacion es pequena.

Todos los comentarios acerca de la evolucién del limite de utilizacién en fun-
cién de a, n 'y m realizados en el apartado 4.3.1 para la funciéon Lgy(m,n, ) son
aplicables a la funcién Igy(m,n, a).

Si se estd interesado en el minimo nimero de procesadores necesarios para ase-
gurar la planificabilidad de un conjunto de tareas, este niimero se puede obtener de
forma andloga a como se explico en el apartado 4.3.1

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilizacion total
15, y factores de utilizacién menores o iguales que 0’25 (es decir Bgy = 3) empleando
asignacion de tareas WFI, y planificacion RM se necesitan n = 34 procesadores, el
mismo nimero que empleando el limite de utilizacion Lgys(m,n, a).

4.3.3 Anaélisis del limite Kgy(m,n, a)

En este apartado se analiza la funcion

Kry(m,n, Brar) = (n— 1)(2YBrv+D) _ )55, 4+
(m — Brar(n — 1))(2Y/m=Brar(n=1) _ 1)
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Figura 4.11: Representacién del limite K gy (m,n, Brar)-

la cual se corresponde con el limite de utilizaciéon empleando planificacion RM y
asignacién de tareas FF, FFI, BF o BFI.
Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el limite de Liu y Layland
(1973).
m(2Y™ — 1)

La figura 4.11 representa la funcién K gy (m,n, Brar) para diferentes valores de
Brur, v por lo tanto de «v. La representacion es continua a pesar de ser n una variable
discreta, con el objetivo de mejorar la visualizaciéon. Ademads la representacién
ha sido normalizada dividiendo Kprps(m,n, Sry) por el numero de procesadores,
mostrando asi la utilizacion total promedio de los procesadores. Para cada valor de
Brar se han dibujado dos curvas, una inferior y otra superior. La curva superior es el
limite de utilizacién para una nimero de tareas m = (Sryn + 1). La curva inferior
es el limite de utilizacién para una numero de tareas infinito. Entre cada pareja
de estas curvas se encuentra un area sombreada dentro de la cual se encuentran
todas las curvas de limite de utilizacion para distintos valores del niimero de tareas.
Debe tenerse en cuenta que la funcion Kgp(m,n, Bry) es mondtona decreciente
en m. Puede observarse que el nimero de tareas tiene una influencia menor sobre
Kry(m,n, Bry) que la que tenfa sobre las funciones Lgy (m, n, ), y Igy(m, n, ),
descritas en los apartados 4.3.1 y 4.3.2.

A medida que crece el numero de procesadores la utilizacién media de los proce-
sadores tiende asintéticamente a un valor no nulo.

A simple vista puede observarse que el limite de utilizacién para la asignacién FF,
FFI, BF o BFI, dado por Kgy/(m,n,a) es mucho mayor que el limite de utilizacién
asociado a la asignacion WF, WFI, RF o RFI, especialmente para valores elevados
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Figura 4.12: Representacién del limite K gy (m,n,1).

de a (valores bajos de Gras).

La figura 4.12 muestra en detalle la influencia del ntimero de tareas sobre el
valor de la funcién Kgy(m, n, Brar) para el caso general Bgy = 1, es decir, a = 1.
Ademsds representa con una linea de puntos el limite de utilizacién (no ajustado)
proporcionado por Oh y Baker (1998) para la asignacién FF. La figura 4.13 es
andloga a la figura 4.12, pero muestra la situacién en la cual los factores de utilizacién
de todas las tareas son menores que (2'/3 — 1) ~ 0'26, lo cual implica Bry; = 3. Se
observa una mejora sustancial con respecto al caso fryy = 1. Ademads se observa
que en este caso el numero de tareas tiene una influencia menor sobre el valor de la
funcion Kgy(m,n, Bra). Esta figura también representa con una linea de puntos
el limite de utilizacién (no ajustado) proporcionado por Oh y Baker (1998) para
asignacion FF.

En general, cualquier incremento de a produce un incremento de (Bry, v un
incremento de la funcién Kgp(m,n, Bry)-

aKRM(ma n, ﬁRM)
OBrm

En el limite, si &« — 0 entonces Bry — 00, y se cumple

>0

lin% Kry(m,n, Brayr) = nin2

Por lo tanto, si el factor de utilizacion de todas las tareas es bajo, el multiprocesador
se aproxima a un monoprocesador ideal n veces mas rapido que cada uno de sus
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Figura 4.13: Representacién del limite K gy (m,n, 3).

procesadores.

Se puede obtener un limite de utilizaciéon independiente del niimero de tareas
haciendo m = oo en la expresion de Kgys(m, n, Brar)-

KRM(ma n, ﬁRM) > KRM(OOa n, ﬁRM) =In2+ (n — 1)(21/(6’RM+1) N 1)531\4

La obtencion del nimero minimo de procesadores requeridos para asegurar la
planificabilidad de un conjunto de tareas dado se puede obtener de forma analoga
a como se hizo en el apartado 4.3.1. Por ejemplo, veamos cuantos procesadores son
necesarios para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilizaciéon total 15,
y factores de utilizacién menores o iguales que 0’25 (es decir Sry = 3) empleando
asignacion de tareas FF, FFI, BF o BFI y planificacién RM. A partir de la condicién
de planificabilidad dada por la ecuacién (4.46) se necesitan [100/3] = 34 procesa-
dores. Aplicando la expresién del limite de utilizacién, con n = 26 procesadores
el limite de utilizacion es 14’9. Si se emplean n = 27 procesadores se obtiene un
limite de utilizacion de valor 15,5. Por lo tanto son necesarios 27 procesadores para
asegurar la planificabilidad del conjunto de tareas.

Otra posibilidad es emplear gréficas como las mostradas en las figuras 4.12 y 4.13.
Por ejemplo, considérese un conjunto de m = 7 tareas, de utilizacién total U = 1'75,
y factores de utilizacién arbitrarios. A partir de la figura 4.12, aplicando el limite
de utilizacién propuesto por Oh y Baker (1998), se necesitan cinco procesadores.
Aplicando la expresién ajustada dada por la funcién Kgp(m,n, Bry) se necesitan
solo cuatro procesadores. Si se empleasen tres procesadores seria posible encontrar
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un conjunto de tareas no planificable con asignacién FF por ejemplo. Uno de estos
conjuntos de tareas es el formado por siete tareas de factores de utilizaciéon {u; =
0’01, uy = 001, ug = 001, uy = 0/43, us = 0’43, ug = 0’43, u7 = 0’43}, el cual no cabe
en tres procesadores.

Las figuras 4.12 y 4.13 son vélidas uinicamente para m > Bryn. Por lo tanto,
si no hay punto en estas figuras para alguna pareja de valores (m, U), el numero de
procesadores se obtiene como

RM—-K _ | M
nwc -
Brm

Por ejemplo, para m = 3, U = 2’5, y Bry = 1, no hay punto en la figura 4.12, y
asf se necesitan [3/1] = 3 procesadores.

4.3.4 Analisis del limite Hgy(n > 1, Bgy)
En este apartado se analiza la funcién
HRM<T7, > 175RM) = (BRMn + 1)(21/(’6RM+1) — 1)

la cual se corresponde con el limite de utilizaciéon empleando planificacion RM y
asignacion de tareas FFD, BFD, WFD, RFD, y en general cualquier algoritmo de
asignacién de tareas razonable con ordenacion previa de las tareas en sentido de
factores de utilizacién decrecientes. Ademas se corresponde con el maximo limite de
utilizacion que puede tener cualquier algoritmo de asignacién razonable.

Para el caso n = 1 el limite de utilizacion no viene dado por la expresion anterior.
Sin embargo, este coincide con el proporcionado por Liu y Layland (1973) para
planificacion RM.

m (2™ — 1)

La figura 4.14 representa la funcién Hgy(n > 1, Bgy) para diferentes valores de
Bru, v por lo tanto de . La representacion es continua a pesar de ser n una varia-
ble discreta, con el objetivo de mejorar la visualizacion. Ademads la representacién
ha sido normalizada dividiendo Hgy(n > 1, Brar) por el nimero de procesadores,
mostrando asi la utilizacién total promedio de los procesadores. Puede observar-
se que el limite de utilizacién proporcionado por la funciéon Hgy(n > 1, Brar) no
depende del nimero de tareas. En particular, coincide con el limite de utilizacion
proporcionado por la funcién Kgy(m, n, Grar) para el caso m = (Bgyn + 1). Por
lo tanto, la evolucién es similar a la de la funcién Kgp(m,n, Bryr), descrita en el
apartado 4.3.3.

En el caso de la funcion Hgps(n, Brar), €l célculo del niimero minimo de proce-
sadores que aseguran la planificabilidad de un conjunto de tareas puede expresarse
facilmente de forma analitica.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificacién RM. La primera de ellas proviene de la definicion de Brys
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Figura 4.14: Representacién del limite Hgrp(n > 1, Bras)-

dada en el apartado 4.1 (véase la figura 4.1)

RM—-H
m < Bry My,

RM—-H

Despejando n,-

y eligiendo el minimo valor se obtiene

RM—Ho _ | M
Nope = ’VﬁRM-‘ (4.48)

La segunda condicién de planificabilidad se deduce del empleo del limite de utiliza-
cién
U < Hpp (02" ™" > 1, Bpar) = (Brunge’ ™"+ 1)(2V/Frarth) — 1)

wce

Despejando nM =L y eligiendo el minimo valor se obtiene
1/(8 U+1) -1
nit -t = | 2 (4.49)
Brum

La ecuacién (4.49) no es valida para U < (21/&v+1) No obstante, como se cumple
(21/BryFD) < (2™ — 1) resulta que en este caso un tinico procesador es suficiente
para planificar de forma factible el conjunto de tareas. Teniendo en cuenta esta
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observacion, la ecuacién (4.48) y la ecuacién (4.49) se obtiene

1 si U <m(2Ym —1)
RM—H
Ne <m7 U? BRM) = min {’7 m —‘ ’ ’721/(53,1[{1“)_1_1
BrM

B —‘ } en otro caso
(4.50)
Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilizacién total
15, y factores de utilizacién menores o iguales que 0’25 (es decir Bgys = 3) empleando
asignacion de tareas FFD, BFD, WFD o RFD y planificacion RM se necesitan 27

procesadores

15
| R
nfM=H(15,0'25) = min { [—gow , {—21/‘3*”3‘1 w } =27

4.4 Obtencion de los limites de utilizacion esta-
disticos

El limite de utilizacién (absoluto) se obtiene para conjuntos de tareas que pueden
ser infrecuentes en la practica. Por ejemplo, considerando sélo el caso peor, los
algoritmos de asignacién FF y OPT (el algoritmo 6ptimo) serian equivalentes bajo
planificacion RM, pues ambos llevan asociado el mismo limite de utilizacién. Sin
embargo, estd claro que el algoritmo OPT es superior al FF en términos de plani-
ficabilidad. Esto hace ver que el caso peor es mas pesimista para asignacion OPT
que para asignaciéon FF.

Con la intencién de percibir el pesimismo asociado al limite de utilizacion ab-
soluto definiremos el concepto de limite de utilizacién estadistico, denotado por
U = URM-AA(4m n p), de forma andloga a como se hizo en el apartado 4.4 para
planificacion EDF.

Definicién 7 Un conjunto de m tareas, de utilizacion total U = UEM-A4(m_ n, p) es
planificable sobre n procesadores con probabilidad p empleando planificacion RM-AA.

Si se generasen aleatoriamente conjuntos de m tareas (sin ninguna restriccién
sobre su tamafio), de utilizacién total U = URM-AA(m n p), el p% de los conjuntos
de tareas serfan planificables sobre n procesadores empleando planificacion RM-AA.
El (100% — p) restante se corresponderfa con conjuntos de tareas que no caben en
los n procesadores.

Para el caso p = 100%, si el limite de utilizacién absoluto existe se tiene que el
limite de utilizacién estadistico y absoluto coinciden. Como el limite de utilizacién
absoluto existe para los algoritmos de asignacion razonables resulta

URM=RA(n o = 1) = URM=RA(m, 0, p = 100%)

donde RA es un algoritmo de asignacion de tareas razonable cualquiera.
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URM=RA(m n o = 1) URM=RA(m n, p)
Figura 4.15: Relacién entre los conceptos de limite de utilizacién (absoluto) y esta-
distico para unos valores de m y n fijos, y para una distribucién estadistica dada.

La distribucion estadistica que se ha elegido para generar los conjuntos de ta-
reas es la Distribucion Beta. Esta funcién de distribucion ha sido descrita en el
apartado 3.4.

La figura 4.15, andloga a la figura 3.7, muestra de forma intuitiva los conceptos
de limite de utilizacién (absoluto) y estadistico para unos valores de m y n fijos.
En realidad para cada pareja de valores m y n se obtendria una curva diferente,
suponiendo que los parametros de la distribucién estadistica son fijos.

Cuando la desviacién tipica de la distribucion tiende a cero los factores de utili-
zacion de todas las tareas toman el mismo valor. En este caso el limite de utilizacion
proporciona una condicién de planificabilidad suficiente independiente del algoritmo
razonable de asignacion de tareas, tal como demuestra el teorema 27.

Teorema 27 Sea RA un algoritmo razonable de asignacion de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea {T1...,Tm} un conjunto de m tareas de idénticos factores de
utilizacion y utilizacion total U.

El conjunto de tareas es planificable empleando planificacion RM-RA sobre n proce-
sadores st

1
U<m (2 L= 1) (4.51)
Ademds el limite de utilizacion propuesto es ajustado.

Demostracion:
En primer lugar se demostrard que cualquier conjunto de m tareas de factores de
utilizacion idénticos y utilizacion total menor o igual que

m(QM_l)



208 Limites de utilizacién empleando planificacién RM

es planificable empleando planificacién RM en cada procesador, y cualquier algorit-
mo de asignacion de tareas razonable, RA. El factor de utilizacién de cada una de

las m tareas serd a lo sumo .
(2 Lm+:71j B 1)

y por lo tanto en cada procesador caben al menos L J tareas. En n procesadores
caben al menos | ™=1 | n tareas. A partir de la relacién (vi) se tiene

et
n n

m+n—1

y por lo tanto

m+n-—1
n

Jan

Se tiene entonces que al menos m tareas caben en el multiprocesador, por lo que el
conjunto de m tareas es planificable.

A continuacién se demuestra que existe un conjunto de m tareas de utilizacién

total )
m (2 LmWLHJ — 1) +€

con ¢ — 0, el cual no cabe en los n procesadores. Si el conjunto de tareas fuese
planificable, el procesador que mds tareas recibiese recibirfa como minimo [m/n]
tareas. Aplicando la relacién (vii) se deduce

Hleiis

2] - | =

La utilizacion asociada a este procesador seria

= (5T ) 222

. (QLJ -1)

m+:—1J

Aplicando la relacién (iv)

mayor que

que es el limite de utilizacién para L tareas. Por lo tanto se llega a una
contradiccion, y el conjunto de tareas no cabe en el multiprocesador. |
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Figura 4.16: Representacion del limite de utilizacién para el caso de factores de
utilizacion iguales y planificacién RM-RA.

La figura 4.16 muestra la representacion grafica de la funcién

m<2ﬁ —1)

Cabe destacar las siguientes caracteristicas de la ecuacién (4.51):

e Aparecen unos ciclos de amplitud proporcional al nimero de procesadores al
variar el nimero de tareas.

e La amplitud de los ciclos decrece a medida que aumenta el niimero de tareas.

e Para el caso n = 1 el limite de utyilizacion coincide con el proporcionado por
Liu y Layland (1973) para planificacién RM.

Con la intenciéon de establecer el pesimismo del limite de utilizaciéon absoluto
empleando planificacién RM-FF se han llevado a cabo experimentos de simulacién
andlogos a los descritos en el apartado 3.4 para planificacion EDF.

Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos para el caso de planifica-
cién EDF. De hecho, independientemente de si se emplea planificacion EDF o RM,
la comparativa entre unos algoritmos de asignacién y otros presenta los mismos
resultados. Cabe destacar no obstante tres diferencias bésicas:
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Figura 4.17: Comparacién de los limites de utilizacién estadisticos para planificacién
EDF-FF y RM-FF.

e Los limites de utilizaciéon estadisticos para planificacién local RM son entre

un 20% y un 30% por ciento menores que los mismos para planificacién EDF.
Esto es debido al menor limite de utilizacion monoprocesador asociado a la
planificacién RM. En la figura 4.17 puede verse una comparacion del mismo
limite de utilizacién estadistico empleando planificacién EDF o RM.

La dependencia que tienen los limites de utilizacion estadisticos para planifi-
caciéon local RM es menos mondtona que la dependencia de los mismos limites
de utilizacién estadisticos para planificacién local EDF. Un ejemplo de esto
puede verse en la figura 4.17. Para planificacion EDF un aumento del nimero
de tareas repercutia en un incremento de los limites de utilizacion estadisticos.
La explicacion de esta falta de monotonia esta en que al aumentar el niimero
de tareas los limites de utilizacién monoprocesador empleando planificacion
RM tienden a bajar, lo que repercute sobre los limites de utilizacién multi-
procesador. Sin embargo, por otra parte al aumentar el nimero de tareas la
probabilidad de que los factores de utilizacién sean mayores es mas elevada,
lo cual repercute en un incremento de los limites e utilizaciéon multiprocesa-
dor. Por lo tanto, empleando planificacion RM hay dos efectos contrapuestos
provocados por el incremento de tareas. De ahi esa falta de monotonia.

Los limites de utilizacién estadisticos asociados a los algoritmos WF, RF, WFI
y RFI tienden a un valor fijo entre In2 y 1 cuando la desviacion tipica tiende
a su valor maximo. La explicacion es clara, con desviaciones tipicas elevadas
los factores de utilizacién son todos o casi cero o casi uno. Por lo tanto se esta
cerca del peor caso descrito por los teoremas 22 y 25. La figura 4.18 muestra un
ejemplo de la evolucion del limite de utilizacion estadistico para planificacién
RM-WF cuando se incrementa la desviacién tipica de la distribucién.



4.4 Obtencién de los limites de utilizacién estadisticos 211

10 10
0/Omaz = 0.7 0/0maz = 0.9
9 9
8 — -m=10n 8 — -m=10n
;\3 — — -m=4n ;\3 — — -m=4n
2 - m=3n 2 - m=3n
[T I I m=2n [T I I m=2n
s 0 s
;\ 5 ;\ 5
< 4 !
: e
2, 3 P S e S 2, 3
S O e el E RN S, 3
e EES — T e E o R Co o e e
cEE T e
_EEF Ao
1L 1 ==
UFM=WE(m n,a = 1) UFM=WE(m n,a = 1)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nimero de procesadores (n) Nimero de procesadores (n)

Figura 4.18: Evolucién del limite de utilizacién estadistico para planificacion RM-
WF cuando se incrementa la desviacion tipica de la distribucién.
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Capitulo 5

Mejora de los limites de
utilizacion en multiprocesadores

Los limites de utilizacién multiprocesador obtenidos en los capitulos anteriores pue-
den mejorarse empleando toda la informacion disponible acerca de los factores de
utilizacion de las tareas.

Una de las mejoras proviene de la definicién del parametro «. Este parametro
habia sido definido como un valor que verifica o > u; para toda tarea 7; del sistema.
Esta definicién no obliga a que exista al menos una tarea con factor de utilizacién
a, pues todas las tareas pueden tener un factor de utilizacién menor. No obstante,
desde un punto de vista practico o debe elegirse tan bajo como sea posible, pues
de esta forma se maximiza el limite de utilizacién. Este valor méas bajo posible
se corresponde con el maximo factor de utilizacion del conjunto de tareas. En las
demostraciones de los limites de utilizacién se toma la definicién “al pie de la letra”
en el sentido de que no se impone que al menos una de las tareas tenga un factor de
utilizacion igual a «. Por ejemplo, en la demostracion de la cota superior del limite
de utilizacién para RM-FF, en la pagina 159, ninguna de las tareas del conjunto
alcanza el valor de a. Debe tenerse en cuenta que si se redefiniese o de tal forma
que fuese igual al maximo factor de utilizacién del conjunto, el limite de utilizacién
multiprocesador no podria disminuir, pues se restringirian los conjuntos de tareas
posibles con respecto a la definicién original de «. En lugar de redefinir « se define
el parametro ,,,, como el maximo factor de utilizacién de las tareas del conjunto.

Unar = maz;® {u;} (5.1)

En el apartado 5.1 se proporcionan limites de utilizacién mejorados empleando el
parametro u,,,.. Una pregunta que puede surgir es por que no se obtuvieron desde
un principio los limites de utilizacion empleando el pardmetro ., en lugar del
parametro «, pues en ese caso se habrian obtenido limites mas altos, y asi toda
esta explicacion y el siguiente apartado podrian eliminarse. La razén esta en la
mayor complejidad de las demostraciones empleando el pardmetro ,,,,. Ademas en
muchos casos los limites de utilizacion empleando el parametro u,,,, pueden obte-
nerse de forma exacta o aproximarse facilmente a partir de los limites de utilizacién
empleando el parametro a.
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Otra de las mejoras de los limites de utilizacién proviene de utilizar los valores
de los factores de utilizacién de las tareas asignadas a un procesador para obtener
un limite de utilizacion monoprocesador mas alto, y por lo tanto obtener un limite
de utilizacion multiprocesador también mas alto. En el caso de planificacion RM se
empleaba la condicién de planificabilidad

Zui < m(2Y™ 1)
i=1

Esta condicion recibe como entradas la utilizacién total del conjunto de tareas y el
nimero de tareas, pero no los factores de utilizacion de las tareas. En particular
este limite se obtiene para la peor combinacion posible de factores de utilizacion que
es aquella en la cual todos los factores de utilizacién de las tareas son iguales (Liu
y Layland, 1973). Cuando los factores de utilizaciéon son diferentes, este limite se
puede incrementar. Por ejemplo, en el teorema 16, en la pagina 159, para el caso
m =4, n =2y Bry = 1 se afirmaba que las tareas 7, 75 y 73 de factores de
utilizacion
3213 — 1) — (2Y2 - 1)

Uy = 2 ~ (0183

Uo = Uq

us = (22 1) + e~ 0414 +¢, cone— 0

no cabian en un procesador. Sin embargo, a partir de la condicion de planificabilidad
proporcionada por el teorema 11, en la pagina 143, a un procesador con dos tareas
de factores de utilizacion
3(213 —1) — (2Y2 - 1)
2
se puede anadir una tarea mas, de factor de utilizacion

2

3(21/3-1)—(21/2-1

-~ 1%0429 > uy

y el sistema sigue siendo planificable. Esto indica que en el ejemplo el limite de utili-
zacion multiprocesador podria mejorarse empleando la condicion de planificabilidad
para RM que tiene en cuenta los factores de utilizacién de las tareas.

La aplicacién de esta condicion para las obtencién de los limites de utilizacién
multiprocesador con planificacion local RM resultaria extraordinariamente compleja.
Ademsds, tal como se demostrara en el apartado 5.2 la mejora es minima, y por lo
tanto los limites de utilizaciéon multiprocesador proporcionados en el capitulo 4 son
practicamente ajustados.

El conocimiento de los factores de utilizacién de las tareas en el caso de plani-
ficacion EDF monoprocesador no reporta ninguna mejora. La explicacién es que
sin considerarlos el limite de utilizacién es el maximo, y por lo tanto imposible de
mejorar.
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5.1 Consideracion del maximo factor de utiliza-
cion

El limite de utilizacién se puede obtener como la minima utilizacion total de los
conjuntos de tareas que no son planificables, menos un valor € arbitrariamente pe-
queno. Cuando se restringen los conjuntos sobre los cuales se calcula dicho minimo,
el limite de utilizaciéon no puede decrecer. Esto es lo que sucede cuando se considera
el pardmetro u,,,, en la obtencion de los limites de utilizacion, en lugar del para-
metro a. De todos los conjuntos cuyos factores de utilizacion cumplen u; < a, sélo
se consideran aquellos que ademas tienen una o mas tareas de factor de utilizacion
Umaz-

En este apartado se proporcionan los limites de utilizacion multiprocesador con-
siderando 1,4z, 0 en su defecto, se proporcionan rangos estrechos dentro de los
cuales se encuentran.

Para distinguir los limites de utilizacién que emplean o de los que emplean
Umae S€ sustituye a o el parametro [ asociado por ... Por ejemplo, el limite
URM=FEE (m n, Brar) pasa aser URM=FE (m 0 1,4, ), v el limite UEPF=RE (o) pasa
a ser UEPF=RE (1m0 4,,4,). La inclusién del pardmetro m en este tltimo limite es
debido a que a priori no se sabe si el limite en funciéon de u,,,, va a depender del
numero de tareas o no.

En el capitulo 2 se presentaron los algoritmos de asignacion de tareas denomi-
nados FF, FFI, FFD, BF, BFD, BFI, WF, WFD, WFI, RF, RFD, RFI y OPT. De
acuerdo con los resultados obtenidos en los capitulos 3 y 4, de de todos ellos los mas
destacados en términos de limite de utilizacién y simplicidad son:

e De entre los que no realizan ordenacién de tareas, el algoritmo FF.
e De entre los que realizan ordenacion de tareas, el algoritmo FFD.

Ademsds, el limite de utilizacién para el algoritmo RF es ttil como condicién de
planificabilidad cuando hay cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

Por lo tanto, los algoritmos de asignacion FF, FFD y RF son los tinicos que se
consideran a la hora de obtener los limites de utilizacion en funcién de

5.1.1 Planificacion EDF

En este apartado se obtienen los limites de utilizacién en funcién del maximo factor
de utilizacion, .., para planificacion monoprocesador EDF, empleando asignacion
FF, FFD o RF.

En primer lugar se obtiene el limite de utilizacion My Ny Uppaz ) Bl
teorema 7, en la pagina 58, proporcionaba una cota superior del limite de utilizacion
para asignaciéon WF, en funcién de «. Para ello se presentaba un conjunto de
tareas que no cabia en los procesadores. Este conjunto tenia una tarea de factor de
utilizacion a. Eligiendo o = 4, se tiene que una de las tareas tiene el factor de
utilizacion w4, v por lo tanto se obtiene para asignacion WF' la cota superior

gD

UchFi‘/VF(Tnﬁ n, umax) <n-— (TL - 1)U'mam
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Por otra parte, la cota inferior proporcionada por el teorema 1, en la pagina 43,
es valida independientemente de si el factor de utilizacién de alguna de las tareas
alcanza el valor a o no. Esta cota inferior es valida para todos los algoritmos
razonables de asignacién. Como esta cota inferior coincide con la cota superior para
planificacion EDF-WF', resulta

n, umaa}) =n— (TL - 1>umax

UchF_WF(mv n, umax)

— JEDF-WF(
wce
y ademas el limite de utilizacién para asignaciéon RF, el cual es el minimo de entre
todos los algoritmos de asignacion razonables, toma el mismo valor
UchFfRF(n, Umaz) =1 — (N — D) Uas

A continuacién se acota el rango dentro del cual se encuentran los limites de uti-
lizacién asociados a la planificacion EDF-FF y EDF-FFD en funcién de u,,4,. La
cota superior de los limites de utilizacién para planificaciéon EDF-FF y EDF-FFD
en funcién de a viene dada por el teorema 2, en la pagina 44. Este teorema presenta
un conjunto de tareas que no cabe en el multiprocesador. Este conjunto se divide en
dos subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilizacién

1

— 4+ €¢/m
Bepr + 1 /

y otro formado por tareas de factor de utilizacién €¢/m. Para valores de € arbitra-
riamente pequenos se tiene que ninguno de los factores de utilizacion del conjunto
alcanza el valor o. Sin embargo, si se incrementase el factor de utilizacion de la

primera tarea para pasar de
1

Bepr + 1
a «, el conjunto de tareas resultante seguiria sin caber en los procesadores. Eligiendo
O = Umaz, v teniendo en cuenta que la cota superior dada por el teorema 2 coincide
con los limites de utilizacién para planificacion EDF-FF y EDF-FFD en funcién de
a resulta

+e/m

1
UfcppfFF(m, N, Uaz) < UfCDFfFF(n, O = Umaz) + Umaz — ﬁ
EDF
5.2)
1 (
UchF_FFD(ma n, umam) < UchF_FFD(nv a = umaa:) + Umaz — 35—
Bepr + 1

Sustituyendo las expresiones de los limites de utilizacién en funcién de a y operando
se obtiene

BepFn
Bepr +1
Beprn
Bepr +1

EDF—FF
Uwc <m7 n? umax) S uma:}: +

(5.3)

EDF—FFD
Uwc <m7 n? umax) S uma:}: +
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Al haber elegido o = U4z, €l pardmetro Sgppr se puede obtener como

ﬁEDF = \‘ ! J
Umaz

Comparando estas expresiones con los limites de utilizacién en funcién de a se
obtienen los siguientes incrementos maximos. Para Sgpr = 1 el maximo incremento
es (1—0'5) = 0'5, para fgpr = 2 el mdximo incremento es (0’5 — 0'33) = 0’17, para
Bepr = 3 el maximo incremento es (0’33 — 0'25) = 0’08, y asi sucesivamente.

Para el caso particular en que Sgpr = 1 se pueden obtener de forma simple los
limites de utilizacién multiprocesador para planificacion EDF-FF y EDF-FFD en
funcién de Uz

Considérese un conjunto de m tareas, y un multiprocesador formado por n > 1
procesadores. Se tiene una tarea 7, de factor de utilizacion u,,q., y la utilizacion
total del conjunto es menor o igual que

EDF—-FF
Uwc (Tl - 17 a = umam) + Umaz

Se demostrara que dicho conjunto cabe en n procesadores, y por lo tanto

EDF—-FF EDF—-FF
Uwc ( Z Uwc

m,n, umam) (77, - 1; o = uma:v) + Umaz

Las tareas {7y,...,7,_1} se asignan a los primeros (n — 1) procesadores, pues la
utilizacion total de las mismas es menor o igual que
UEPF=EE(p 1 0 = Upnay)

y el algoritmo FF tiende a llenar los primeros procesadores. La tarea 7, se puede
asignar también a los procesadores, pues si no cupiese en los (n — 1) primeros proce-
sadores se asignaria al iltimo procesador. En el peor de los casos el procesador que
recibe la tarea 7 no recibe ninguna otra tarea. En este caso, las restantes (m — k)
tareas se pueden asignar a los huecos que hay en los otros (n — 1) procesadores,
puesto que conjuntamente con las (k — 1) primeras tareas acumulan una utilizacién
menor o igual que

UchF_FF(n - 17 o = umaa})

Por lo tanto se concluye
EDF—FF EDF—FF
Uwc (ma n, umaaﬂ) > Uwc (TL —la= umax) + Umaz

Para t,,,, > 0’5 se obtiene Brpr = 1, y considerando el caso n > 1 se deduce

UEPE=EE(m 0 > 1, U > 0'5) > 1/2 + Unae

El razonamiento empleado es valido porque la asignacion FF tiende a llenar los
primeros procesadores vacantes antes de acudir a los ultimos. Otros algoritmos como
el RF o el WF no cumplen esta condicién, y por lo tanto este tipo de resultado no
es valido.
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Empleando la misma linea de razonamiento con el algoritmo FFD se llega a la
conclusion

Para el caso oo > 05, a partir de las ecuaciones (5.3) se deduce

UEPE=EE (1m0 e > 0'5) < 0/2 4 Unae
y por lo tanto

UEPF=EE (1 0 > 1 Uppae > 0'5) = 1/2 + Uz

UEPE=FED (1 0 > 1, tpae > 0'5) = 1/2 + Upan
El incremento en en limite de utilizacién empleando ,,,, en lugar de « es signi-
ficativo para valores de ,,,, mucho mayores que 0'5. Por ejemplo, para n = 2
procesadores y U, = 1, el nuevo limite de utilizacién es 2, y por lo tanto 0’5 uni-
dades mayor que el obtenido empleando «. La idea es simple, si se sabe que una de
las tareas tiene factor de utilizacién 1 esta tarea cabe en un procesador, y en el otro
procesador queda espacio para una utilizacion adicional de valor 1.

Para el caso de valores de o menores que 0’5 y asignacion FF el limite de utili-
zaciéon empleando ,,,, es el mismo que empleando a. Para demostrar este punto,
basta con redistribuir la utilizacion de las primeras Sgpr tareas del segundo sub-
conjunto en el teorema 2, pagina 44, entre las cuales acumulan una utilizacién de

valor
ﬁEDF ﬁEDFE

Bepr +1 m
Esta utilizacién es siempre mayor que U,,.. para Bgpr > 2. La primera tarea del
segundo subconjunto pasa a tener un factor de utilizacién ..., y las siguientes
(Bepr — 1) tareas del segundo subconjunto se reparten la utilizacién

5EDF ﬁEDFE
Bepr + 1 m

max

Tras la redistribucion, la asignacion de tareas a procesadores empleando el algoritmo
FF no es posible, y por lo tanto la cota superior dada por el teorema 2 es valida
para asignacion FF cuando se elige & = Unar, ¥ Bepr > 2. Como esta cota coincide
con el limite de utilizacion en funcion de «, y el limite de utilizacién en funciéon de
Umaz NO puede ser menor resulta

_ Beprn+1

( ) Bepr +1

para Bgpr > 2

La modificacion de las tareas del conjunto presentado en el teorema 2 hace que estas
no estén ordenadas en sentido de factores de utilizacion decrecientes, y por lo tanto
la cota obtenida no es valida para asignacién FFD.
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Como resumen, en este apartado se han obtenido los limites de utilizacion

Umaz + TL/2 sl ﬁEDF =1

Beprn+l g»ﬁEDF‘> 1

EDF—FF
U (n > 1, Upmaz) = {
BeEpFr+1

UchFiFFDOl > 17 umam) = Umaz T n/2 si ﬁE’DF =1

1
OEDERE L EPFFED (1, h10) <t + 22
Bepr +1 Bepr +1
UchF_RF(n, Umaz) =1 — (N — DUmas

donde

ﬁEDF = \‘ ! J
Umnaz

La obtencién del limite de utilizacién para planificacion EDF-FFD en funcién
de Uq para Bppr > 1 no se lleva a cabo en la tesis. Esta forma parte del trabajo
futuro.

5.1.2 Planificacion RM

Este apartado es andlogo al anterior pero empleando planificaciéon local RM en
lugar de EDF'. El objetivo es obtener los limites de utilizacién multiprocesador en
funcion del méximo factor de utilizacién, .., para planificacion RM y empleando
los algoritmos de asignacion FF, FFD y RF.

En primer lugar se obtiene el limite de utilizacion UM =R (m 0, u,,,). El teo-
rema 22, en la pagina 174, proporcionaba la siguiente cota superior del limite de

utilizacion para asignacion WF en funcion de a.

naUs + Uy — (n — 1) sia< U,
UBM=WE (m n,a) < { nyU, — (np — 1o siU, <a<U,

U, sily < «

donde
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Aparecen tres casos dependiendo del valor de .. Sin embargo, en la préctica se elige
O = Umae POT lo que el Ultimo caso se puede eliminar. Téngase en cuenta que para
valores de u,,,, mayores que U, el conjunto de tareas no es planificable, por lo que no
tiene sentido definir un limite de utilizacién en ese caso. En los dos primeros casos
de la demostracién de la cota superior, el conjunto de tareas empleado tenia una
tarea de factor de utilizacion a. Por lo tanto, la cota propuesta por el teorema 22
es valida en funcién de u,,,, para los dos primeros casos, los tinicos en los que tiene
sentido el limite de utilizacion.

neUs + Uy — (1 — DtUpmas S Upnae < Ul

Ui =WE(m, n, tmea) < _
{nbUb — (np — DUmaz 81 Ug < Umaz < Up

La demostracién de la cota inferior del limite de utilizaciéon asociada a planificacién

local RM con cualquier algoritmo de asignaciéon razonable, proporcionada por el

corolario 2, es totalmente valida en los dos primeros casos, independientemente de

si alguna tarea alcanza el valor a. Esto es, para cualquier algoritmo razonable de

asignacion, RA, se cumple

noUs + npUp — (N — Dtmas S1 Upae < Ul

URM=RA(, o o >
we ( [ ma$) nbUb - (nb - 1)Umax s Ua S Umaz S Ub

y por consiguiente

RM—-WF naUa + nbUb - (TL — 1)U'mam si Umaz < Ua
Uspe (M, N, Umaa) = .
nbUb - (nb — 1)umam S1 Ua S Umaz S Ub

Como RF es el peor algoritmo de asignacion en términos de limite de utilizacion se
obtiene

RM—RF naUa + nbUb - (TL - 1)U'mam si Umazr < Ua
Uspe (M, N, Umaz) = .
nbUb - (nb — 1>umax S1 Ua S Umaz S Ub

A continuacién se acota el rango dentro del cual se encuentran los limites de utili-
zacion asociados a la planificacion RM-FF y RM-FFD en funcién de t,,q;.

La cota superior del limite de utilizacién para planificacion RM-FF en funcién
de « viene dada por el teorema 16, en la pagina 159. En este teorema se presenta
un conjunto de tareas que no cabe en el procesador. Este conjunto se divide en dos
subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilizacién

(m — 5RM(7”L _ 1))(21/(mfﬁm4(n71)) _ 1) _ (21/(BRM+1) . 1)5RM

(m — Brun)

U; =

y un segundo subconjunto formado por tareas de factor de utilizacion

€

ﬁRMTL

u; = (21/(5’RM+1) — 1)+
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Para valores de € arbitrariamente pequenos se tiene que ninguno de los factores de
utilizacion del conjunto alcanza el valor ae. Sin embargo, si se incrementase el factor
de utilizacién de una tarea del segundo subconjunto, para pasar de

€

5RMTL

(21/(5’RM+1) _ 1) +

a tomar el valor «, el conjunto de tareas resultante seguiria sin caber en los proce-
sadores. Eligiendo v = 4, se tiene

La cota superior del limite de utilizacién para planificacion RM-FFD en funcién
de « viene dada por el teorema 15, en la pagina 156. En este teorema se propone
un conjunto de tareas que no cabe en el procesador. Este conjunto se divide en dos
subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilizacién
¢/m, y un segundo subconjunto formado por tareas de factor de utilizacién

u; = (21/(5’RM+1) —1) +¢/m

Para valores de € arbitrariamente pequenos se tiene que ninguno de los factores de
utilizacion del conjunto alcanza el valor a.. Sin embargo, si se incrementase el factor
de utilizacién de una tarea del segundo subconjunto, para pasar de

(21/(5RM+1) _ 1) + e/m

a tomar el valor «, el conjunto de tareas resultante seguiria sin caber en los proce-
sadores. Eligiendo v = 4, se tiene

Ufy’FFD(m, Ny Uaz ) < UfCM’FFD(m, Ny Q= Umaz) + Umaz — (21/(531”“) —1) (5.6)

Sustituyendo las expresiones de los limites de utilizacion en funciéon de « en las
ecuaciones (5.5) y (5.6) se obtiene

szc]\/[_FF(mv n, umam) S (m - ﬁRM(n - 1))(21/(m_ﬂRM(n_1)) - 1)+
(n —2)(2W/Pra*+) _ 1) 4y 0n (5.7)

Ufc]W*FFDOn’ n > 17uma:v) < 5RMn<2(1/ﬁRM+1) - 1) + Umaz

Al haber elegido o = U4z, €l pardmetro Grys se puede obtener como

1
Prans = {1 + log, (umam>J

Comparando estas expresiones con los limites de utilizacién en funcién de a se
obtienen los siguientes incrementos maximos. Para Sgy; = 1 el maximo incremento
es (1—(2/2—-1)) ~ (586, para Bry = 2 el maximo incremento es ((21/2—1)—(21/3 —
1)) ~ 0'154, para Bga = 3 el maximo incremento es ((21/2 —1) — (214 —1)) =~ 0'071,
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y asi sucesivamente.

Para el caso particular en que Sryy = 1 y n > 1, se pueden obtener de forma
simple los limites de utilizacién multiprocesador para planificaciéon RM-FF y RM-
FFD en funcion de .. Se puede demostrar de forma andloga a como se hizo en
el apartado anterior para planificacién local EDF que

RM—FF RM—FF
U,. (m,n > 1, Upaz) > U, (m—1,n—1,a = Unaz) + Umaz

RM—-FFD RM—-FFD
Uwc > Uwc

(m,n > 1, Upmaz) (m—1,n—1,0 = Unaz) + Umaz

Haciendo t,q, > 0'414 resulta By =1y

URM=EE (1 0 > 1, Uppae > 0'414) > (m —n + 1)(2Y ) — 1)
(’I’L - 2)(21/2 - 1) + Umaz
(m —1)2Y ) — 1) + Uppge  sin =2

URM=FED (1 0 > 1 Uppae > 0'414) >
we ( )2 n(2Y2 — 1) + Upge sin > 2
(5.8)

Para el caso a > 0’414, a partir de las ecuaciones (5.7) se deduce

UBM=FEF (1m 1 > 1, g > 0414) < (m —n + 1)(2Y0 D _ 1) 4
(77, - 2)(21/2 - 1) + Umaz
UBM=FED (1) 0 > 1, ey > 01414) < 0(2Y2 — 1) + Umae

y por lo tanto

UBM=FE (1 0 > 1 gy > 0'414) = (m — n + 1)(2Y0 D) _ 1) 4
(n - 2)(21/2 - 1) + Umaz

URM=EED (1 > 2 gy > 0/414) = (212 — 1) + Uppy

Queda pendiente el caso en el cual n = 2, Uuy,q, > 0.414 y se tiene asignacién FFD.
En este caso, el limite de utilizacién se obtiene directamente teniendo en cuenta que
no puede ser menor que el asociado a la asignacion FF. Esto es,

UBM=EED (19 ' = 2 gy > 0414) SUBMFE (1 n = 2 ey > 0/414) =
(m - 1)(21/(m71) - 1) + Umax

Por lo tanto, a partir de esta cota inferior y de la cota superior dada por la ecua-
cion 5.8 para el caso n = 2, se deduce

URM=FED (1 1 = 2, gy > 0/414) = (m — 1)(2Y7Y — 1) + 10,

El incremento en en limite de utilizacion empleando u,,., en lugar de « es significa-
tivo para valores de t,,,, mucho mayores que 0'414. Por ejemplo, para asignacién
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FF, n = 2 procesadores y ., = 1’0, el nuevo limite de utilizacién es 0’586 unidades
mayor que el obtenido empleando «. La idea es simple, si se sabe que una de las
tareas tiene factor de utilizacion 1 esta tarea cabe en un procesador, y en el otro
procesador queda espacio para una utilizacién adicional de al menos In(2).

Para el caso de valores de o menores que 0’414 y asignaciéon FF el limite de
utilizacién empleando u,,.,; es el mismo que empleando «. Para demostrar este
punto, basta con redistribuir la utilizacién de las primeras (m — Sryn + 1) tareas
del conjunto presentado en el teorema 15, pagina 15 entre las cuales acumulan una
utilizacion de valor

(1 — B (n — 1))(YOn =) _ 1) _ (B, — 1)(2V D) 1)

Esta utilizacién es siempre mayor que Up,q, para Sgy > 2. De las primeras (m —
Brun + 1) tareas, la tltima pasa a tener un factor de utilizacion ., y las (m —
Brun) restantes se reparten la utilizaciéon

(m _ 5RM(71 _ 1))(21/(7’7’*51%1»1("*1)) _ 1) _ (ﬁRM _ 1)(21/(ﬁRM+1) _ 1) — Uy

Tras la redistribucion, la asignacion de tareas a procesadores empleando el algoritmo
FF no es posible, y por lo tanto la cota superior dada por el teorema 16 es valida
para asignaciéon FF cuando al menos una de las tareas tiene un factor de utilizacion
de valor Umaz, ¥ Bry = 2. Como esta cota coincide con el limite de utilizacion para
QO = Umaz, v €l limite de utilizacion en funcién de u,,,, no puede ser menor resulta

UfyiFF(m7 n, umax) = (m — 5RM(” _ 1))(21/(7”*51%1%("*1)) _ 1)+

(n — 1)(21/(ﬁm+1) —1)

para fpy > 2.

Como resumen, en este apartado se han obtenido los limites de utilizacién

Ufy*FF(m,n > 1, Uz ) =

(m—n+ 1)Y=+ — 1) + (n — 2)(2Y2 — 1) + Uppee  si Brar = 1

(m _ (5RM _ 1))(21/(m—ﬁRM—1) _ 1) + (n _ 1)(21/(5RM+1) _ 1) si By > 1

(m—1)2Y D — 1) + tppee si frar =1y n =2

URM=FFD(p s ] gy ) =
we ( ) n(2Y2 — 1) + Upae i Brar =1y n>2

(51«21\471 + 1)(21/(BRM+1) _ 1) < Ufj‘”’FFD(m,n > 2, umam) < gRMn(Ql/(ﬁRMH) _ 1) + Upas

(Brarm + 1)(21/@met) — 1) < UIMEED (1m0 = 2 ) < (m—= 1)(2Y7) = 1) + g,
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naUs + Uy — (n — 1) tnas S1 Upae < U,

[TRM=RF (1 0 0 =
we ( [ max) nbUb - (TLb - l)umax s Ua S Umaz S Ub

donde

1
P = \‘1 + IOgQ(umaﬂc)J

=
Ng = M — n—1
n

ny ="n — Ng

U, = [L”_l—‘ (Ql/f%"ﬂ _ 1)

n

U, = {7m+n_ 1J (Ql/L%’HJ _ 1)

n

La obtencién del limite de utilizacién para planificacion RM-FFD en funcién de
Umaz Para Brar > 1 no se lleva a cabo en la tesis. Esta forma parte del trabajo
futuro.

5.2 Consideracion de los factores de utilizacion de
las tareas

En este apartado se establece cual es la maxima mejora de los limites de utilizacion
multiprocesador para planificaciéon local RM derivada del incremento del limite de
utilizaciéon monoprocesador, obtenido a partir del conocimiento de los factores de
utilizacion de las tareas.

Para ello se aplicara la condicion de planificabilidad del teorema 11, la cual tiene
en cuenta los factores de utilizacién de las tareas, y permite obtener un limite de
utilizacién mas alto.

Una parte fundamental en la obtencion de los limites de utilizacién multipro-
cesador era la obtencion de cotas superiores de utilizacion. Es decir, valores por
debajo de los cuales se encuentran los limites de utilizacién. Para el caso de plani-
ficacion local RM estas cotas vienen dadas por los teoremas 15, 16, 22, y 25, en las
paginas 156, 159, 174, y 188 respectivamente.

La idea es obtener el incremento de las cotas anteriores que hace que el con-
junto de tareas no quepa en el multiprocesador, incluso aplicando la condicién de
planificabilidad del teorema 11.

Se han realizado experimentos con dicha condicién a partir de los cuales se ha
obtenido las siguientes conclusiones:

e La maxima mejora con respecto al limite de Liu y Layland (1973) ocurre
cuando se tiene una tarea de factor de utilizacién conocido y un niimero infinito
de tareas de factores de utilizacion desconocidos, pero idénticos.
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[ o [ ALy |
0’414 | 0'0674n
0°200 | 0°0176n
0’100 | 0°0047n
0°010 | 0°0001n

Tabla 5.1: Maximos incrementos del limite de utilizacién multiprocesador Lg,,, para
distintos valores de a.

e La mejora obtenida en ese caso es tanto mayor cuanto mayor es el factor de
utilizacion conocido.

Empleando planificacion local RM se habian encontrado cuatro limites de utili-
zacion multiprocesador diferentes: Hgyr, Kryr, Lry, € Igy. A continuaciéon vera
cual es el maximo incremento de los mismos que puede obtenerse empleando el
teorema 11.

La cota superior proporcionada por el teorema 15 establecia un valor que no
podia ser superado por el limite de utilizacion Hpgy,. El factor de utilizacion era
el mismo para todas las tareas del conjunto empleado en la demostracion. Por lo
tanto, el limite de utilizacion obtenido a partir del teorema 11 coincide con el clasico
de Liu y Layland (1973), y no se obtiene ninguna mejora en el limite de utilizacién
multiprocesador Hgy,.

La cota superior proporcionada por el teorema 16 establecia un valor que no
podia ser superado por el limite de utilizacién multiprocesador Kgry,. Este limite
se obtenfa empleando la condicién de planificabilidad de Liu y Layland (1973), ain
cuando los factores de utilizacion eran diferentes, lo que introdujo cierto pesimismo.
Como se deduce del conjunto de tareas empleado en la demostracién, sélo puede
mejorarse el limite de utilizacién del primer procesador. Considerando € = 0, este
primer procesador recibe tareas de factor de utilizacién (21/(8rv+1) — 1) vy el hueco
que queda en el primer procesador se reparte equitativamente entre un conjunto de
(m—Lfgrun) tareas. En el caso més favorable, la méxima mejora con respecto al limite
de utilizacién de Liu y Layland (1973) se obtiene cuando (m—[frymn) — oo, y se tiene
una tarea adicional de factor de utilizacién (2'/2 — 1). La mejora obtenida en este
caso es de 0’067 unidades. Por lo tanto, en el limite de utilizacién multiprocesador
K gy puede aumentar a lo sumo en 0’067 unidades.

En cuanto al limite de utilizacién multiprocesador Ly, el teorema 22 propor-
cionaba una cota superior del mismo. Aparecian tres casos en la demostracién
dependiendo del valor de «. La situaciéon mas favorable en cualquiera de los tres
casos consiste en tener infinitas tareas en un procesador, de las cuales una tiene un
factor de utilizacién conocido de valor In(2). En este caso se obtiene una mejora de
valor 0'166n. Sin embargo, el limite de utilizacién multiprocesador Lgy; tiene utili-
dad préctica, tinicamente para valores de o menores o iguales que (2/2 —1) ~ 0/414,
pues en caso contrario el limite de utilizacién multiprocesador es similar al limite
monoprocesador. La tabla 5.1 muestra la maxima mejora en el limite de utilizacién
multiprocesador Lpry; para distintos valores de o menores o iguales que 0'414.

En cuanto al limite de utilizacion multiprocesador Iy, el teorema 25 proporcio-
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naba una cota superior del mismo. La situacién més favorable en cuanto a mejora es
la misma que la descrita para el limite Lgy;. Por lo tanto, los maximos incrementos
del limite Lgy; son aplicables al limite Igp;.

Como se ha mostrado, los incrementos de los limites de utilizacién multiprocesa-
dor son escasos. Por lo tanto los limites de utilizacién multiprocesador proporciona-
dos en los capitulos 4 son practicamente ajustados. Ademas, en el caso promedio la
mejora en el limite de utilizacién monoprocesador proporcionada por el conocimiento
de los factores de utilizacién es muy bajo (J.M. Lépez y Garcia, 2000a).

En cualquier caso, los méaximos incrementos proporcionados no tienen por que
alcanzarse. Para que se alcanzasen deberia ser posible demostrar que cualquier
conjunto de tareas de utilizaciéon total menor o igual que el limite incrementado es
planificable.

Los limites de utilizaciéon proporcionados en el capitulo 3 para planificacion mo-
noprocesador EDF son estrictamente ajustados, ya que la condicion de planificabili-
dad empleada era ajustada, incluso conociendo los factores de utilizacién de algunas
tareas.



Capitulo 6

Extensiones del modelo de tareas

En este capitulo se obtienen limites de utilizaciéon multiprocesador para planificacion
local EDF o RM, y para un modelo de tareas mas general que el considerado en los
capitulos 3 y 4.

El nuevo modelo de tareas extiende el modelo de tareas de Liu y Layland (1973)
para tener en cuenta:

e Acceso a recursos compartidos.

Jitter de activacion.

Plazos menores que los periodos.

Tareas aperiédicas.

Cambios de modo.

Desde el punto de vista del andlisis, las cuatro primeras extensiones transforman el
conjunto de tareas periddicas extendido en un nuevo conjunto de tareas periddicas
que sigue el modelo de Liu y Layland (1973), y es tanto o mds dificil de planificar
que el original. La idea es aplicar sobre este nuevo conjunto de tareas se los limites
de utilizacién de los capitulos 3 y 4.

Los cambios de modo implican la modificaciéon del conjunto de tareas a lo largo
del tiempo. Independientemente del algoritmo de asignacion razonable empleado, el
caso peor desde el punto de vista del andlisis es equivalente al caso de un conjunto
de tareas estatico asignado empleando el algoritmo RF.

6.1 Acceso a recursos compartidos

Una de las restricciones empleadas en la obtencién de los limites de utilizacion,
propuestos en los capitulos 3 y 4, era que las tareas debian ser independientes.

Sin embargo, en la practica es necesario en ciertos casos comunicar las tareas
entre si. Una forma de realizar esta comunicacion es mediante el acceso a recursos
compartidos, como puede ser un area de memoria. Cuando dos o mas tareas acceden
a un recurso compartido pueden aparecer problemas de coherencia debido a efectos
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de carrera, por lo que es habitual emplear mecanismos que arbitren el acceso a los
mismos como pueden ser los semaforos (Tanenbaum, 1991). En este caso se dice
que el recurso compartido estd protegido. El objetivo de la proteccion es puramente
funcional, evitando resultados incorrectos debidos a efectos de carrera.

Sin embargo, al evitar los problemas de coherencia mediante mecanismos de
proteccion se elimina toda predecibilidad del sistema de tiempo real. La explicacion
es simple. La proteccion consiste en evitar el acceso simultaneo al recurso compartido
por dos o mas tareas simultaneamente. Por lo tanto una activacién de alta prioridad
puede bloquearse esperando a que una activacién de baja prioridad libere el recurso
compartido, lo que penaliza su tiempo de respuesta. Con la simple proteccién del
recurso sin incluir ningin mecanismo adicional, una activacién de alta prioridad
puede bloquearse durante un tiempo ilimitado en el peor de los casos. Logicamente
esto es inadmisible en un sistema de tiempo real estricto. Una solucién al problema
de funcionalidad y predecibilidad cuando se accede a recursos compartidos consiste
en el empleo de protocolos de acceso. Con estos protocolos se limita el tiempo
maximo que pueden bloquearse las activaciones de una tarea 7; debido a activaciones
de menor prioridad (Buttazzo, 1997; J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998). Este maximo
tiempo de bloqueo se denota por B;.

En el contexto de la tesis se supone el empleo de los protocolos monoprocesador
PCP y SRP para planificacién RM, y SRP para planificacion EDF (Buttazzo, 1997;
J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998).

Empleando el protocolo PCP o SRP con planificaciéon basada en las prioridades
fijas RM, el limite de utilizacién de un procesador P; pasa a ser

mj(21/mf — 1) —mazep,(Bi/T;) (6.1)

Empleando el protocolo SRP con planificacién EDF el limite de utilizacién de
un procesador P; pasa a ser

1 —mazrep;(B;/T;)

En las expresiones anteriores m; es el nimero de tareas asignadas al procesador
P;, y 7; € P; hace referencia a las tareas que se asignan al procesador P;.

El problema es como generalizar estos limites de utilizacién al caso multiproce-
sador con particionado. Puesto que los protocolos de acceso a recursos compartidos
empleados son protocolos monoprocesador es necesario que todo subconjunto forma-
do por tareas que dependen entre si se asigne al mismo procesador. Las tareas que
dependen entre si constituyen lo que se denominara una macrotarea en el contexto
de la tesis.

Para ilustrar los conceptos de dependencia y macrotarea se hara referencia a la
figura 6.1. Las tareas 7, 73 y 73 tienen un recurso compartido, representado por las
lineas que las unen. Ademads la tarea 74 comparte un recurso con la tarea 73. Por
lo tanto, las tareas 71, T, T3 y 74 son tareas dependientes (directa o indirectamente)
y forman la macrotarea ;. La tarea 75 es independiente y forma la macrotarea ~s.

i Te YV T )
Finalmente las tareas 74 7 dependen solo una de otra, y forman la macrotarea
v3. El nimero de macrotareas del sistema se representa por m. En el caso de la
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Figura 6.1: Concepto de independencia y definiciéon de macrotareas.

figura 6.1 se tiene m = 3.

Desde el punto de vista de la asignacién cada macrotarea funciona como una
tarea monolitica para cumplir con la restriccién de que las tareas dependientes entre
si se asignen al mismo procesador. Sin embargo para poder realizar la asignacién
es necesario asignar un factor de utilizaciéon valido a la macrotarea. El factor de
utilizacion de la macrotarea vy se define como

Uy, = Z U; + maty, e, (Bi/T) (6.2)

Ti€Vk

B! representa el maximo bloqueo de la tarea 7; en la situacién hipotética de que todas
las tareas del sistema se encontrasen en un mismo procesador. Por el contrario B;
representa el maximo bloqueo de la tarea 7; considerando unicamente las tareas
del sistema que se encuentran en su mismo procesador después de la asignacion.
Cuantas mas tareas hay en un procesador tantos mas casos posibles de bloqueo hay,
y por lo tanto se cumple B! > B;.

La utilizacion total de las macrotareas del sistema, U , se obtiene como la suma
de los factores de utilizacion de las macrotareas.

U= Em: i (6.3)
k=1

Como se puede observar, a partir de un conjunto de m tareas dependientes se ha
obtenido un conjunto de m macrotareas independientes, de factores de utilizacion
proporcionados por la ecuacion (6.2).

6.1.1 Planificacion EDF

Para el caso de planificacién local EDF se puede demostrar que si el conjunto de
macrotareas obtenido a partir del conjunto original es planificable en el multiproce-
sador, también lo es el conjunto de tareas original. Para ello, considérese un conjunto
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de m macrotareas que es planificable en el multiprocesador. A uno cualquiera de los
procesadores P; se han asignado un conjunto de r7; macrotareas, planificable en ese

monoprocesador. Esto es, kazj L Ux < 1. Por lo tanto, aplicando la ecuacién (6.2) se
cumple

Z Z ul+2maxn€% (B!/T;) <

k=1 1€V

Sea m; el nimero de tareas asignadas a P;. Se cumple entonces

mj M
Z Ui + Z MaTr; ey, (B;/Tl> <1
=1 k=1

Por una parte, B! > B;, y por otra parte

Mmaxr;ep; (BZ/TZ) < Z MaTr, ey, (BZ/TZ)
k=1

Se deduce entonces

m;
Z u; +maxr,ecp,(Bi/T;) <1
i=1
Lo cual demuestra que el conjunto de tareas asignado a P; es planificable.

Por lo tanto, para obtener los limites de utilizaciéon de un conjunto de macrota-
reas, lo inico que hay que hacer es sustituir en los limites de utilizacién del capitulo 3
las variables m, «, Bgpr y U por sus homodlogas m, &, ﬁEDF y U.

Los limites de utilizacién multiprocesador con recursos compartidos dependen de
los parametros & y B eDF, los cuales se obtienen de forma andloga a los parametros

a'y Bepr.

& > 4
. 1 (6.4)
ﬁEDF = \‘TJ

(6%

En el caso de no existir recursos compartidos m < Bgppn y era una condicién
suficiente de planificabilidad multiprocesador para planificaciéon local EDF. De igual
forma, bajo la presencia de recursos compartidos m < BEDpn es una condicién
suficiente de planificabilidad multiprocesador para planificacion local EDF.

Debe tenerse en cuenta que los limites de utilizacién multiprocesador propuestos
para el caso de recursos compartidos son validos unicamente cuando se cumple
m > BEDFn y @ < 1. Un valor a > 1 hace no planificable el conjunto de tareas,
independientemente de la utilizacion total del mismo.

Por ejemplo, considérese el conjunto de tareas dependientes de la figura 6.1.
Supdngase vienen definidas por los parametros de la tabla 6.1. Se recuerda que los
valores B’ se corresponden con el méaximo bloqueo de la tarea suponiendo que las

siete tareas se encontrasen en el mismo procesador. Se desea sabe si el conjunto
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T1 T2 73 T4 T5 T6 T7
U 0’1 0’2 02 |01 104011 02
B'/T 005 | 003 | 002 | O 0 [01]003

Tabla 6.1: Ejemplo de andlisis de planificabilidad de tareas dependientes en multi-
procesadores.

de tareas anterior es planificable sobre dos procesadores empleando asignacién de
tareas FF y planificacién EDF. En el ejemplo se tienen tres macrotareas: vy, v2 y
~v3 de factores de utilizacién

U =014+02+02+ 01+ maz{005+ 003+ 002} =065
iy = 0’4 + max{0} = 04
G3 =01+ 02+ maz{0'1+ 003} =04
El maximo factor de utilizacién alcanzable se elige como & = 0'65. Por lo tanto

Brpr = |1/0’65] = 1. El limite de utilizacién para asignacién FF y planificacién
EDF es

UEDF*FF(H BEDF) _ Beprn + 1
v Bepr + 1

Para BEADF =1y n =2 toma el valor 1'5. La utilizacién total del conjunto de las
tres macrotareas es (0’65 + 0’4 + 0’4) = 1’45. Por lo tanto, el conjunto de tareas del
ejemplo es planificable.

Una posible mejora de los limites de utilizacién consiste en redefinir el valor
de B’, considerando para su obtencién unicamente las tareas que pertenecen a la
misma macrotarea, en lugar de considerar todas las tareas del sistema como se hizo
hasta ahora. Sin embargo, no se dispone de una demostraciéon definitiva que avale
la validez de este resultado. Su obtencién forma parte del trabajo futuro.

6.1.2 Planificacion RM

Desgraciadamente con planificacion RM el proceso de obtenciéon de los limites de
utilizacion no es tan simple como en el caso de planificacion EDF. La razon estriba
en que la planificabilidad de las macrotareas asignadas a un procesador no depende
del niimero de macrotareas sino del niimero total de tareas asignadas al procesador.
Una soluciéon muy conservadora consiste en utilizar un analisis idéntico al de EDF y
multiplicar los limites de utilizacién para EDF por el término In(2). Es decir, con-
siderar un caso muy pesimista en el cual todos los procesadores reciben un nimero
infinito de tareas, y por lo tanto el limite de utilizacién de cada procesador es In(2).
Pueden verse otros ejemplos de esta técnica en el apartado 6.3.

Otra solucién menos conservadora seria obtener los limites de utilizacién sobre n
procesadores para un conjunto de m macrotareas, tal como se hizo en el capitulo 4
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Figura 6.2: Ejemplo de tarea periédica con jitter.

para un conjunto de m tareas. No obstante las demostraciones en este caso serian
mucho mas complejas que las vistas en el capitulo 4.

6.2 Jitter de activacion

Una de las restricciones del modelo de tarea periddica ideal es que el tiempo trans-
currido entre dos activaciones consecutivas de una misma tarea es constante e igual
al periodo.

Sin embargo en la practica esto no es asi y se suele observar un retraso de
la activacién denominado jitter de activacién en la literatura. Las causas de este
retraso son debidas fundamentalmente a la gestion interna de las tareas llevada a
cabo por el planificador, o a problemas de granularidad temporal (K.W. Tindell y
Wellings, 1994).

El jitter es una fuente de impredecibilidad que debe acotarse de alguna forma.
Lo habitual es proporcionar un valor J; que indica el jitter maximo de una tarea
periodica ;.

En la figura 6.2 puede verse un ejemplo de una tarea peridédica con jitter. El
area sombreada indica instantes posibles de activacién. El ancho es igual al jitter.
Puede verse como las tres primeras activaciones de la tarea peridédica ocurren en los
intervalos [OZ, Ol + JZ], [Ol + Cr“ OZ + CFZ + JZ] y [OZ + QE, OZ + QE -+ JZ]

Sin embargo, independientemente del jitter el plazo absoluto sigue siendo el
mismo que el de la tarea sin jitter.

Se podria obtener el limite de utilizacion monoprocesador ajustado para RM y
EDF teniendo en cuenta el jitter. El problema del limite asi obtenido es que requeri-
ria un proceso completo de demostracién para generalizarlo al caso multiprocesador.
Este proceso de demostracion seria a buen seguro mucho mas complejo que el ya de
por si complejo proceso de demostracion de los capitulos 3 y 4. Como solucién de
compromiso se emplearan los limites de utilizaciéon monoprocesador habituales sobre
un conjunto de tareas sin jitter obtenido mediante transformacién del original.

El efecto del jitter sobre los limites de utilizacién se puede incluir admitiendo
cierto grado de pesimismo. Si el tiempo de computacion de cada tarea se incre-
menta en el valor de su jitter se obtiene un nuevo conjunto de tareas de tiempos
de computacién C] = (C; + J;) y periodos T} = T;. Los nuevos factores de utiliza-
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C; + J;

tij

i tigtdJi tij ti; tij

(a (b) (0

Figura 6.3: Transformacién de un conjunto de tareas con jitter a un conjunto de
tareas sin jitter.

cién de las tareas pasarian a ser u, = C!/T]. Si el conjunto obtenido a partir de la
transformacién es planificable también lo serd el conjunto original.

Para demostrar este hecho considérese una activacion cualquiera de una tarea
7; de instante de activacién ideal ¢; ;, instante de activacién real t; ; y tiempo de
computacién C;. La diferencia entre el instante de activacion real e ideal verifica
t;’ = tig < Ji donde J; es el jitter de la tarea. Esta situacion se corresponde con la
subfigura (a) de la figura 6.3.

Si artificialmente se anade al sistema otra activacion de igual prioridad, igual
plazo absoluto, instante de activacion ¢;; y tiempo de computacién J;, la planifi-
cabilidad empleando RM o EDF no puede mejorar. Esto es, si se sustituyese la
activacién con jitter de la subfigura (a) por las dos activaciones sin jitter de la subfi-
gura (b) y el sistema resultante fuese planificable, también lo serfa el sistema original
que inclufa la activacién con jitter. Esta relacion de planificabilidad se representa
en la figura 6.3 mediante una flecha que va de la subfigura (b) a la subfigura (a).

Como las dos activaciones de la subfigura (b) tienen el mismo tiempo plazo abso-
luto, misma prioridad, y no puede haber periodos de inactividad entre los instantes
de activaciéon de ambas al ser ¢} ; < tij+ Ji, resulta que ambas activaciones se pue-
den sustituir por una activacién equivalente de instante de activacion ¢, ;, tiempo
de computacién (C; + J;), e idéntica prioridad y plazo absoluto que las anteriores.
Esta activacion equivalente se representa en la subfigura (c) de la figura 6.3. La
equivalencia entre la planificabilidad en las situaciones (b) y (c) se ha representado
en la figura 6.3 con una flecha doble.

Resumiendo, una forma sencilla de tener en cuenta el efecto del jitter en los limi-
tes de utilizacién multiprocesador consiste en incrementar el tiempo de computacion
de cada tarea en el valor de su jitter antes de aplicar los limites de utilizacion dados
en los capitulos 3 y 4. El inconveniente es el elevado grado de pesismismo para
valores elevados del jitter.
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6.3 Plazos menores que los periodos

Los limites de utilizacién de Liu y Layland (1973) para planificacién RM y EDF son
validos para el caso de plazos iguales a los periodos.

En el caso de planificacion RM y plazos menores que los periodos Lehoczky
(1990) generalizé el modelo de las tareas, permitiendo plazos de valor D; = AT;.
Cuando A < 1 se tienen plazos menores que los periodos y para A = 1 plazos iguales
a los periodos. La expresion del limite de utilizacién obtenida para un ntimero de
tareas arbitrario es demasiado compleja para ser generalizado al caso multiprocesa-
dor. Ademsds la aplicabilidad de estos limites de utilizaciéon es muy reducida pues
habitualmente el plazo de cada tarea cumple D; = A, T;, v A, es diferente para cada
tarea. En estas condiciones la planificacién no es RM sino DM (basada en priori-
dades fijas asignadas de acuerdo con el criterio DM) y se elige de manera pesimista
A= minlgz‘sm Az

Se considera el caso mas simple caracterizado por un numero de tareas infinito,

el cual se corresponde ademés con el nimero de tareas mas desfavorable. El limite
de utilizacién viene dado por la siguiente ecuacion.

R (A) = A S%O<A§1/2

In(2A)+1-A sil/2<AL1
En el caso de planificacion EDF y plazos de valor D; = AT}, con A < 1 se habia
demostrado en el apartado 1.4.2 el limite de utilizacién

Upe " (A) = A

Los limites de utilizacién monoprocesador mostrados tanto para planificaciéon RM
como EDF y plazos menores que los periodos se obtienen multiplicando por un valor
constante menor que uno el limite de utilizacion para planificacién monoprocesador
EDF con plazos iguales a los periodos.

La consecuencia es inmediata, los limites de utilizacion multiprocesador se obtie-
nen multiplicando por la misma constante los limites de utilizacién multiprocesador
para EDF con plazos iguales a los periodos. La diferencia entre la planificacion EDF
y RM radica en el valor de dicha constante.

Asi por ejemplo, para planificacion EDF o RM, asignacion FFD y plazos menores
o iguales que los periodos se tiene

_ AJEDED +1

[EDF-FFD(
Yepr +1

n,YEDF, A)

UEM=FED (n ypar, A) =

{AM si0<A<1/2

YrM+1

(In(2A) +1 — A) muntl i 1 /9 <AL

YrRM 1

Los parametros Ygpr v Yrym Se obtienen de forma andloga al parametro Bgpr,
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teniendo en cuenta que ahora la capacidad del procesador no es uno.

Yepr(A) = [A/a]
A/l si0<A<L1/2
Tru(A) = { W?A)%—AJ sil/2<A<1

La demostracion de estos valores es analoga a la proporcionada en el lema 2 para
la obtencion de Brpr.

Los limites de utilizacién propuestos son véalidos unica y exclusivamente cuando
vepr(A) > 0 para planificaciéon EDF multiprocesador y cuando gy (A) > 0 para
planificacion RM multiprocesador. En caso contrario, habria tareas que no cabrian
en un procesador ni siquiera siendo las Unicas asignadas al procesador. Bajo estas
circunstancias el conjunto de tareas no es planificable independientemente de la
utilizacion total del mismo.

De igual forma que sucedia en el caso de plazos iguales a los periodos el con-
junto de tareas es planificable si cumple m < vgprp(A)n en el caso de planificacién
EDF multiprocesador, o si cumple m < gy (A)n en el caso de planificacién RM
multiprocesador.

Los limites de utilizaciéon propuestos para el caso de plazos menores que los
periodos son mas pesimistas que los proporcionados en los capitulos 3 y 4. La razén
estd en la eleccion A = min;<;<,, u; tanto para planificacién EDF como RM, y la
eleccion de un nimero infinito de tareas para el caso de planificacion RM.

El pesimismo se puede reducir considerablemente para el caso de planificacién
EDF si se utiliza la condicion de planificabilidad

X5

descrita en el apartado 1.4.2. Si se redefiniese el concepto de factor de utilizacion de
una tarea 7; para que este fuese igual a (C;/D;), todos los resultados proporcionados
en el capitulo 3 serian totalmente véalidos para el caso de plazos menores que los
periodos. Por ejemplo, para el caso de planificacion EDF-FF se tiene la condicion
de planificabilidad

u|q

zm: Ci _ Beprn+1
D; ﬁEDF +1

=1

6.4 Tareas aperidédicas

Los sistemas de tiempo real ademés de contener tareas peridédicas contienen habi-
tualmente tareas aperiddicas, las cuales se caracterizan por plazos no estrictos, e
instantes de llegada impredecibles.

El objetivo en este tipo de sistemas que contienen tareas periddicas y aperidédicas
es garantizar los plazos de las tareas periddicas y hacer lo més bajo posible el tiempo
medio de respuesta de las tareas aperiodicas.
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En la literatura se plantean diferentes esquemas de planificaciéon conjunta de
tareas periddicas y aperidédicas. Uno de los mas habituales es el empleo de servidores
de tareas aperiddicas (Buttazzo, 1997; Bernat y Burns, 1999). Dependiendo del tipo
de servidor empleado, estos interfieren con la planificacion de las tareas periddicas
de diferente manera.

Sélo se consideran aquellos servidores que interfieren de manera estrictamente
periédica sobre las tareas periddicas. Es decir, a efectos de estudio de planificabi-
lidad cada servidor y las tareas aperiddicas que sirve se pueden sustituir por una
tarea periddica. Ejemplos de estos servidores son el Sporadic Server (SS) y Priority
Exchange (PE) para planificacién RM, y sus versiones dindmicas para planificacién
EDF (Buttazzo, 1997).

Empleando servidores con interferencia estrictamente periddica los limites de
utilizacion propuestos en los capitulos 3 y 4 siguen siendo validos.

Con la consideracion de tareas tareas aperiddicas surgen nuevos problemas como
son la eleccion de los servidores, el ajuste de sus parametros y el algoritmo de
asignacién de tareas aperiddicas a servidores. No obstante, estos problemas estan
fuera del contexto de esta tesis.

6.5 Cambios de modo

En determinadas aplicaciones de tiempo real el conjunto de tareas a planificar no es
fijo, sino que varia a lo largo del tiempo para adaptarse a un entorno cambiante. Hay
situaciones en las que el desconocimiento del entorno hace que el conjunto de tareas
evolucione de una manera desconocida a priori. Sin embargo, hay situaciones en las
que el entorno puede encontrarse en un conjunto de estados claramente definidos y
conocidos a priori, cada uno de las cuales requiere un conjunto de tareas también
definido y conocido a priori. En este apartado se supone que el sistema se encuentra
en esta ultima situacién, asociada a lo que se denomina cambios de modo en la
literatura (Pedro y Burns, 1998).

La variacion del conjunto de tareas puede suponer la modificacién de pardametros
de ciertas tareas como pueden ser los periodos de las mismas, o incluso la destruc-
cion de tareas y la creacion de nuevas tareas. En general, puede considerarse que el
conjunto de tareas cambia unica y exclusivamente mediante la creacion y destruc-
cién de tareas. Aquellas tareas que simplemente cambian de parametros se pueden
modelar como una tarea con los parametros antiguos que se destruye, y otra nueva
que se crea a continuacién con los nuevos parametros.

En el caso mas simple de cambio de modo se destruyen todas las tareas del
sistema antes de crear nuevas tareas. De esta forma antes de asignar las nuevas
tareas se tiene un multiprocesador vacio. Por lo tanto, aplicando los limites de
utilizacién proporcionados se puede estudiar de manera simple la planificabilidad
del sistema. Sin embargo en la practica las cosas no son tan simples. Por ejemplo,
el sistema puede contener tareas de control criticas que no pueden ser abortadas y
son necesarias en todos los modos.

Cada vez que se crea una tarea esta debe asignarse a un procesador. Los algo-
ritmos de asignacion de tareas que implican la ordenacion del conjunto de tareas no
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pueden aplicarse, pues esto puede suponer la migracién de tareas entre procesadores.
Ejemplos de estos algoritmos son el FFD y el BFD. Por el contrario, algoritmos en
linea como el FF o BF pueden aplicarse en estas situaciones dinamicas.

Una vez fijado el algoritmo en linea de asignacién de tareas y el algoritmo de
planificacion monoprocesador, podria pensarse que el andlisis de planificabilidad
puede realizarse aplicando simplemente a cada modo el limite de utilizacion asociado.
Sin embargo esto no es valido por dos razones:

e En determinados casos puede aparecer un periodo transitorio en el cual se
produce una sobrecarga del sistema. El andlisis de planificabilidad en dicho
periodo debe realizarse con técnicas diferentes a las habituales (Pedro y Burns,

1998; Real y Wellings, 1999).

e La destrucciéon de tareas hace que la asignacion en linea de nuevas tareas a pro-
cesadores sea diferente a la que resultaria aplicando el mismo algoritmo fuera
de linea. Puede llegarse al caso incluso de que la asignacion en linea realizada
sea una asignacién invélida fuera de linea. Como consecuencia, los limites de
utilizacién multiprocesador proporcionados en los capitulos anteriores pueden
no ser validos incluso en régimen permanente (una vez finalizado el periodo
transitorio).

El andlisis de planificabilidad del periodo transitorio en monoprocesadores ha
sido llevado a cabo en otros trabajos (Pedro y Burns, 1998; Real y Wellings, 1999).
Sin embargo en el caso multiprocesador aparecen nuevos problemas que se indican
al final de este apartado.

La tesis considera tnicamente el analisis de planificabilidad en el régimen per-
manente. En el caso monoprocesador el andlisis de planificabilidad del régimen
permanente con cambios de modo se realiza simplemente aplicando las condiciones
de planificabilidad habituales, ya sean basadas en limites de utilizacion o no. Sin
embargo en el caso multiprocesador las cosas se complican tal como ilustra la figu-
ra 6.4. En la figura 6.4 se muestra la transicion del sistema entre modos 1 — 2,
2 — 3y 3 — 1. Se tienen tres procesadores con un planificador EDF y las tareas
se asignan empleando el algoritmo FF. Cada tarea se representa mediante una caja,
de ancho igual al factor de utilizacién de la misma. El area sombreada indica la
capacidad residual de cada uno de los procesadores.

La transicién entre los modos 1 y 2 consiste en la destruccion de la tareas 7o
v Tg, ¥ la creacién de las tareas 7; y 73. A pesar de asignar las tareas 7; y 73 de
acuerdo con el algoritmo FF, sucede que en el modo 2 la tarea 73 se encuentra asig-
nada al segundo procesador cuando hay un hueco suficiente para ella en el primer
procesador. Esto es consecuencia de la destruccién de la tarea 79, y hace inaplicable
el limite de utilizacién propuesto en el capitulo 3 para planificacién EDF-FF. Inde-
pendientemente del algoritmo de asignacion de tareas empleado puede suceder que
la asignacion en linea de tareas sea equivalente a la peor asignacion posible fuera de
linea.

Por ejemplo, considérese un multiprocesador formado por dos procesadores con
planificador EDF. Inicialmente se tiene un conjunto de cuatro tareas de factores de
utilizacion €, (1 —€), €, y (1 — €). Estas tareas se asignan empleando el algoritmo
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MODO 1 MODO 2
T T2 T T7
T3 Ty Ts — | T4 Ts
76 T8
T1, T2, T3, T4, T5, Te T1, T3, T4, T5, T7, T8
MODO 3 MODO 1
1 Te T1 Te
73 Ty T5 — 73 Ty Ts5
T2
T1, T3, T4, T5, Te T, T2, T3, T4, T5, Te

Figura 6.4: Cambios de modo en multiprocesadores.

FF y son planificables. Cada uno de los procesadores tendra una tarea de factor de
utilizacion €, y una tarea de factor de utilizacién (1—e¢). Supéngase que se produce un
cambio de modo que consiste en la destruccién de las tareas de factor de utilizacion
(1 —¢) y en la creacién de una nueva tarea de factor de utilizacién (1 — 0'5¢).
Esta nueva tarea no puede asignarse a ninguno de los procesadores y resulta que el
sistema no es planificable en el nuevo modo. Sin embargo, la utilizaciéon total del
nuevo conjunto de tareas es aproximadamente 1, menor que el limite de utilizacion
1’5 para dos procesadores con planificacion EDF-FF. Ademas puede observarse que
la situacion justo antes de asignar la tarea de factor de utilizacién (1 — 0'5¢) es la
peor posible.

Puesto que los limites de utilizacién para asignacion de tareas fuera de linea no
son validos para asignacién de tareas en linea la pregunta que se plantea es:

., Cémo se puede analizar a priori la planificabilidad del sistema en los distintos
modos?

El problema principal reside en que puede haber diferentes asignaciones de tareas
a procesadores, incluso para un mismo modo. Por ejemplo, la figura 6.4 muestra
dos asignaciones diferentes para el modo 1. Una forma de abordar el problema seria
comprobando la planificabilidad de cada procesador, para cada modo y con cada
asignacion diferente correspondiente al mismo modo. Si la secuencia de cambios de
modo fuese conocida a priori (por ejemplo modo 1, modo 2, modo 3, modo 1, ...), y
tuviese una periodicidad de periodo bajo (por ejemplo, un periodo de tres modos), el
numero de asignaciones diferentes para un mismo modo podria limitarse, y analizar
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la planificabilidad en cada procesador para cada una de dichas asignaciones. Sin
embargo, a medida que crece el numero de tareas que se crean y destruyen al pasar
de un modo a otro, el nimero de procesadores, y el nimero de modos diferentes,
incluso en ese caso el nimero de asignaciones diferentes para un mismo modo puede
ser muy elevado. Ademas, si el periodo de la secuencia de cambios de modo es
elevado, o la secuencia de cambios de modo desconocida a priori, el problema resulta
intratable.

Una solucién al problema consiste en analizar la planificabilidad del sistema de
forma global, empleando un limite de utilizacién multiprocesador. Sin embargo, los
limites de utilizacion propuestos en los capitulos 3 y 4 son validos inicamente para
asignacién estatica de tareas, es decir, sin creacion y destruccion de las mismas. No
obstante, independientemente de la creaciéon o destruccion de tareas, el algoritmo
de asignacion es razonable, pues sblo se fracasa en la asignacién cuando no hay
espacio suficiente en ningin procesador para albergar una tarea. Por lo tanto, en
el caso peor, el limite de utilizacién no puede ser menor que el limite de utilizacion
fuera de linea empleando asignacién RF. Debe tenerse en cuenta que el algoritmo
RF proporciona el limite de utilizacion mas bajo de entre todos los algoritmos de
asignaciéon razonables.

Asi, para planificacion EDF y asignacién de tareas en linea de acuerdo con un
algoritmo razonable cualquiera, el limite de utilizacion

n—(n—1)a (6.5)

es valido, incluso con destruccién y creacién de tareas.

De igual forma, para planificacién RM y asignacion de tareas en linea de acuerdo
con un algoritmo razonable cualquiera, el limite de utilizacién

nUs + npyUpy — (n — 1 sia < U,
npUp — (np — 1) siU, <a<U, (6.6)
U, silUy, <«

donde

=
Ng =M — n—1
n

Ny, =N —Ng

U, = [L”_l—‘ (T/f%’“q _ 1)

n

U, = Lim i? — 1J (zl/L%’HJ — 1)

es valido, incluso con destruccién y creacion de tareas.

Estos limites de utilizacién tienen utilidad practica inicamente cuando Bgpr v
Bry son mayores que uno, esto es, cuando o < 0’5 para planificacién local EDF,
y cuando a < (0’414 para planificacién local RM. En caso contrario los limites de



240 Extensiones del modelo de tareas

utilizacién son similares o idénticos a los de un monoprocesador. Ademas para el
caso o < 0414 y planificacién local RM la expresion del limite de utilizaciéon se
simplifica en gran medida y se obtiene el limite de utilizacién:

naUq + Uy — (n — Dax (m+n — 1)(2YM4=D _ 1) — (n — 1)«

Mediante simulaciéon con valores de n comprendidos entre 1 y 1000, y valores de m
comprendidos entre (n 4 1) y 1000n se ha encontrado la siguiente relacion.

naUy +nyUy — (m +n — 1)(2V/m+n=1) 1)
n

0< < 00054
Por lo tanto, a efectos practicos el limite de utilizacién dado por la ecuaciéon (6.6)
se puede sustituir por el limite de utilizacién

(m+n -1V 1) — (n—-1a

cuando o < 0,414. Es interesante comparar este limite con el proporcionado por la
ecuacién (6.5) para planificacién EDF.

Los limites de utilizacion propuestos permiten analizar de forma suficiente la pla-
nificabilidad en el régimen permanente. Sin embargo no son validos para el periodo
transitorio asociado a los cambios de modo. La dificultad de analizar la planifica-
bilidad del sistema en los periodos de tiempo transitorios mientras se produce el
cambio de modo es muy elevada. Si el nimero de asignaciones posibles diferentes
de tareas a procesadores es elevado, en muchos casos un estudio procesador a pro-
cesador del cambio de modo como el que se aplica en los sistemas monoprocesador
(Pedro y Burns, 1998) es inviable. Este aspecto del problema permanece abierto y
serd motivo de investigacion futura.



Capitulo 7

Conclusiones

El analisis de planificabilidad de sistemas de tiempo real multiprocesador esta en
una fase inicial. Al contrario de los que sucede con sistemas de tiempo real monopro-
cesador se conocen muy pocos resultados practicos. Una de las causas principales
es la extraordinaria complejidad del andlisis de planificabilidad cuando se pasa de
uno a mas procesadores. Partiendo de la inviabilidad del tratamiento exacto del
problema de planificabilidad multiprocesador, en la tesis se ha atacado el problema
de manera aproximada, intentando aprovechar los resultados conocidos para el caso
monoprocesador.

Para ello se ha seguido la estrategia de particionado, la cual permite tratar el
multiprocesador como un conjunto de monoprocesadores independientes. Esta es-
trategia requiere el uso de un planificador local para cada procesador y un algoritmo
de asignacion de tareas a procesadores. Como planificadores locales se han elegido
los mas representativos en el mundo monoprocesador. Esto es, el planificador basado
en prioridades dindamicas EDF, y el basado en prioridades estaticas RM.

Ante la imposibilidad practica de encontrar un algoritmo de asignacién éptimo en
la mayor parte de los casos, se ha optado por la eleccion de algoritmos de asignacion
heuristicos.

Se han obtenido los limites de utilizacién multiprocesador para planificacion local
RM y EDF empleando los principales algoritmos heuristicos de asignacién disponi-
bles en la literatura. Una de las caracteristicas mas destacadas de estos limites es
la inclusién de un pardmetro que tiene en cuenta el tamano® de las tareas. Este pa-
rametro permite en un gran nimero de casos la obtencion de limites de utilizacion
multiprocesador cercanos al ideal.

Por ejemplo, en el caso de asignacion de tareas FF y planificacion local FF el
limite de utilizacion es nIn2 para el caso de tareas de factores de utilizacion muy
pequenos. Este limite pasa a ser n en el caso de planificacion local EDF, asignacién
FF y tareas de factores de utilizacién muy pequenos.

Todos los limites de utilizacién obtenidos empleando planificacion RM dependen
del niimero de tareas, nimero de procesadores y de un parametro que tiene en
cuenta el tamano de las tareas. Tanto el nimero de procesadores como el parametro

IE] término tamafo se corresponde con el factor de utilizacién de las tareas en el contexto de
la tesis.
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de tamano tienen una gran influencia sobre los limites de utilizacion. El nimero de
tareas tiene una influencia menor sobre los limites de utilizacion. Por ejemplo, para
la asignacion FF se ha obtenido el limite de utilizacién

(n — 1)(21/(6RM+1) — 1)Brum
o (m = Brar(n — 1) 21/ P )

y para asignacion FFD el limite

(Bran + 1)(2Y/Pru+1) _ 1)

Los limites de utilizacién para planificacién local EDF no dependen del nimero
de tareas, lo mismo que sucede con el limite de utilizaciéon para planificacion EDF
monoprocesador. El nimero de procesadores y el parametro de tamano de las ta-
reas tienen una influencia notable sobre los limites de utilizacién en este caso. Por
ejemplo, para la asignacion FF y FFD se ha obtenido el limite de utilizacién

Beprn + 1
Bepr + 1

Pero la tesis no sélo ha proporcionado los limites de utilizacién asociados a di-
ferentes algoritmos de asignacion. También ha propocionado el intervalo ajustado
en el cual se encuentra el limite de utilizacién asociado a cualquier algoritmo ra-
zonable. Es decir, ha planteado a las limitaciones tedricas de la planificacién local
en multiprocesadores. Por ejemplo, para el caso de planificacion local RM, se tiene
que el limite de utilizacién asociado a cualquier algoritmo razonable de asignacion
es mayor o igual que

(m+n -1V 1) — (n—-1a
para valores de o mayores que 0.41, y menor o igual que

(Bran + 1)(2Y/Crut1) _ 1)

Para el caso de planificacién local EDF, se tiene que el limite de utilizaciéon
asociado a cualquier algoritmo razonable de asignacién es mayor o igual que

n—(n—1)a

y menor o igual que
Beprn + 1

Bepr + 1

Se ha observado tanto en el caso de planificacion local EDF como RM que la
ordenacién de tareas en sentido de factores de utilizacién decrecientes aumenta los
limites de utilizacion hasta el maximo valor posible. Es mas, todos los algoritmos
de asignacion razonables con ordenacién previa de tareas en sentido de factores
de utilizacién decrecientes tienen el mismo limite de utilizacién, igual al maximo
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posible.

De entre todos los algoritmos de asignacion considerados, los mejores en términos
de coste computacional y limite de utilizacién son el FF y el FFD. El problema del
algortimo FFD es que no puede emplearse en condiciones dindmicas como son los
cambios de modo.

El problema de los limites de utilizacion es que proporcionan condiciones de
planificabilidad no exactas. Por ello, resulta interesante subir dichos limites tanto
como sea posible, tratando de disminuir dicho pesimismo. Eso se ha realizado en la
tesis de acuerdo con dos criterios diferentes. El primer criterio consistio en emplear
un parametro mas realista para tener en cuenta el tamano de las tareas. La mejora
obtenida resulto ser importante para tareas con factores de utilizacion elevados. El
segundo criterio consistié en emplear el factor de utilizacién asociado a todas las
tareas en el caso de planificacién local RM. No obstante, la mejora obtenida en este
caso fue minima.

Puesto que los limites de utilizacién se obtienen considerando el peor caso, se
han realizado extensos experimentos de simulacion, en los cuales se han variado los
parametros mas relevantes del sistema, con la intencion de obtener una percepcion
del grado de pesimismo de los limites de utilizaciéon obtenidos tedricamente. Estos
experimentos han mostrado la elevada planificabilidad de los sistemas multiprocesa-
dor que emplean técnicas de particionado. Los resultados de los experimentos han
permitido ademés comparar los diferentes algoritmos de asignacién. El resultado
fué que los algoritmos FF y FFD son los mejores en términos de planificabilidad y
sencillez.

El modelo de tareas basico empleado a lo largo de la tesis ha sido el de ta-
reas periddicas independientes. No obstante, al haber considerado el caso peor, los
resultados son también aplicables a tareas esporadicas.

La inclusion de tareas aperiddicas es simple suponiendo que estas se ejecutan a
través de algun servidor periédico.

Hay situaciones practicas en las que el modelo de tareas perfectamente periddicas
e independientes es poco realista. Esto a llevado a incluir mejoras del modelo de
tareas como la inclusion del jitter de activacion, el acceso a recursos compartidos y
los cambios de modo.

El acceso a recursos compartidos con planificacién local EDF fué resuelto desde el
punto de vista del analisis de planificabilidad basado en utilizaciones. No obstante,
este problema no ha sido resuelto de forma practica para planificacion RM. Uno de
los inconvenientes de la solucién proviene de la restriccion de que todos las tareas
que comparten algin recurso compartido se encuentren en el mismo procesador.

En resumen, el andlisis de planificabilidad basado en utilizaciones de sistemas
de tiempo real implementados sobre multiprocesadadores ha sido poco estudiado.
Salvo el limite de utilizacién aproximado proporcionado por Oh y Baker (1998), no
se ha encontrado ningin trabajo al respecto en la literatura. La tesis ha explorado
dicho campo mejorando el resultado de Oh y Baker (1998), tal como se muestra
en la figura 7.1, y proporcionando limites de utilizacién para otros algoritmos de
planificaciéon y asignacion.

Una parte del trabajo realizado en la tesis ha sido publicado o esta a punto
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Figura 7.1: Representacion del limite de utilizacién para planificacion RM-FF, y
tareas de factor de utilizacion menor o igual que 0'26. La linea discontinua muestra
el limite de utilizacién propuesto por Oh y Baker.

de publicarse. En particular, parte de los resultados obtenidos para planificacion
local EDF han sido publicados en el Euromicro Workshop on Real-Time Systems
2000, celebrado el pasado mes de Junio de 2000 en Estocolmo (J.M. Lépez y Garcia,
2000b). Asimismo, parte de los resultados obtenidos para planificacién local RM
seran publicados en la revista Real Time Systems Journal, de la editorial Kluwer en
el ano 2001.



Apéndice A

Relaciones matematicas entre
numeros enteros

A continuacién se presentan sin demostracién algunas relaciones de los ntimeros
enteros positivos, Z™.
(i) z+1<y Ve,yeZt|z<y
i) 2Y*—Dax>2YY —1)y>In2 Va,ycZ |z <y
(iii) (V@) — Dz < (YWD — 1)y <In2 Vo,y€Zt |z <y
(iv) |z/y+z| = |x/y| +2 Va,y,z€ZT
) [efy+ 2zl =[z/yl +2 Vr,y,zeZ?

(v

(vi) ”y*lJ >+ Yoy ezt

(vii) [x/y] = V—;J +1 Ve,yelZt

El documento de tesis se refiere a ellas como relacién (i) a relacién (vii).
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