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EDE (Ver pag. 41)

Probabilidad de que una tarea cumpla su plazo. (Ver pag. 46)
Probabilidad de que una tarea pierda su plazo. (Ver pag. 46)
Probabilidad del suceso x. (Ver pag. 43)

Tiempo de respuesta de la tarea 7;. Es una variable aleatoria. (Ver pag. 45)
Tiempo de respuesta del trabajo I'j, es una variable aleatoria. (Ver pag. 45)

Tiempo de respuesta del trabajo I'; obtenido en la k-ésima iteracion del

método “partir, convolucionar y juntar”, igual al tiempo de respuesta
que presentaria dicho trabajo si s6lo pudieran expulsarle los k siguien-
tes. Es una variable aleatoria. (Ver pag. 76)

Méximo tiempo libre. Tiempo durante el cual el sistema estd ocioso
en el primer hiperperiodo completo (definiciéon 9), en el caso de que
todas las tareas soliciten su tiempo de ejecucién minimo. La matriz de
Markov P tiene una estructura regular a partir de su columna r-ésima.
(Ver pag. 95)

Sistema, conjunto de tareas periodicas. (Ver pag. 42)

Semaforo que guarda el acceso a un cierto recurso en un sistema en el
que las tareas pueden compartir recursos. (Ver pag. 146)

Minimo tiempo libre. Tiempo durante el cual el sistema estd ocioso en
el primer hiperperiodo completo (definicién 9), en el caso de que todas
las tareas soliciten su tiempo de ejecucién méaximo. (Ver pag. 90)

Longitud del hiperperiodo, igual al minimo comtin miltiplo de los pe-
riodos de las tareas, en un sistema de tareas periddicas. (Ver pag. 54)

Tarea i-ésima en un sistema de tareas periédicas. (Ver pag. 42)
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Wmax

Wmin

Periodo de la tarea i-ésima en un sistema de tareas periddicas. (Ver
pag. 42)

Factor de utilizacién minima del sistema. (Ver pag. 57)
Factor de utilizacion promedio del sistema. (Ver pag. 57)

Factor de utilizacion maxima del sistema. Coincide con el factor de uti-
lizacién usado en el anadlisis cldsico de peor caso. (Ver pag. 57)

Distribuciéon uniforme discreta. Representa una variable aleatoria que
s6lo puede tomar los valores enteros a,a + 1,...,b — 1, b, todos ellos
con la misma probabilidad.

Vectores propios de la matriz A. (Ver pag. 109)

Carga existente en el sistema en el instante t. Es una variable aleatoria.
(Ver pag. 52)

Carga observada al inicio del hiperperiodo k-ésimo, es decir, en el ins-
tante kT. Es una variable aleatoria. La secuencia { Wk} es un proceso
estocastico denominado “proceso de la carga”. (Ver pag. 89)

Carga observada al final del primer hiperperiodo completo (definici6én 9),
si todas las tareas activadas en él requiriesen su tiempo de ejecucién
maximo. (Ver pag. 90)

Carga observada al final del primer hiperperiodo completo (definicién 9),
si todas las tareas activadas en él requiriesen su tiempo de ejecucién
minimo. (Ver pag. 95)

Notacion para el analisis de complejidad

b

XIV

Numero de puntos que definen la funcién de probabilidad de la carga
al inicio del hiperperiodo estacionario. (Ver pag. 181)

Numero promedio de expulsiones que un trabajo cualquiera puede su-
frir antes de la expiracion de su plazo. (Ver pag. 185)

Numero promedio de expulsiones que el trabajo j-ésimo puede sufrir
antes de la expiracion de su plazo. (Ver pag. 185)

Ntumero maximo de puntos que definen la funcién de probabilidad del
tiempo de ejecucion de las tareas de un sistema. (Ver pag. 180)
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Numero total de trabajos activados en un hiperperiodo completo. (Ver
pag. 180)

T Tiempo promedio entre activaciones de trabajos. (Ver pag. 180)

Operadores y relaciones

® Operador de convolucion discreta. (Ver pag. 235)

= Relacién “peor que”, que permite comparar el pesimismo relativo de
dos variables aleatorias, en el contexto de tiempo real. (Ver pag. 132)
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1. Introduccion

You may delay, but time will not

(Benjamin Franklin)

Se presenta en este capitulo una breve introduccion a los sistemas de tiempo
real (seccion 1.1) con especial hincapié en la problemadtica de la planificaciéon o
scheduling (seccion 1.2), para finalmente, en la seccion 1.3, centrar el problema
del que se ocupa la presente tesis.

1.1. Sistemas de tiempo real

La definicion clasica de un sistema de tiempo real dice que es aquel en el que,
para que su respuesta se considere correcta, no solo se tienen en cuenta los resul-
tados logicos de las computaciones, sino también el instante en que estos resul-
tados son producidos [Stankovic, 1988].

Por tanto, cada tarea desempefiada por el sistema no sélo tiene una especifica-
cion funcional, sino también una especificaciéon temporal, que a menudo consiste
tan solo en su plazo (en inglés deadline), es decir, el tiempo dentro del cual la ta-
rea debe finalizar, medido desde el instante de la activacién de la tarea. Las conse-
cuencias que puede acarrear la violacién del plazo son variadas, segin el sistema
con que estemos tratando. En muchos casos se supone que una vez transcurrido
el plazo, ya no tiene sentido continuar la ejecucién de esa tarea porque el resulta-
do deja de ser util. En otros casos la violacion del plazo puede traer consecuencias
mas graves ya que los sistemas de tiempo real interactiian con su entorno y la in-
capacidad de reaccionar en el momento adecuado puede causar la destrucciéon
del sistema y la pérdida de vidas humanas.

Segun la gravedad que revista la violacion de los plazos éstos suelen clasificarse
[Stankovic y Ramamritham, 1990; Audsley y Burns, 1990]! en:

I No todos los autores adoptan esta clasificacién. Para la mayoria, un plazo duro es lo mismo
que uno critico, es decir, se considera plazo duro al que debe cumplirse para evitar consecuen-
cias catastréficas. Para aumentar més la confusién en la nomenclatura, los mismos autores que
clasifican los plazos segtin el esquema anterior, usan el término “Sistema de tiempo real du-
ro” (“hard real-time system”) para los sistemas cuyo fallo puede causar catéstrofe. Usando su
propia terminologia serian sistemas que contienen plazos criticos.
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» Blandos (soft deadline). Aun cuando finalice después de su plazo, el resulta-
do puede ser ttil, si bien la maxima utilidad se obtiene dentro del plazo.

s Duros (hard deadline). El resultado no tiene utilidad si no se obtiene antes
del plazo.

= Criticos (critical deadline). Sino se obtiene un resultado dentro del plazo las
consecuencias son catastroficas.

El estudio tedérico de los sistemas de tiempo real trata de determinar mediante
un andlisis a priori si se cumplirdn todos los plazos duros y criticos. Teniendo en
cuenta que muchas tareas se ejecutardan sobre un mismo procesador, y que por
tanto interferirdn en el tiempo unas con otras, la demostracion de que se cumpli-
ran todos los plazos bajo cualquier circunstancia no es en absoluto trivial.

La investigacion en el campo del tiempo real se ha centrado en los siguientes
aspectos [Shin y Ramanathan, 1994], que en muchas ocasiones se solapan entre
si:

» Scheduling (planificacion): Conociendo de antemano todas las tareas que se
van a ejecutar, sus plazos, relaciones de precedencia, etc. asi como el uso de
recursos que necesita cada una de ellas, el problema del scheduling es el en-
contrar para cada tarea un recurso que la ejecute y un instante en el tiempo
en el que ha de comenzar su ejecucion, de modo que se garantice el cum-
plimento de todos los plazos?. Como se ha dicho, el problema es muy dificil
(en su forma general es NP-completo) por lo que los primeros estudios res-
tringieron fuertemente el tipo de sistemas a estudiar, y en los posteriores
trabajos se intentaron relajar estas restricciones.

El scheduling en un solo procesador consiste en asignar solamente el ins-
tante de arranque de cada tarea (o bien idear un algoritmo que decida esto
en tiempo de ejecucion del sistema) y demostrar que usando esa asignacion
o ese algoritmo se cumplirdn todos los plazos. Incluso este problema esta
sin solucionar para el caso general.

En muchas aplicaciones reales las tareas no se ejecutan una sola vez, sino
que se “activan” repetidas veces en diferentes instantes, siguiendo algtn tipo
de patréon. El caso mads sencillo es el de las tareas periddicas, para las cuales
la distancia (temporal) entre dos sucesivas activaciones es constante. En este
caso el problema de la planificacién consiste en decidir cudl de las tareas
“activadas” recibe el recurso, y cuéles deben dejarse a la espera, de modo que
se garantice también el cumplimiento de los plazos. O inversamente, dado

2 A diferencia del scheduling clésico en el que se busca minimizar el tiempo de ejecucién. Puede
mostrarse ficilmente [Shin y Ramanathan, 1994] que ambos criterios no son equivalentes, sino
que pueden ser contrapuestos
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un algoritmo de planificacion, disefiar un analisis que nos permita decidir si
todas las tareas cumpliran sus plazos o no.

= Arquitecturas de tiempo real: Para que el andlisis a priori sea posible, es ne-
cesario que todos los tiempos de ejecucion estén acotados y que sean lo
mads deterministas posible, o dicho de otro modo, que su comportamiento
sea predecible. Esto hace que resulten inadecuados la mayoria de los pro-
cesadores de propdsito general actuales, debido a la existencia de jerarquias
de memoria, cauces de ejecucion, etc. que hacen bastante impredecible el

tiempo de ejecucion incluso de las instrucciones maquina3.

Por esta razon se ha investigado en el disefio de arquitecturas mds adecua-
das para el tiempo real, en el sentido de “mads predecibles”. Sin embargo, la
tendencia actual es utilizar procesadores de propdsito general y tratar de te-
ner en cuenta los efectos de las caches, pipelines, etc. en el andlisis de plani-
ficabilidad. Esto suele llevar a andlisis excesivamente pesimistas, por lo que
también se investiga en como reducir este pesimismo sin comprometer la
aplicabilidad del analisis.

= Comunicaciones de tiempo real: De nuevo se trata de idear protocolos que
proporcionen tiempos de respuesta acotados, para permitir el analisis.

= Sistemas operativos de tiempo real: los sistemas operativos deben ser dise-
fnados con un nuevo paradigma en mente [Stankovic, 1996], que ha de ser
el mantener un equilibrio entre flexibilidad y predictibilidad. Las primitivas
del operativo deben tener un tiempo de respuesta perfectamente acotado,
y a la vez ser lo suficientemente flexibles como para que el operativo sea de
propdsito general, y no un micro ntcleo a la medida de la aplicacion.

» Tolerancia a fallos. Ya que a menudo los sistemas de tiempo real son criti-
cos en el sentido antes expuesto, debe tenerse en cuenta en su disefio que
el hardware sobre el que se ejecutan puede fallar. Para contemplar tal even-
tualidad la estrategia tipica es la replicacion de elementos, de modo que si
uno falla, una de sus copias pueda hacerse cargo de la situacién. Evidente-
mente son necesarios algoritmos para detectar los fallos y tomar las medidas
oportunas dentro del plazo correspondiente, por lo cual la tolerancia a fallos
debe tenerse en cuenta también en el analisis.

Nos centraremos a partir de ahora exclusivamente en el problema de la planifi-
cacion o scheduling y su andlisis asociado.

3 Para un anélisis detallado y una comparativa de la idoneidad de las CPUs de propésito general
para tiempo real, véase [Weems y Dropsho, 1995].
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1.2.

Planificacidon en los sistemas de tiempo real

El problema de la planificacion debe tener en cuenta varios aspectos diferentes:

Recursos. ;Cudl es el recurso por el que los consumidores compiten? En
general suelen considerarse los recursos hardware, como el procesador, la
memoria, el almacenamiento masivo (disco), el sistema de comunicaciones
(red).

La arquitectura del sistema (monoprocesador, multiprocesador de memo-
ria compartida, o de memoria distribuida, sistema distribuido homogéneo
o heterogéneo,...) también es un parametro importante.

Consumidores. ;Quienes compiten por esos recursos? Se trata en general de
las tareas que deben realizarse en el sistema, las cuales requieren un cierto
tiempo de procesador, espacio de memoria, etc. Estas tareas pueden tener
caracteristicas especiales, en cuanto a los instantes en que “llegan” al siste-
ma, y asi pueden ser periddicas, aperiddicas, mantener relaciones de prece-
dencia entre si, etc. Por otro lado pueden ser independientes o bien com-
partir un recurso (aparte del procesador), en cuyo caso deben coordinarse
para no acceder a él a la vez.

Por otro lado sus restricciones de tiempo real también pueden ser muy di-
versas. Pueden tener asociado un plazo estricto, duro o blando, y este plazo
puede coincidir con el periodo de la tarea (en caso de tareas periédicas), o
ser menor, o incluso ser mayor lo que significaria que una nueva instancia
de la tarea puede llegar mientras la anterior atin estd en ejecucién. Todos
estos son también pardmetros del problema de la planificacion.

Algoritmos. ;C6mo decidir qué tarea debe recibir el recurso y en qué mo-
mento quitdrselo para dérselo a otra tarea? Existen diferentes algoritmos de
planificacion, que iremos viendo en detalle. A veces el problema de la plani-
ficacion consiste precisamente en encontrar un nuevo algoritmo para este
cometido, pero otras muchas veces se trabaja con un algoritmo prefijado y
el problema de la planificacion se reduce entonces al anélisis, que es el si-
guiente aspecto.

Andlisis. Dados un conjunto de recursos, un conjunto de tareas y un algorit-
mo de planificacion el andlisis consiste en determinar matemdticamente si
las tareas van a cumplir siempre sus plazos, o si por el contrario existe la po-
sibilidad de que alguna de ellas pierda su plazo. A veces hallar la respuesta a
tal pregunta no es posible, si no se imponen algunas restricciones al sistema
y al algoritmo de planificacion. En ocasiones, con las restricciones adecua-
das, la respuesta puede hallarse mediante un sencillo cédlculo basado en la
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utilizacion del sistema (el porcentaje de tiempo en el cual el sistema estard
ocupado). En otras ocasiones los cédlculos pueden ser mas complejos.

En la mayoria de los andlisis propuestos en la literatura, la respuesta que
se obtiene es de tipo “si/no”, es decir, o bien el sistema es planificable (lo
que significa que bajo cualquier circunstancia se garantiza que todas las ta-
reas cumplirdn sus plazos), o bien es no planificable (lo que significa que
existe una posibilidad de que alguna de ellas pierda su plazo). En esta tesis
se propone un nuevo enfoque estadistico, por el cual lo que se obtiene es
la probabilidad de que cada tarea cumpla su plazo. Si estas probabilidades
son del 100 % para todas las tareas, el sistema seria planificable en el sentido
clasico, pero incluso si alguna de las probabilidades es inferior al 100 % el
sistema podria seguir siendo valido para aplicaciones no tan criticas.

En la figura 1.1 se muestran de forma esquemadtica todos estos aspectos invo-
lucrados en el problema de la planificacién. En las secciones siguientes explica-
remos con mads detalle algunos de estos aspectos. Finalmente, en la seccion 1.3
concretaremos cudles de estos aspectos son los que se tendrdn en cuenta en la
presente tesis, y cudles se dejan fuera.

1.2.1. Recursos y arquitectura

Los recursos son el hardware del sistema, como los procesadores, redes de co-
municaciones, la memoria, los elementos de almacenamiento masivo, etc.

El recurso memoria no suele considerarse en los sistemas de tiempo real, pues
se considera que la asignacion se realiza de forma estética y puede ignorarse este
recurso una vez el sistema empieza a funcionar. La asignacién dindmica de me-
moria plantea problemas en los sistemas de tiempo real, puesto que suele basarse
en mecanismos de paginacién que incorporarian una gran sobrecarga en caso de
fallo de pagina (y que deberia tenerse en cuenta para el anélisis del peor caso po-
sible, que se haria por tanto mucho mas pesimista).

El acceso a sistemas de almacenamiento masivo (discos) no suele ser critico
en muchos de los sistemas de tiempo real, ya que se produce raramente, con la
excepcion de los sistemas de tiempo real transaccionales o multimedia.

El recurso mds ampliamente considerado en la teoria de la planificacion es el
procesador. No obstante, algunos autores [Tindell y Clark, 1994] han mostrado
que el recurso de comunicaciones (red), puede considerarse bajo ciertas circuns-
tancias como un procesador, en cuanto a la planificacién se refiere, por lo que
muchos de los resultados existentes sobre procesadores son también aplicables a
las comunicaciones. Ambos tipos de recurso son unitarios en el sentido de que en
un instante dado el recurso s6lo puede estar asignado a una tarea a lo sumo.

Los recursos se organizan de acuerdo a una determinada arquitectura. Las mas
habituales son:
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Arquitectura

Monoprocesador

Multiprocesador de
memoria compartida

Multiprocesador de
memoria distribuida

Sistema distribuido

i

Recursos

Tareas

Procesador
Memorias
Discos

Comunicaciones

Algoritmo de
planificacién

Periddicas
Aperiddicas
Esporddicas
Esporddicamente
periddicas
Precedencias

Recursos
compartidos

Cambios de modo
Jitter

|

Tipo de plazo

D=T
D<T
D>T
Sin plazos

Extremo a extremo

Duros
Criticos

Blandos

Planificacion

Estatico en linea
Estatico fuera de linea
Dindmico
garantizado
Dindmico “lo mejor
que se pueda”

Con desalojo

Sin desalojo

Prioridades fijas
Prioridades
dinamicas
Planificacién local

Planificacién global

Analisis de
planificabilidad

Figura 1.1.: Aspectos involucrados en el problema de la planificacion en los siste-

mas de tiempo real

Basado en
utilizaciones

Basado en peor
tiempo de respuesta

Basado en simulacién

Estocastico
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= Monoprocesador. El sistema estd formado por un tnico procesador, y no
hay red de comunicacion.

= Multiprocesador con memoria compartida. El sistema tiene mds de un pro-
cesador que comparten la memoria principal o parte de ella. Esta memoria
compartida es utilizada como mecanismo de comunicaciéon entre los pro-
cesadores.

= Multiprocesador con memoria distribuida. El sistema tiene més de un pro-
cesador, y cada uno de ellos con su memoria local. No existe memoria com-
partida. La comunicacion entre procesadores ocurre a través de canales es-
pecificos.

= Sistemas distribuidos. Conceptualmente andlogos a los sistemas multipro-
cesadores con memoria distribuida, se diferencian basicamente en que en
lugar de procesadores con memoria local, se utilizan computadores aut6-
nomos completos. Esto puede ocasionar una gran heterogeneidad en los re-
cursos, ya que cada computador puede tener diferente velocidad, memoria,
juego de instrucciones, etc. La comunicacion entre estos computadores se
realiza a través de redes de comunicacion que generalmente suelen ser mas
lentas que los canales dedicados en los sistemas multiprocesador con me-
moria distribuida.

1.2.2. Consumidores de recursos (tareas)

Una tarea es en realidad una abstraccion del concepto de proceso o hilo tipico
de los sistemas operativos multitarea. En el contexto de los sistemas de tiempo
real una tarea viene definida por una secuencia de peticiones de recursos. Mien-
tras el recurso no sea concedido, la tarea se detiene, cuando el recurso es concedi-
do (por el planificador), la tarea lo utiliza durante un tiempo (que el planificador
decide), lo que le permite avanzar en su secuencia.

Para que una tarea reciba un recurso han de cumplirse dos condiciones: 1) la
tarea ha solicitado el recurso; 2) la tarea no estd pendiente de ninguna condicién
de sincronizacion. Pueden existir varias tareas que cumplan en un momento dado
las dos condiciones anteriores. Es mision del planificador elegir una de ellas.

Las condiciones de sincronizacién a que se hace referencia en el parrafo ante-
rior aparecen solo si las tareas dependen unas de otras. Por ejemplo, si existen
relaciones de precedencia, una tarea no podrd comenzar su ejecucion hasta que
otras tareas de las que depende no hayan terminado la suya. Otro caso es cuando
existe acceso a recursos compartidos. En este caso, la zona de c6digo de la tarea
que necesita acceder al recurso se marca como zona critica. Una tarea no podrd
entrar a ejecutar su zona critica, hasta que las restantes tareas no hayan salido
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de sus respectivas zonas criticas relacionadas con ese mismo recurso. Las tareas
que no tienen asociada ninguna condicién de sincronizacién se denominan in-
dependientes. En caso contrario se habla de tareas dependientes. Evidentemente
un sistema compuesto inicamente por tareas independientes es mas sencillo de
analizar que otro en el que existan tareas dependientes.

Hemos dicho que el recurso més ampliamente considerado en el problema de
la planificacion es el procesador. En este contexto, una tarea puede verse como
una secuencia de “peticiones de procesador”. Cada una de estas peticiones se de-
nomina tradicionalmente “trabajo” En cada una de las peticiones, la tarea de-
manda una cantidad de tiempo de procesador que denotaremos por C y que se
denomina “tiempo de ejecucion”?. Este tiempo puede interpretarse como lo que
tardaria en ejecutarse esa activacion de la tarea si tuviera el procesador para ella
sola. Cabe observar que C puede tomar un valor distinto en cada activacion, si
bien el anadlisis cldsico considera C una cantidad constante igual al peor tiempo
de ejecucion posible, esto es, al valor més alto posible de C. En esta tesis propon-
dremos un modelo en el que C es una variable aleatoria y por tanto puede tomar
cualquier valor, siguiendo una distribucion estadistica arbitraria, pero conocida.

Los instantes en los cuales se solicita el procesador se denominan “instantes
de activacion” de la tarea (o trabajo), o también “instantes de llegada”. Podemos
clasificar las tareas en varios tipos atendiendo a la regularidad en los instantes de
llegada (véase la Figura 1.2):

» Tareas periddicas. Cada T unidades de tiempo se solicita el procesador. El
pardmetro T se denomina periodo de la tarea. Este tipo de tareas suelen ac-
tivarse por medio del reloj del sistema [Buttazzo, 1997].

= Tareas aperiddicas. La peticion de procesador puede ocurrir en cualquier
instante, desconocido a priori. Este tipo de tareas suelen activarse por even-
tos impredecibles, externos al sistema [Buttazzo, 1997]

= Tareas espordadicas. Las llegadas ocurren de forma no periédica, pero existe
un tiempo minimo entre dos llegadas consecutivas. La principal diferencia
entre las tareas esporddicas y las aperiodicas es que sobre las primeras es
posible encontrar un “peor caso” que es cuando llegan con el minimo inter-
valo posible, y en este sentido tratarlas como periédicas. En cambio, para las
aperiddicas, es imposible realizar ningtn tipo de anadlisis de tiempo real.

= Tareas esporadicamente periddicas. Las peticiones ocurren por rafagas. Den-
tro de cada réfaga, las peticiones se hallan separadas por un intervalo fijo,
como si fueran periddicas. Las rafagas a su vez ocurren de forma esporadi-
ca, es decir, impredecible pero con una distancia minima entre dos rafagas

4 En muchos textos también se usa el término “tiempo de computacién’, no confundir con el
tiempo de respuesta del que se habla més adelante.
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T — 15 Distancia minima no acotada
t t
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
(a) Tarea periddica (b) Tarea aperiédica
Distancia minima: 5 T1 =100 T, =15
t t
0 10 20 30 40 50 60 0 100 200 300
(c) Tarea esporadica (d) Tarea esporddicamente periodi-
ca

Figura 1.2.: Ejemplos de diferentes tipos de tarea, atendiendo a la regularidad en
sus instantes de llegada

consecutivas. Este tipo de tarea es tipico de los sistemas multimedia o tran-
saccionales [Tindell et al., 1994]

= Tareas con precedencia. Este tipo de tareas suelen aparecer en sistemas dis-
tribuidos o multiprocesadores, en los que varias tareas cooperan para pro-
ducir un resultado. En este caso, algunas de las tareas requieren como entra-
da los resultados producidos por otras tareas previas, por lo que no pueden
comenzar su ejecucion hasta que hayan finalizado las que las preceden. Los
instantes de llegada de estas tareas, por tanto, dependen de los instantes de
finalizacion de sus predecesoras. Esto hace que en general no sean periddi-
cas (e incluso que su instante de llegada sea desconocido de antemano) lo
que complica el analisis.

Ademas de la anterior clasificacion de las tareas segtin sus instantes de activa-
cion, se pueden tener en cuenta otros aspectos que también influirdn en el anali-
sis de la planificabilidad, como son:

= Las tareas pueden acceder a recursos compartidos, lo que implica que de-
ben sincronizarse de alguna forma para evitar acceder a la vez a estos recur-
sos (esto es, para garantizar la exclusion mutua durante este acceso). Uno
de los mecanismos mads usados cldsicamente en los sistemas operativos es
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el del semdforo. No obstante, un bloqueo basado en seméforos “convencio-
nales”, plantea problemas en los sistemas de tiempo real. Basicamente se re-
quiere que el tiempo que una tarea puede permanecer bloqueada a la espera
del recurso ha de estar acotado, y esto no lo garantiza un seméforo “normal”,
por lo que es necesarios inventar otros mecanismos [Sha et al., 1990].

Los instantes de llegada de las tareas no son tan precisos como se supone en
los modelos tedricos. En ocasiones, la activacion de la tarea se retrasa con
respecto al instante tedéricamente esperado, debido a la granularidad del re-
loj que activa al planificador, o debido a la espera de mensajes de sincroni-
zacion que no son instantdneos. La diferencia entre el instante en que tedri-
camente se debia activar la tarea y el instante en que realmente se activa se
denomina jitter. Este pardmetro puede tenerse en cuenta en el andlisis, para
lo que se requiere que esté acotado por un valor maximo que usualmente se
denota por J.

El conjunto de tareas a planificar puede no ser fijo a lo largo del tiempo. Hay
casos en los que las tareas se crean o destruyen en funcion de lo que ocurra
en un entorno cambiante, de forma desconocida a priori. Este problema es
estudiado en la planificacién dindmica. En otros casos, si bien el entorno es
cambiante, se conocen de antemano los posibles “estados” del sistema, y se
conoce también con precision las tareas que son necesarias en cada uno de
esos estados. En este caso las tareas cambian “en bloque”, cuando se pasa de
un estado a otro. Se dice de este tipo de sistemas que presentan “cambios
de modo” [Fohler, 1993].

Por otro lado, como ya se ha dicho, las tareas de tiempo real tienen restriccio-
nes temporales que cumplir. Estas suelen expresarse como un plazo (o deadline),
relativo al instante de activacion de la tarea, que se denota por D y especifica el
tiempo méximo que puede transcurrir desde que la tarea realiza la peticion del
procesador, hasta que se completa su trabajo (es decir, hasta que ha recibido todo
el tiempo de computacion solicitado). En las tareas periddicas, se suele comparar
el plazo de la tarea con su periodo, lo que da lugar a tres posibilidades:
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= Plazos iguales a los periodos (D = T). Este caso es tipico de los sistemas

de control, pues la sefial de control que la tarea debe computar debe estar
lista antes de adquirir la siguiente muestra. Este fue el primer caso en ser
analizado y estudiado [Liu y Layland, 1973].

Plazos menores que los periodos (D < T). Estudiado por primera vez por
[Leung y Whitehead, 1982], es la primera extension evidente al caso anterior.

Plazos arbitrarios (pueden ser mayores que los periodos). Este caso es mas
complejo, puesto que una activacién de la tarea puede ocurrir mientras la
anterior aun esta en ejecucion [Tindell ef al., 1994].
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Por otro lado, para las tareas no periddicas, cabe separar entre las aperiodicas,
las cuales al no tener restricciones entre sus instantes de llegada, tampoco pue-
den obtener garantias de tiempo real, y las esporddicas. Para las aperiodicas, lo
que se busca normalmente es conseguir un tiempo medio de respuesta lo mas
bajo posible (sin comprometer los plazos de las tareas periédicas o esporadicas),
y no suelen llevar asociado un plazo. Las esporadicas en cambio si pueden tener
asociado un plazo, el cual puede compararse con el tiempo minimo entre activa-
ciones (suele ser menor). El andlisis cldsico trata a este tipo de tareas como perio-
dicas, de cara a estudiar si cumplirdn o no sus plazos [Tindell et al., 1994].

Las tareas con relaciones de precedencia, como se ha dicho antes, suelen “cola-
borar” para producir un resultado. Por tanto no es habitual que cada una de ellas
tenga un plazo individual, sino que mds bien el plazo se establece desde el instan-
te en que la primera tarea de la secuencia solicita el procesador hasta el instante
en que la dltima tarea de la secuencia finaliza. Es lo que se denomina un plazo
“extremo a extremo” o end to end [Sun, 1997].

1.2.3. Algoritmos de planificacion

El algoritmo de planificacion es el encargado de decidir qué tarea debe recibir
cada recurso en un momento dado. Si no hay tareas que hayan solicitado el recur-
so (o que lo hayan solicitado pero estén pendientes de alguna sincronizacion), el
recurso puede quedar ocioso. Si més de una tarea ha solicitado el recurso y cum-
ple las condiciones de sincronizacion, el algoritmo debe decidir cudl de ellas lo
recibird. Incluso, si una tarea solicita el recurso, pero éste se halla ocupado por
otra tarea, el algoritmo puede decidir expulsar a la que en ese momento tiene el
recurso para asigndarselo a la que acaba de pedirlo.

Un algoritmo de planificaciéon “genérico” se disefiard de modo que maximice
ciertos criterios. Asi, por ejemplo, podria buscarse que todas las tareas reciban los
recursos solicitados de forma equitativa, o que el tiempo promedio de finaliza-
cion entre todas las tareas sea lo mds bajo posible. En cambio, un algoritmo de
planificacién para sistemas de tiempo real tiene otro objetivo prioritario, y es el
de ser analizable. Es decir, dado un conjunto de tareas y un algoritmo de plani-
ficacion debe ser posible encontrar algiin método analitico para responder a la
pregunta “;Cumplirdn todas las tareas sus plazos?”.

Existen muchos algoritmos de planificacion, algunos son més sencillos de im-
plementar en la practica que otros, pero en general esta sencillez implica una in-
frautilizacion de los recursos (esto es, para garantizar que todos los plazos se cum-
pliran, el sistema debe estar poco utilizado por término medio). Esta variedad de
algoritmos se pueden clasificar en grupos, atendiendo a diferentes criterios.

11
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Atendiendo al conocimiento aprioristico de las tareas

Seglin se conozcan de antemano o no las caracteristicas de las tareas a plani-
ficar, serd posible realizar esta planificacion a priori, o no quedara mds remedio
que planificar sobre la marcha, segin llegan las tareas. Esto da lugar a dos familias
de planificadores.

12

» Estaticos. Las caracteristicas de todas las tareas que se ejecutaran en el sis-

tema son conocidas de antemano. Esto permite al algoritmo garantizar (en
caso que sea posible) que todas las tareas cumplirdn sus plazos, o bien de-
terminar si esto no es posible. Este andlisis puede hacerse antes de construir
el sistema, o bien mientras el sistema estd funcionando. Esto da lugar a la
siguiente sub-clasificacion:

¢ Fuera de linea (offline). El algoritmo de planificacion se ejecuta antes
de construir el sistema. Recibe informacion sobre las caracteristicas de
todas las tareas que componen el sistema, y genera como salida una
tabla en la que indica en qué instante debera concederse cada recur-
so a cada tarea, de forma que se garantice que todas cumplan sus pla-
zos. Cuando el sistema se construya, habra un proceso planificador que
consultard esta tabla para ir concediendo a cada tarea los recursos.

La principal ventaja de este enfoque es que, puesto que el andlisis no se
hace mientras el sistema funciona, hay tiempo suficiente para realizar-
lo. Esto permite utilizar técnicas computacionalmente costosas, enca-
minadas a la obtencién de la planificacion 6ptima, o casi 6ptima usan-
do técnicas de branch and bound [Xu y Parnas, 1990; Peng y Shin, 1993]

e En linea (online). El algoritmo de planificacion se ejecuta como parte
del propio sistema de tiempo real. Esto obliga a utilizar algoritmos mu-
cho mas simples, que por tanto pueden no estar usando la planificacién
Optima. A cambio, el sistema es mds flexible, pues es muy simple rea-
lizar modificaciones de disefio en el mismo, como utilizar més tareas.
Ademads, es posible utilizar los huecos en los que el planificador deja
los recursos ociosos, para que estos recursos sean utilizados por otras
tareas (por ejemplo aperiddicas).

= Dindmicos. Este tipo de algoritmos de planificacién desconoce a priori las

caracteristicas de las tareas que llegaran. Cada vez que una nueva tarea se
active, recibird informacion en ese momento sobre sus caracteristicas y pla-
zos,y debera rehacer una planificaciéon que tenga en cuenta esta nueva tarea
junto con las que ya tenia. Es evidente que este tipo de algoritmos incurri-
rdn en una mayor sobrecarga en tiempo de ejecucion que los estaticos, por
lo que sélo se aplicardn a los casos en que efectivamente no se disponga
de informacion a priori sobre las caracteristicas de las tareas a planificar. Es
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decir, para sistemas ubicados en entornos dindmicos o impredecibles. Na-
turalmente en sistemas asi el andlisis de planificabilidad también se vera
mermado en su capacidad de garantizar el cumplimiento de los plazos. En
este sentido se tienen dos clases de algoritmos:

e Algoritmos que “hacen lo que pueden” (best effort) por cumplir los
plazos. Cada nueva tarea que llega, es aceptada. Posteriormente el al-
goritmo aplicard algtn tipo de heuristica sencilla para decidir qué tarea
debe ejecutarse. Estas heuristicas suelen dar buenos resultados, pero
no se ofrece garantia alguna de que las tareas vayan a cumplir sus pla-
zos. Evidentemente este tipo de planificador no es adecuado para sis-
temas de tiempo real estrictos o “duros’.

e Algoritmos con garantias. Cada vez que una nueva tarea llega al sis-
tema, el planificador realiza un test de planificabilidad para decidir si
aceptarla o no. Si el resultado del test le indica que, incluso aceptando
la nueva tarea, hay suficientes recursos para que todas puedan cumplir
sus plazos, la aceptard. En caso contrario la rechazard. De este modo
el planificador garantiza que, al menos para las tareas que acepta, los
plazos se cumpliran. Este tipo de planificador presenta una mayor so-
brecarga en tiempo de ejecucion que el planificador “que hace lo que
puede”.

Atendiendo a otros criterios

El término “desalojo” (o expulsion, en inglés preemption) alude al hecho de que
una tarea que ya ha recibido el recurso y lo esta utilizando, puede ser desalojada
(expulsada) para darle el recurso que ocupaba a otra tarea. Esto puede ayudar a
mejorar la planificabilidad. Segun esta posibilidad esté permitida o no tendremos:

» Planificadores sin desalojo (non-preemptive). Una vez que una tarea ha con-
seguido un recurso, el planificador no podra quitérselo. Dispondra de él has-
ta que no lo necesite més. En el caso mds comun en que el recurso sea el
procesador, esto significa que una vez que la tarea ha comenzado su ejecu-
cién, no podrd ser desalojada hasta que haya finalizado. Aunque este tipo
de planificacion hace mas dificil que todas las tareas consigan sus plazos,
evitan los problemas en los accesos a recursos compartidos.

» Planificadores con desalojo (preemptive). La tarea puede ser desalojada de
un recurso, ain cuando no ha terminado de usarlo. A veces, incluso bajo es-
te esquema de planificacion, se permite a las tareas que tengan “regiones”
de las que no pueden ser expulsadas. Esto complica el andlisis de planifica-
bilidad.

13
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Otro concepto muy ampliamente utilizado es el de prioridad. La prioridad es
un nimero que se asocia con cada instancia de cada tarea (es decir, se asocia con
cada trabajo), y que indica de alguna forma su “urgencia” por terminar. El proble-
ma de asignar prioridades a las tareas puede ser resuelto en linea o fuera de linea.
Un planificador basado en prioridades seria muy simple, puesto que cada vez que
una tarea llega le basta con ponerla en una cola de tareas “listas”, junto con el va-
lor de su prioridad. Si es un planificador sin expulsion, esperara a que la tarea en
ejecucion finalice y después pasard a ejecutar la que tenga prioridad m4s alta en
la cola de tareas listas. Si es un planificador con expulsion, en el mismo instante
en que llega la nueva tarea la pondrd a ejecutar, si tenia mayor prioridad que la
que estaba ejecutdndose, la cual serd momentaneamente expulsada (recuperara
el procesador mas tarde, cuando sea de nuevo la de mayor prioridad entre todas
las tareas listas).

La prioridad puede asignarse a cada instancia de la tarea, en el momento en que
esta se activa. Por ejemplo, la bien conocida politica de asignacién EDF (Earliest
Deadline First, o “el plazo mds temprano primero”) asigna las prioridades de todas
las tareas en ejecucion cada vez que llega una nueva, de modo que la de mayor
prioridad sea la que tiene el plazo absoluto mas cercano [Liu y Layland, 1973]. En
este caso mayor prioridad indica mayor urgencia.

La prioridad también puede ser asignada “fuera de linea”, y en este caso lo ha-
bitual es asignar la misma prioridad a todas las instancias de una misma tarea. Es
decir, se asignan las prioridades “por tareas” en lugar de “por trabajos”. Ejemplos
de este caso son las bien conocidas politicas RM (Rate Monotonic) y DM (Dead-
line Monotonic). En el primer caso [Liuy Layland, 1973], las tareas se ordenan en
funcion de sus periodos de activacion, y se asignan las prioridades en ese orden,
de modo que la de menor periodo recibe la prioridad més alta. Las prioridades,
por tanto, crecen monétonamente con la frecuencia de llegada, de ahi el nom-
bre Rate Monotonic. El caso DM es anélogo, pero las tareas se ordenan segun sus
plazos relativos en lugar de sus periodos. La tarea con plazo relativo mads corto,
recibe la mayor prioridad [Leung y Whitehead, 1982]. Observar la diferencia con
EDE que usa el plazo absoluto en lugar del relativo. Se ha demostrado que estos
algoritmos son 6ptimos (RM para el caso en que los plazos sean iguales a los pe-
riodos, y DM para el caso general), en el sentido de que si estos algoritmos no
pueden encontrar una asignacion de prioridades que garantice que los plazos se
cumplen, ningln otro algoritmo podra encontrar esta asignacion.

Finalmente, en caso de que sea necesario planificar varios recursos (varios pro-
cesadores), los algoritmos de planificacion también se pueden clasificar en loca-
les o globales. En la planificacion local, una vez que una tarea ha sido asignada
a un recurso (procesador) concreto, se ejecutard siempre en él. Por el contrario,
en la planificacion global cada instancia de la misma tarea podria ir a procesa-
dores diferentes. Incluso una instancia en ejecucion podria ser expulsada de un
procesador para continuar ejecutandose en otro.

14
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1.2.4. Analisis de planificabilidad

Una vez se han definido todas las tareas que componen el sistema, los recursos
a administrar, y el algoritmo que se utilizard para planificarlos, se plantea la pre-
gunta ;se cumplirdn todos los plazos de todas las tareas cuando sean planificadas
con este algoritmo sobre estos recursos? Encontrar la respuesta a esta pregunta
es uno de los objetivos bésicos del andlisis de planificabilidad. Pero otro objetivo
también deberia ser el encontrar férmulas que relacionen los diferentes parame-
tros del sistema con la planificabilidad del mismo, de modo que la respuesta no
sea un simple “si/no”, sino que, en caso de que no sea planificable, se proporcione
una intuicién acerca de las causas, que permitan modificar el disefio para tomar
las medidas correctoras adecuadas.

En la literatura se encuentran fundamentalmente las siguientes técnicas para el
andlisis de planificabilidad:

= Técnicas basadas en el factor de utilizacién del sistema Liu y Layland [1973];
Lehoczky [1990]. El factor de utilizaciéon de un recurso es la fraccion de tiem-
po que permanece ocupado. En estas técnicas, en funcion del algoritmo de
planificacion que se esté usando, se tiene un “factor de utilizacién méximo”
que puede alcanzarse sin comprometer el cumplimiento de los plazos. Por
ejemplo, para el caso en que el algoritmo sea basado en prioridades y éstas
se asignen con EDE el factor de utilizacion maximo sera 1 [Liu y Layland,
1973]. Es decir, el procesador puede estar ocupado el 100 % de su tiempo, y
aun asi los plazos se cumpliran. Si las prioridades se asignan mediante RM o
DM, el factor de utilizacién méaximo serd inferior a 1, el valor exacto depende
del naimero de tareas [Liu y Layland, 1973; Lehoczky et al., 1989].

El test de planificabilidad para estas técnicas es trivial. Basta calcular la uti-
lizacién maxima que tendr4 el sistema bajo anélisis (el cual se calcula como
la suma de todos los C;/ T;, siendo C; el peor tiempo de ejecuciéon de cada
tarea y T; su periodo) y comparar ésta con la utilizacién médxima que permi-
te el algoritmo de planificacion. Si estd por debajo, se garantizan todos los
plazos. Si esta por encima no se garantizan, lo cual no significa que vayan
a perderse plazos, simplemente que no se puede saber si se perderdn o no
atendiendo solamente a la utilizacién [Lehoczky et al., 1989]; seria necesario
conocer mas informacién sobre el sistema para decidirlo.

La ventaja de estos métodos es la simplicidad de su test.

= Técnicas basadas en el tiempo de respuesta [Tindell et al., 1994]. Estas téc-
nicas se centran en encontrar el mayor tiempo de respuesta que puede tener
cada tarea. Comparando este tiempo con el plazo relativo de cada tarea se
puede comprobar si se cumpliran los plazos o no. Si esto se repite para cada
tarea y en todas se cumple, el sistema se clasifica como “factible”.

15
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Para encontrar el mayor tiempo de respuesta posible se plantea siempre un
escenario de “peor caso’, en el cual los instantes de activacion de las tareas
coinciden de la peor forma posible, y los tiempos de procesador que soli-
citan las tareas son ademads los mayores entre todos los que podrian solici-
tar. Este escenario es muy pesimista, ya que hay muy pocas probabilidades
de que aparezca en la prictica. No obstante, garantizando que incluso para
ese caso se cumplen todos los plazos, se demuestra que el sistema cumplira
siempre sus plazos.

El coste computacional de esta técnica es muy bajo, ya que no necesita ana-
lizar todas las posibles combinaciones de activaciones de las tareas, sino tan
solo el hipotético “peor caso” en que todas llegan en el mismo instante.

Técnicas de simulacién. La idea en este caso es construir un sistema sinté-
tico (o un modelo del mismo) que se comporte como el real, y “ejecutarlo”,
observando si se viola algun plazo de alguna de las tareas. La ventaja de este
método es que es aplicable a cualquier tipo de tareas, sin restricciones. El
problema es que no ofrece garantias 100 %. ya que es posible que durante el
tiempo que dur6 la simulacién ninguna tarea perdiera su plazo, simplemen-
te porque la probabilidad de que tal cosa ocurra es muy baja (como suele
serlo de hecho).

Si bien la simulacion no es un método fiable para garantizar si un sistema
cumplird o no sus restricciones de tiempo real, si que ha sido utilizada en
muchos trabajos para obtener datos estadisticos sobre los tiempos medios
de respuesta, especialmente en el contexto de tareas aperiddicas con plazos
blandos.

Técnicas estocdsticas. Estas técnicas parten de un modelo estadistico de ca-
da tarea, en el cual no sélo se tiene en cuenta el peor caso posible, sino el
“perfil de ejecucion” de la tarea, es decir, todos los posibles tiempos de res-
puesta que puede presentary la frecuencia (o probabilidad) con que aparece
cada uno. Los instantes de llegada de las tareas también suelen ser aleato-
rios, y caracterizados mediante algtn tipo de distribucion estadistica. En ba-
se a esta informacion estas técnicas intentan obtener la probabilidad de que
la tarea cumpla o viole su plazo.

Puesto que esta tesis se enmarca dentro de este ultimo tipo de técnicas, se
dedicara un capitulo completo (“Trabajo relacionado”, pagina 21) a discutir
con detalle las diferentes técnicas existentes en este campo y sus limitacio-
nes.
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1.3. El problema de la planificacion en el ambito de
esta tesis

Una vez enunciado el problema del que se ocupa la disciplina del “tiempo real”
en general, y enumerados todos los factores que influyen sobre este problema,
centraremos la atencién sobre un tipo de sistemas concreto y una forma particu-
lar de abordar su analisis, que serdn los tratados en esta tesis.

De todas las posibilidades antes mostradas en la figura 1.1, eliminaremos gran
parte de los factores para reducir el problema a tratar, y en particular nos que-
damos con los aspectos siguientes (ver fig. 1.3, en la que se han subrayado los
aspectos tratados):

» Arquitectura monoprocesador, en la cual el recurso a administrar es el tiem-
po de procesador.

» Tareas periddicas, o para ser mds exactos, tareas con instantes de activacion
deterministas (el modelo que planteamos no se reduce a la periodicidad
“clasica”, sino que admite cualquier tipo de sistema en que los instantes de
activacion sean deterministas y sigan algtn tipo de patrdon repetitivo). No se
consideran relaciones de precedencia entre las tareas. Inicialmente tampo-
co se considera el acceso a recursos compartidos ni la posible existencia de
jitter en su activacion. Posteriormente se ampliard el modelo para tomar en
consideracion estos dos aspectos.

No se considera el caso de las tareas aperiddicas o esporddicas, en las cuales
los instantes de llegada no son conocidos a priori, pero si se ofrecen unas
ideas acerca de como este tipo de tareas podria ser integrado en el anélisis.

Los plazos pueden tener cualquier valor, o incluso no estar especificados.
En cualquier caso, el resultado del andlisis serd una funciéon de probabili-
dad para cada tarea, en la que se encuentran todos los posibles valores que
puede tomar el tiempo de respuesta y la probabilidad de cada uno de ellos.
Por comparacion de esta funcién con un plazo arbitrario se puede obtener
la probabilidad de que se cumpla o pierda dicho plazo.

= Algoritmo de planificaciéon basado en prioridades, segin el cual el planifi-
cador garantiza en todo momento que la tarea en ejecucion es la de mayor
prioridad entre todas las tareas listas. No nos incumbe la politica de asigna-
cion de prioridades, con tal de que sea determinista y siga un patron repetiti-
vo (al menos en las prioridades relativas de las tareas). Esto lo hace aplicable
a las tipicas politicas de asignacion RM (o DM) y EDE El planificador pue-
de expulsar a una tarea cuando llega otra de mayor prioridad. También es
posible (incluso mas sencillo) analizar un planificador sin expulsién.
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Arquitectura

Monoprocesador

Multiprocesador de
memoria compartida

Multiprocesador de
memoria distribuida

Sistema distribuido

Recursos
Procesador
Memorias Algoritmo de
Discos planificacion
Comunicaciones e Estatico en linea

Tareas °

Periddicas e Dinamico
Aperiddicas garantizado
Esporédicas e Dindmico “lo mejor
Esporadicamente que se pueda
periddicas o ., .

. Planificacién * Con desalojo
Precedencias . .

e Sin desalojo
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Cambios de modo

Jitter

e Prioridades fijas

e Prioridades
dinamicas

e Planificacion local

e Planificacion global
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D=T
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Sin plazos Basado en
utilizaciones

Extremo a extremo

Basado en peor
tiempo de respuesta

Basado en simulacién

Estocadstico

Estatico fuera de linea

Figura 1.3.: Aspectos de la planificacion en los sistemas de tiempo real tratados en
el ambito de esta tesis. Subrayados en linea gruesa los aspectos incluidos en el
modelo basico. En linea fina los tratados en extensiones. En linea de puntos los
tratados s6lo a nivel descriptivo.
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» El enfoque seguido para analizar la probabilidad serd el estocdstico. Asu-
miremos que los tiempos de ejecucion de las tareas son variables aleatorias
cuya distribucion es conocida de antemano (pudo obtenerse por medida di-
recta, por andlisis estatico del c6digo, o por una mezcla de ambos, como por
ejemplo en [Bernat et al., 2002]). Nos planteamos encontrar la probabilidad
exacta de que cada tarea cumpla o pierda su plazo.

1.4. Objetivos de esta tesis

Plantearemos un modelo de sistema en el que los instantes de activacion de
cada tarea se asumen conocidos de antemano de forma determinista, pero los
tiempos de ejecucion de cada tarea se modelardn como variables aleatorias in-
dependientes, caracterizadas por sus distribuciones de probabilidad. No se im-
pondra restriccion alguna sobre la “forma” de dicha distribucidn, pero se asume
conocida de antemano.

En el capitulo siguiente revisaremos las publicaciones que han atacado este
mismo problema o similar. Veremos que cada uno de los trabajos existentes plan-
tea algun tipo de restricciéon que simplifique el andlisis. En esta tesis nos propo-
nemos eliminar la mayor parte de estas restricciones, a la vez que plantear un
modelo lo bastante genérico como para ser utilizable en diferentes situaciones.

En particular, los objetivos que nos planteamos son:

= Definir un modelo de sistema de tareas periddicas, en el que los tiempos
de ejecucion puedan ser aleatorios, que no imponga restricciones sobre los
plazos de las tareas, que no requiera un planificador especial en su imple-
mentacion, sino que use el cldsico planificador basado en prioridades (RM,
DM o EDF), que admita expulsion.

= Resolver de forma exacta el modelo anterior, esto es, encontrar las probabi-
lidades de cada posible tiempo de respuesta de cada tarea. Esto requerira:

e Identificar bajo qué condiciones el modelo tiene solucién, demostran-
do matemadticamente su existencia.

e Disefar operadoresy algoritmos para trabajar con las funciones de pro-
babilidad, que permitan obtener la respuesta buscada, demostrando
matemadticamente la correccion de los mismos.

e Idear formas aproximadas de encontrar la solucion, para el caso en que
la solucion exacta sea demasiado costosa de obtener.

= Extender el modelo anterior para que pueda manejar también el acceso a
recursos compartidos y el jitter. Esto requerird probablemente renunciar al
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analisis exacto, y tener que recurrir a aproximaciones. En este sentido serd
necesario

e Idear un comparador de variables aleatorias que nos permita decir cudn-
do una variable es “peor” que otra en el sentido de que causaria mayo-
res probabilidades de pérdidas de plazo.

e Transformar el modelo extendido en un modelo mds simple, median-
te aproximaciones que garanticen que la solucién obtenida por apro-
ximacién es mas conservadora que la que se obtendria resolviendo de
forma exacta el modelo extendido, es decir, que produce tiempos de
respuesta “peores” en sentido estocdstico.

» Estudiar teéricamente la complejidad del método propuesto, identificando
qué parametros del sistema influyen en el coste de resolverlo. Realizar expe-
rimentos para medir el coste real de analizar diferentes sistemas, en funcién
de los parametros identificados.

= Comparar los resultados obtenidos mediante nuestro anélisis frente a otros
métodos preexistentes que persigan el mismo proposito.
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If you steal from one author, it's
plagiarism; if you steal from many, it's
research.

(Wilson Mizner)

En este capitulo detallaremos los trabajos que abordan problemas similares al
que se trata en esta tesis. Veremos que cada enfoque tiene sus limitaciones y su
campo de aplicacion, y llegaremos a la conclusién de que ninguno de ellos resuel-
ve exactamente el mismo problema que el resuelto en esta tesis.

En las explicaciones de los modelos utilizados y de los métodos seguidos para
analizarlos, inevitablemente se han de utilizar términos y conceptos que aun no
han sido definidos en esta tesis, (como el hiperperiodo, 1a funcion de probabilidad,
la cadena de Markov, etc.) Si el lector no esta familiarizado con estos conceptos,
puede preferir posponer la lectura de este capitulo hasta después del capitulo 5.

2.1. Anadlisis clasico del tiempo de respuesta

Como ya se explico en la introduccién, uno de los enfoques cldsicos para de-
terminar si una tarea cumplird o no su plazo consiste en calcular cudl seria su
tiempo de respuesta en el peor caso posible (esto es, el tiempo transcurrido desde
que la tarea se “activa” o estd lista para ejecutarse hasta el instante en que finaliza
su ejecucion), y comparar este tiempo con su plazo [Tindell et al., 1994]. Eviden-
temente, si es menor, se tendrd la garantia de que siempre se cumplird el plazo.
En cambio si es mayor, tan s6lo se sabra que hay al menos un caso en que no
se cumple, pero no se sabra si ese caso es comun o por el contrario es rarisimo.
En otras palabras, no se tiene informacion sobre la probabilidad de que este peor
caso aparezca.

Si una tarea se ejecutara sola en el sistema, sin interferencias de otras tareas,
aun asi su tiempo de ejecucion seria variable, pues dependiendo de los datos de
entrada con los que tenga que trabajar, requerird mds o menos tiempo de pro-
cesador. Si ademas se tienen en cuenta otros efectos de la arquitectura (como el
efecto de la memoria cache, o de la segmentacion del cauce de ejecucion) se ten-
dran mas factores que haran variar el tiempo de ejecucion de la tarea. Este tiempo
que la tarea requeriria estando sola en el sistema, es lo que se denomina tiempo
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de ejecucion' (no confundir con el tiempo de respuesta que es el que presentard
realmente una vez que tenga que competir con las restantes tareas por el uso de
los recursos).

Para que la tarea sea analizable desde el punto de vista del tiempo real, su tiem-
po de ejecucion maximo debe estar acotado y debe ser conocido. En general no
es sencillo determinar cudl serd el peor tiempo de ejecucion de una tarea. Puede
obtenerse por medida directa, o mediante anadlisis estético del c6digo, o mediante
técnicas mixtas. Hay toda una linea dentro del campo de tiempo real dedicada a
este problema, denominado Worst-Case Execution Time Analysis (o andlisis del
WCET).

Asumiendo que los peores tiempos de ejecucion son conocidos para todas las
tareas del sistema, el andlisis de tiempo de respuesta cldsico planteara un escena-
rio de peor caso en el que:

1. Todaslasinstancias de todas las tareas van a requerir su tiempo de ejecuciéon
maximo.

2. Las activaciones de las tareas se presentan de tal forma que causan la maxi-
ma interferencia a la tarea que se estad analizando. Se dice que esta tarea se
activo en su instante critico.

Encontrar el instante critico no es evidente. Silos plazos de las tareas son iguales
o inferiores a sus periodos, se ha demostrado [Liuy Layland, 1973] que el instante
critico ocurre cuando la tarea bajo consideracién se activa a la vez que todas las
demds tareas de mayor prioridad. En cambio, si los plazos de las tareas pueden
ser superiores a sus periodos el escenario cambia, ya que cabe la posibilidad de
que cuando una tarea se active, aun no haya terminado de ejecutarse la anterior
instancia de esa misma tarea, y por tanto experimente un retraso mayor del que
sufriria cuando todas las tareas se activan a la vez. Para este segundo caso se ha
demostrado [Lehoczky, 1990] que el instante critico ocurre en alguna de las acti-
vaciones que tienen lugar dentro de un “periodo ocupado” (busy period), sin que
sea posible determinar en cudl de ellas. Un “periodo ocupado” comienza en el
instante en que todas las tareas del sistema llegan a la vez, y termina cuando todo
el trabajo solicitado a lo largo del periodo ocupado ha sido servido.

Asi pues, para el caso de plazos iguales a periodos, basta con estudiar cudl se-
ria el tiempo de respuesta de la primera activacion de una tarea, suponiendo que
todas las demas llegan a la vez y que todas requieren su méximo tiempo de ejecu-
cion. En cambio, para el caso de plazos mayores que periodos es necesario estu-
diar el tiempo de respuesta de cada una de las activaciones de la tarea que tienen
lugar dentro de un “periodo ocupado”, y quedarse finalmente con la mayor de to-
das ellas. Los periodos ocupados tienen longitud finita siempre que la utilizacion

1 Se trata del parametro que en teoria de colas se denomina usualmente “tiempo de servicio”.
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total del sistema sea menor que 1, por lo que incluso en este segundo caso el nu-
mero de instancias a analizar estd acotado y el método finalizara en tiempo finito.
Si en cambio la utilizacién es mayor que 1, el periodo ocupado tendria longitud
infinita, porlo que el sistema no seria analizable. De todas formas, un sistema con
utilizacién mayor que 1 no seria planificable bajo este enfoque, puesto que estaria
exigiendo al procesador mas tiempo del disponible.

El problema del planteamiento anterior es que las tareas no requieren siem-
pre su tiempo de ejecucién maximo. De hecho es muy comtn que el tiempo de
ejecucion maximo tenga una probabilidad muy baja, y ademads esté muy alejado
del tiempo de ejecucion promedio. En este sentido, el andlisis clasico es muy pe-
simista, puesto que estd suponiendo que todas las tareas van a requerir su peor
tiempo. La probabilidad de este evento seria el producto de las probabilidades
del peor tiempo para cada una de ellas, y por tanto mucho mads baja atin. Ade-
mads, asume un “instante critico” para cada una de las tareas, y es posible que tal
instante critico nunca aparezca en la realidad (por ejemplo, si las tareas tienen
desplazamientos u offsets), o que aparezca s6lo ocasionalmente (una vez por hi-
perperiodo).

Debido a este pesimismo, se han investigado nuevos modelos y métodos de
analisis que permitan incorporar informacién no sélo sobre los tiempos de ejecu-
cion maximos de las tareas, sino también de otros tiempos de ejecucion que las
tareas puedan presentar.

2.2. Una taxonomia de los trabajos que asumen
tiempos de ejecucion variables

Hay una serie de trabajos que asume que los tiempos de ejecucion de las tareas
no quedan bien representados por un tnico valor (peor tiempo), y que defien-
den la necesidad de modelar el tiempo de ejecucion de cada tarea mediante un
conjunto de valores. No obstante, partiendo de este supuesto inicial, la forma de
modelar y resolver el problema difiere de unos autores a otros.

En el cuadro 2.1 se muestran los trabajos mas relevantes que han abordado el
problema de los tiempos de ejecucion variables. Las referencias estdn por orden
cronoldgico, la tiltima de las cuales es esta misma tesis.

Los diferentes factores que se muestran en el cuadro2.1 significan lo siguiente:

= Tareas. El instante en que cada tarea se activa puede ser conocido de forma
determinista (tipicamente en caso de tareas periddicas), o puede ser aleato-
rio (tareas apelri(’)dicas)2

2 También se podria haber incluido en la taxonomia si, en el caso de tareas periédicas, el modelo
tiene en cuenta la existencia de un offset en la primera activacién de cada tarea, o si permite la
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Cuadro 2.1.: Algunos trabajos que tratan los tiempos de ejecucién como variables.
Enfoque y limitaciones de cada uno

Algunos modelos permiten expresar relaciones de precedencia entre las ta-
reas que componen el sistema. En este tipo de modelos normalmente la “ac-
tividad” a desarrollar se compone de una secuencia de tareas, de modo que
cada una debe esperar a que finalice la anterior para poder comenzar su eje-
cucion. Normalmente sélo la primera tarea de esta secuencia tiene una acti-
vacion periddica, y el plazo suele estar asociado a la secuencia completa, en
lugar de a cada tarea particular.

El interbloqueo hace referencia a la posibilidad de que las tareas accedan a
recursos compartidos que deban ser protegidos con semaforos u otros me-
canismos que garanticen la exclusion mutua. La existencia de estos meca-
nismos puede causar que una tarea de alta prioridad no pueda ejecutarse
porque necesita un recurso que esta siendo retenido por una tarea de prio-
ridad m4s baja. Esta situacion complica el andlisis.

Finalmente, la columna U™ > 1 indica si el modelo permite analizar sis-
temas en los que la suma de utilizaciones méximas de todas las tareas ex-
ceda la unidad. Un sistema asi no seria factible bajo un anélisis clasico, sin

aparicién de jitter (un ligero retardo entre el instante tedrico de activacién y el instante real). Por
no extender més la tabla se han omitido estos detalles, ya que ademads practicamente ninguno
de los trabajos los tiene en cuenta, salvo la presente tesis.
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embargo bajo un analisis estocdstico tiene mucho sentido analizar este tipo
de situaciones, ya que la probabilidad de que todas las tareas requieran a la
vez su tiempo maximo es muy baja. El anélisis se complica extraordinaria-
mente para este caso, debido a que existe una probabilidad no nula de que
al final de un hiperperiodo quede trabajo sin servir. Esto invalida la hipote-
sis de que los hiperperiodos son independientes entre si, hipotesis admitida
implicitamente por unos cuantos de los trabajos examinados.

= Plazos. Algunos de los trabajos estudiados imponen la restricciéon de que los
plazos deban ser inferiores a los periodos, junto con una politica de elimi-
nacion de las tareas que no cumplen sus plazos. Esto simplifica el andlisis
porque garantiza que cuando una tarea nueva es activada, no hay ninguna
otra instancia previa de la misma tarea ejecutdndose en el sistema. Bajo esta
hipétesis, la peor activacion posible seria la que ocurre en un instante criti-
co (instante en que todas las tareas del sistema se activan a la vez). Algunos
de los trabajos utilizan esta hipdtesis para centrarse en el estudio del caso
critico inicamente. Los enfoques mds generales no imponen restricciones
a los plazos, que por tanto pueden ser menores, iguales o mayores que los
periodos.

En los casos en que el modelo permite expresar dependencias entre tareas,
los plazos suelen ser del tipo “extremo-a-extremo” (end-to-end).

» Planificador. Todos los trabajos examinados utilizan un planificador basa-
do en prioridades, siendo la politica de asignacién de prioridades bien RM
o bien EDE Algunos modelos no permiten la “expulsién”, es decir, una vez
que una tarea entra en ejecucion, ya no serd expulsada hasta que finalice,
aunque puedan llegar otras de mayor prioridad. Esta limitaciéon simplifica
en gran medida el andlisis, ya que el tiempo de respuesta de la tarea no se ve
influido por las tareas que lleguen después.

Finalmente algunos de los trabajos requieren un planificador especifico, nor-
malmente porque implementan algin tipo de “servidor”, es decir, un proce-
so que se ocupa de asignar tiempo de procesador a las tareas que llegan en
instantes arbitrarios, a la vez que controlan que no excedan una cierta canti-
dad de tiempo prefijado. De este modo se limita la influencia de unas tareas
sobre otras.

= Solucién. Una vez establecido el modelo y las hip6tesis simplificadoras opor-
tunas, los autores proponen diferentes métodos de andlisis y buscan una so-
lucion que podriamos clasificar en tres categorias:

e Exacta: Obtienen la probabilidad exacta de que cada tarea cumpla o
pierda su plazo.
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e Conservadora: (o pesimista). Obtienen una probabilidad de cumplir el
plazo que, si bien no es exacta, se garantiza que siempre esta por debajo
de la probabilidad real. Este tipo de soluciones podria ser aplicable a
sistemas de tiempo real firmes, en los que se esté dispuesto a admitir
un porcentaje mdximo de violaciones de plazo.

e Aproximada: Obtienen una probabilidad de cumplir los plazos que in-
tenta ser lo mds préxima posible a la real, pero no se garantiza que esté
siempre por debajo. Este tipo de soluciones sélo seria ttil para sistemas
de tiempo real blando.

En cuanto a la forma de abordar el problema, cada autor plantea algtn tipo de
hipotesis o restriccion que le permita simplificar el andlisis. Podriamos catalogar
estas simplificaciones en los tipos siguientes:
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= Restriccion del estudio a un “instante critico”. En lugar de analizar cada ac-

tivacion de cada tarea, se estudia inicamente una activacion que tiene lugar
en un instante critico. Este es el enfoque seguido por Tia ef al. [1995]; Gard-
ner [1999]. La existencia de un instante critico implica restringir el modelo
a casos en que el plazo sea inferior al periodo [Tia et al., 1995], o bien anali-
zar todas las activaciones que tienen lugar dentro de un “periodo ocupado”
[Gardner, 1999], si bien la validez de cualquiera de las hipotesis es cuestio-
nable cuando U™ > 1.

Utilizacion de un planificador especial que aisle el efecto de unas tareas so-
bre otras. Este es el enfoque seguido por Abeni y Buttazzo [1998, 1999, 2001];
Atlas y Bestavros [1998]. Cada tarea puede analizarse independientemen-
te de las demdas mediante teoria de colas, modelando cada tarea como un
cliente y el procesador como un servidor. La principal desventaja de este
método es que no es valido para analizar sistemas planificados con algorit-
mos convencionales.

Independencia entre los hiperperiodos. Si la utilizacién méxima es infe-
rior a 1, cada hiperperiodo no puede afectar a los siguientes. Esto permite
enumerar todos los posibles estados del sistema, entendiendo por estado el
conjunto de tareas que estdn activas en un instante dado. Se pueden calcu-
lar las probabilidades de transicion de un estado a otro y, aplicando teoria
de procesos estocdsticos y cadenas de Markov, esto permite hallar la proba-
bilidad de que el sistema se halle en un estado cualquiera, y de ahi deducir
las probabilidades de perder plazos. Este es el enfoque seguido por Kalavade
y Moghé [1998]; Manolache [2002]

Trafico intenso. Bajo la hipé6tesis de que todas las tareas tienen aproxima-
damente el mismo comportamiento estocéstico y que en promedio el sis-
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tema estd completamente utilizado (no tiene apenas tiempo libre), el com-
portamiento del sistema se puede aproximar mediante un proceso estocas-
tico denominado “movimiento Browniano”. Este es el enfoque seguido por
Lehoczky [1996, 1997], que desarrolla una nueva teoria de colas con “ingre-
dientes” de tiempo real.

Otros trabajos siguen un enfoque ligeramente diferente, que hace dificil clasi-
ficarlos segin la taxonomia anterior, asi por ejemplo, en [Mok y Chen, 1997] los
tiempos de ejecucion de las tareas no son aleatorios, pero tampoco son fijos, sino
que siguen un patrén repetitivo. No se ofrecen probabilidades de cumplir plazos,
sino un nuevo test de planificabilidad que indica si todas las tareas cumpliran sus
plazos o no. En [Zhou et al., 1999; Huy Zhou, 2001] no se busca la probabilidad de
que cada tarea individual cumpla un plazo, sino una métrica global que los au-
tores denominan “probabilidad de que el sistema sea factible”. En [Bernat et al.,
2002] se plantea un analisis estocastico del WCET, es decir, no se analiza el tiem-
po de respuesta de las tareas, sino su tiempo de ejecucion (el tiempo que tardarian
asumiendo que estan solas en el sistema), pero la técnica utilizada es la compo-
sicion de pequefos trozos de c6digo cuyo tiempo de ejecucién es una variable
aleatoria de distribucién conocida, por lo que las técnicas estadisticas utilizadas
son muy similares a las de esta tesis.

En el siguiente apartado se comentan con més detalle cada uno de estos traba-
jos y sus limitaciones.

2.3. Anadlisis estadistico del tiempo de respuesta

2.3.1. Asumiendo un instante critico

En el trabajo de Tia et al. [1995] se plantea por primera vez la técnica de encon-
trar las probabilidades de perder plazos mediante una “traducciéon” directa del
método clasico de calculo del tiempo de respuesta. En el método clésico, el tiem-
po de respuesta se calcula como la suma del tiempo de ejecuciéon de una tarea mas
la interferencia que sufre (que son los tiempos de ejecucion de las tareas de mayor
prioridad que pueden causarle expulsion). En el trabajo de Tia ef al. los tiempos
de ejecucion son variables aleatorias de distribucion conocida, y se asume inde-
pendencia entre las distribuciones, de modo que lo que en el andlisis cldsico era
una suma, se convierte aqui en una convoluciéon de funciones de probabilidad.

De todas formas, este andlisis no busca la distribucién de probabilidad del tiem-
po de respuesta, sino la de la carga que debe ser servida para que la tarea bajo ana-
lisis pueda terminar. Esta carga se compone del tiempo de ejecucion de la propia
tarea, mads los de las tareas que la vayan expulsando. En general, ya que la carga
del sistema va variando con el tiempo (por llegar trabajos nuevos), su distribu-
cién estadistica también ird variando. El andlisis busca encontrar w;(¢) que es la
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distribucion estadistica de la carga en el instante t que debe ser servida para que
finalice la tarea i. Una vez conocida esta distribucion, se puede hallar la probabi-
lidad de que la carga en el instante  sea menor que ¢. Esta serd la probabilidad de
que la tarea finalice en t. En particular, se puede buscar la probabilidad de que la
carga sea menor que t para el instante que representa el plazo absoluto de la tarea.
Esto dard una aproximacion de la probabilidad de cumplir el plazo. La aproxima-
cion es pesimista, y puede refinarse si se encuentran probabilidades m4s altas de
que w(t) < t antes del instante que representa el plazo. El algoritmo propuesto es
buscar estas probabilidades en los instantes de llegada de cada una de las tareas
que podria expulsar a la que esté siendo analizada.

Encontrar la distribucion w; () no es evidente, y para poder aproximar el calcu-
lo como una mera convolucion de variables aleatorias, es necesario realizar una
serie de simplificaciones y aproximaciones:

= Se asume que el peor tiempo de respuesta de la tarea bajo andlisis ocurrira
en el instante critico (fy) en que todas las tareas llegan a la vez, y que en este
instante critico no hay carga pendiente en el sistema, es decir w;(ty) = 0.
Para que esto sea asi, el sistema debe tener plazos iguales o inferiores a los
periodos, y utilizacion méxima menor que 1.

» La distribucién de la carga w(t) en el instante t no se encuentra de forma
exacta, sino que se aproxima como la suma (convolucion) de los tiempos
de computacion de todos los trabajos que llegan entre el instante critico y £.
Esto quiere decir que no se tiene en cuenta que la carga va siendo servida a
medida que avanza el tiempo, y que eventualmente podria llegar a ser cero.
En todo caso, la suma que se obtiene serd siempre superior a la carga real,
por lo que se estd en un caso pesimista que es valido para extraer conclusio-
nes de planificabilidad.

La primera simplificacion restringe el campo de aplicabilidad del método, mien-
tras que la segunda hace que las probabilidades halladas no sean exactas, sino
simplemente limites pesimistas.

En su tesis doctoral, Gardner [1999] parte de las ideas de Tia et al. [1995] tra-
tando de eliminar algunas de sus restricciones. El modelo del sistema es el mismo
que en [Tia et al., 1995], y lo que cambia es el método para obtener las probabili-
dades de pérdida del plazo.

Estas probabilidades no se encuentran de forma exacta, sino que se busca un
valor que se garantice ser mds pesimista que el real. Para ello Gardner también
presupone un “instante critico” en el que todas las tareas llegan a la vez, pero en
lugar de analizar inicamente la activacion que tiene lugar en ese instante, anali-
za todas las activaciones de la tarea que tienen lugar dentro del periodo ocupado
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(o busy-period) que comienza en dicho instante critico. Para cada activacion, en-
cuentra una probabilidad de pérdida de plazo diferente, y se queda con la peor de
todas ellas.

El problema es que la longitud del busy-period es desconocida de antemano,
pues es una variable aleatoria que depende de los tiempos de ejecucion de las
tareas. El método de Gardner, a la vez que va computando las probabilidades de
perder el plazo, también va calculando la probabilidad de que el busy-period haya
finalizado en el instante de llegada de cada tarea. Si esta probabilidad es 1, el busy-
period habra finalizado con certeza y ya no serd necesario examinar ma4s tareas.

Este enfoque tiene dos problemas importantes cuando la utilizacion méxima es
mayor de 1 (es decir, cuando los peores tiempos de ejecucion de las tareas exigen
mads tiempo del fisicamente disponible). Cuando se da este caso (que por otra
parte es el caso mads interesante y el que Gardner se propone resolver), ocurre
que:

» La longitud del busy-period es infinita. Esto se debe a que, para cualquier
instante t, existe una probabilidad no nula de que todas las tareas hayan
requerido su peor tiempo hasta ese instante, y por tanto una probabilidad
no nula de que haya trabajo pendiente.

Esto implica que el ntimero de activaciones a analizar seria infinito. No obs-
tante, Gardner ha detectado que, a medida que se van obteniendo las pro-
babilidades de perder plazo para cada una de las activaciones de las tareas,
y se va quedando con la mds pesimista de ellas, el valor de esta probabilidad
peor va “convergiendo” a un limite, que en teoria se alcanzaria en la tltima
tarea del busy-period (que no se alcanza nunca en la préctica por ser infini-
to).

Gardner en cambio no demuestra que esta convergencia siempre tenga lu-
gar, o las condiciones bajo las cuales se dar4, ni proporciona ninguna herra-
mienta analitica para encontrar el valor limite de esta probabilidad.

» El busy-period que comienza cuando todas las tareas llegan a la vez, no con-
tiene necesariamente la “peor activacion” de la tarea. La demostracion de
que un instante asi contiene la peor activacion, requiere como una de las hi-
potesis que la utilizacion maxima sea menor que 1. En el momento que esta
hip6tesis no se cumple, la peor activacion de la tarea puede ocurrir para otra
combinacion de fases.

Gardner detecta este problema, pero aun asi mantiene el andlisis descrito
bajo la suposicion de que la probabilidad suministrada por su método es
razonablemente buena. Hace la hipétesis de que el caso que produciria el
peor tiempo de respuesta aparece muy infrecuentemente, y por tanto ape-
nas afecta a la probabilidad total de perder el plazo.
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Si bien puede ser cierto que la probabilidad suministrada por su anélisis sea
una aproximacion razonable a la verdadera probabilidad, lo cierto es que
ya no se trata de un limite pesimista, y por tanto deja de ser valido como
garantia para sistemas mas estrictos.

2.3.2. Con planificadores especificos

En el trabajo de Abeniy Buttazzo [1999] se plantea un modelo en el que coexis-
ten tareas de tiempo real duro, blando y tareas no de tiempo real. Las de tiempo
real duro son caracterizadas como en el andlisis cldsico por su periodo (0 minimo
intervalo entre llegadas), su peor tiempo de ejecucion (WCET) y un plazo estric-
to que debe ser garantizado. Para las tareas de tiempo real blando, los tiempos de
ejecucion son variables aleatorias con distribuciones arbitrarias (pero conocidas),
y los instantes de llegada también son aleatorios, siendo conocida la distribuciéon
de los intervalos entre llegadas. Para este tipo de tareas los plazos no son firmes,
sino probabilisticos. Es decir, la “calidad de servicio” exigida a cada tarea viene
dada en forma de un par (6, p), y la tarea se considerara planificable si la probabi-
lidad de que pierda su plazo ¢ es inferior a p. El sistema se considerard “factible” si
todas las tareas son planificables con este criterio, y ademads se garantiza el cum-
plimiento de los plazos para las de tiempo real duro.

La estrategia utilizada para poder analizar un sistema asi consiste en idear una
planificacién con reserva de ancho de banda, de modo que se asigna a cada tarea
de tiempo real blando una fracciéon del tiempo de procesador y el planificador
asegura que la tarea nunca excedera el tiempo que le ha sido asignado. Si la tarea
agota el tiempo asignado sin haber finalizado, se la “suspende” temporalmente
para dar paso a otras tareas. De este modo no se comprometen las garantias de
calidad que se habian asegurado para otras tareas. El planificador utilizado es de
tipo EDE con un servidor para tareas de tiempo real blando del tipo “Servidor de
ancho de banda constante”, ideado por los mismos autores en un trabajo previo
[Abeni y Buttazzo, 1998].

Asumiendo este tipo de planificador, se aisla el efecto de las tareas de tiempo
real blando sobre las de tiempo real duro. Desde el punto de vista de éstas ulti-
mas, el servidor de tareas blandas puede analizarse como una tarea mas, caracte-
rizada por su “tiempo de ejecucién maximo” (que es el tiempo “presupuestado” o
reservado para las tareas blandas) y su periodo (que es el intervalo entre dos acti-
vaciones del servidor). Desde el punto de vista de las tareas de tiempo real blando,
el efecto de unas sobre otras al competir por el procesador durante el tiempo que
les asigna el servidor, puede ser modelado mediante teoria de colas (en la que los
clientes serian las tareas de tiempo real blando y el servidor seria determinista). El
andlisis considera dos posibles casos: tiempos de ejecucion aleatorios con perio-
dos entre llegadas fijos, y tiempos de ejecucion fijos con periodos entre llegadas
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aleatorios. Para cada uno se desarrolla un andlisis que permite encontrar las pro-
babilidades de pérdida de plazos para las tareas blandas.

Posteriormente, los mismos autores extienden el modelo en otro trabajo [Abe-
ni y Buttazzo, 2001],para cubrir el caso en que tanto los tiempos de computacion
como los intervalos entre llegadas son aleatorios, y ademads el planificador no es
necesariamente el “servidor de ancho de banda constante”, sino cualquier otro
planificador con reserva que garantice el “aislamiento” entre tareas, de modo que
cada tarea pueda ser analizada independientemente dentro de su “pedazo reser-
vado de procesador”.

La principal limitacién de este analisis es que exige un tipo particular de pla-
nificador, y por tanto no es aplicable a los planificadores mds comunmente im-
plementados, como los basados en prioridades RM, DM o EDE Por otro lado, el
analisis requerido para resolver el modelo de colas subyacente implica el buscar
un vector propio de una matriz infinita, y el método utilizado para salvar este pro-
blema consiste simplemente en la truncacién de esta matriz para trabajar con una
matriz finita, sin especificar claramente el criterio para elegir el punto de trunca-
cién. Como veremos, en esta tesis encontraremos el mismo problema (hallar un
vector propio de una matriz infinita), pero daremos una forma exacta de resolver-
lo.

Atlas y Bestavros [1998] idean un mecanismo de planificacién nuevo, que de-
nominan “Planificacién RM estadistica” (SRMS3) cuyo objetivo es implementar
un control de admision de las tareas que tienen alta variabilidad en sus tiempos
de ejecucion. Si el planificador acepta la tarea, el cumplimiento de su plazo estara
garantizado. Si no puede garantizarlo, el planificador la rechaza. El andlisis tiene
dos partes, un test de admision (que es muy simple, y se basa en el limite del fac-
tor de utilizacion y no tiene en cuenta los pardmetros estocdsticos de las tareas) y
un andlisis estadistico de la calidad de servicio. Este tiltimo se centra en calcular la
probabilidad de que cada tarea sea aceptada o rechazada, y esta probabilidad se
utiliza como una medida de la calidad de servicio (QoS) del sistema. Se dice que
el sistema es planificable si proporciona la calidad de servicio que el disefiador
desea.

El modelo de tareas es periddico, y se suponen las tareas ordenadas por orden
de frecuencia, es decir, la tarea 1 tendrd el menor periodo de todas, y a medida
que se avanza de una tarea a la siguiente los periodos van creciendo. Para ca-
da tarea se define su “superperiodo” como un intervalo de tiempo que comienza
cuando una instancia de la tarea llega, y tiene una longitud igual al periodo de la
siguiente tarea. El disenador/analista asignard a cada tarea 7; un tiempo 4; (que
los autores denominan permiso®). El planificador garantiza que en cada superpe-
riodo la tarea 7; tendra disponible un tiempo igual a a; para ejecutar sus diferentes

3 Statistical Rate Monotonic Scheduling
4 allowance
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instancias. Los detalles de como funciona el planificador para proporcionar esta
garantia pueden consultarse en [Atlas y Bestavros, 1998]. En el superperiodo lle-
gan varias instancias de la tarea, y la probabilidad de que cada una de ellas resulte
aceptada o rechazada depende de si se han aceptado o no las previas, ya que si se
han aceptado el tiempo disponible para las siguientes disminuye. Asi, la primera
instancia serd admitida si el tiempo que solicita es inferior a 4;. La segunda ins-
tancia en ese superperiodo serd admitida si la primera fue rechazaday el tiempo
solicitado por la segunda es inferior a 4;, o bien si la primera fue aceptada y el
tiempo solicitado por ambas es inferior a 4;, etc.

Los autores encuentran una férmula muy simple para determinar la probabili-
dad de que cada una de las tareas que pueden llegar en el superperiodo sea acep-
tada o rechazada. A partir de ellas la probabilidad total de que una tarea sea acep-
tada o rechazada serd el promedio de éstas. Esta probabilidad depende de los va-
lores que el analista haya dado a los “permisos” a; de las tareas. Para encontrar
esta sencilla formula deben realizar la hipotesis de que los periodos de las tareas
son armonicos (es decir, cada periodo es multiplo del periodo de la tarea ante-
rior). En caso de que no sea asi, el tratamiento se complica, pero por razones de
espacio los autores no muestran el desarrollo ni las conclusiones para este caso.

Vemos pues que aunque se da un tratamiento probabilistico al problema, éste
es bastante diferente de los otros trabajos estudiados y del que se plantea en esta
tesis, puesto que los autores no buscan la distribuciéon del tiempo de respuesta,
ni siquiera la probabilidad de cumplir los plazos, sino la probabilidad de que las
tareas sean aceptadas. Una vez que lo han sido, el planificador garantiza que cum-
pliran su plazo.

Las principales limitaciones de este método son:

= El planificador no es estdndar, sino uno especialmente disefiado para este
problema.

» Los plazos se consideran en todo momento iguales a los periodos.

= No se permiten utilizaciones mayores de 1. Si llega una tarea que va a solici-
tar mds tiempo que su periodo, directamente es rechazada por el planifica-
dor.

= Se asume que el tiempo que va a necesitar la tarea es conocido por el pla-
nificador en el instante en que ésta llega, aunque se trata de una variable
aleatoria. Este requisito parece poco verosimil.

2.3.3. Asumiendo independencia entre hiperperiodos

El trabajo de Kalavade y Moghé [1998] se centra en el andlisis de servidores de
contenidos multimedia, que se adapten automadticamente a las condiciones de su
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entorno. Por ejemplo, si se detecta que el ancho de banda de la red es escaso, el
sistema de video puede bajar su ratio de bits para adaptarse a esta situacion. Es-
te tipo de sistemas ejecutan concurrentemente varias aplicaciones (por ejemplo,
el decodificador de video y el decodificador de audio), y cada una de ellas puede
estar operando con unos ciertos pardmetros en cada instante (lo que los autores
llaman un “nivel de adaptaciéon”). Mediante monitorizacion de este tipo de sis-
temas se pueden encontrar las frecuencias con las que cada tarea cambia de un
nivel de adaptacion a otro. Por tanto, el proceso de cambiar de niveles de adapta-
cion puede ser modelado como una cadena de Markov de la que se puede extraer
la probabilidad de que cada aplicacion se halle en un nivel dado de adaptacion.

Por otro lado, cada aplicacién se compone a su vez de una secuencia de tareas,
que se representan con un grafo. La primera tarea del grafo se activa periddica-
mente, y hay un plazo “extremo-a-extremo” para que la aplicacién completa fi-
nalice. Se asume que este plazo es inferior al periodo de la aplicacion. Cada una
de las tareas que componen la aplicacién tiene un tiempo de ejecucion variable
que es modelado mediante una funcién de probabilidad. Las diferentes tareas se
mapean de forma estdtica a una red de procesadores.

A partir del modelo anterior, los autores se proponen obtener las probabilida-
des de que las aplicaciones cumplan sus plazos, cuando el sistema lleva ejecutdn-
dose un tiempo suficiente. Para ello caracterizan el estado del sistema mediante
un conjunto de vectores. Asi, por ejemplo, un vector contiene las tareas que estan
listas y cudnto tiempo de ejecucion ha consumido cada una, otro vector contiene
las tareas que se hallan en ejecucion y cudnto le queda a cada una para terminar,
y un tercer vector contiene el nivel de adaptacion en que se halla cada una de las
aplicacionesy cudnto tiempo hace que comenzo la ejecucion de cada una. Tal co-
mo estdn definidos los estados, resulta que la probabilidad de que pase de uno a
otro no depende de su historia pasada, y por tanto es una cadena de Markov que
puede ser resuelta. Aunque el espacio de estados es muy grande, los autores ase-
guran que el andlisis puede realizarse en poco tiempo. De este anélisis obtienen
las probabilidades de que el sistema esté en un estado dado, y de éstas se pueden
deducir las probabilidades de que las aplicaciones cumplan sus plazos.

En su tesis doctoral [Manolache, 2002; Manolache et al., 2001] utiliza unas téc-
nicas muy similares para encontrar las probabilidades de perder el plazo en un
conjunto de tareas que van a ejecutarse en un sistema multiprocesador conectado
por una red. Su modelo es muy completo, pues incluye el modelado del sistema
fisico (conjunto de procesadores y buses que los unen) y un sofisticado modelo
de ejecucion de las tareas, en forma de un conjunto de grafos de precedencia en
los que cada nodo representa una tarea y cada arco una relacion de preceden-
cia. Cada grafo tiene asociado un plazo relativo (que podriamos considerar del
tipo “extremo-a-extremo” o “end-to-end”) y un periodo, de modo que no son las
tareas las que son periddicas, sino el grafo, o dicho de otro modo, la primera ta-
rea del grafo. Si cualquiera de las tareas que componen el grafo excede el plazo
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asociado con el grafo, se entiende que el grafo completo ha perdido su plazo. En
este caso todas las tareas que lo componen podran ser retiradas del sistema por
el planificador, segun la politica que se considere para las tareas retrasadas. El
planificador se basa en prioridades (asignadas estaticamente o dindmicamente,
por lo que es vélido tanto para RM como para EDF), pero sin embargo se impo-
ne de nuevo la severa limitacion de que las tareas no pueden ser desalojadas una
vez que entran en ejecucion. Es decir, se trata de una planificacion sin expulsion
(non-preemptive). A partir de toda esta informacion, el andlisis debe producir las
probabilidades de pérdida de plazo de cada grafo (no de cada tarea, puesto que
las tareas no tienen plazos).

Al igual que en [Kalavade y Moghé, 1998], el método de andlisis se centra en en-
contrar el proceso estocdastico subyacente y las probabilidades de cada uno de sus
estados. El espacio de estados por el que se mueve el sistema se compone de n-
tuplas de tareas. Cada posible estado del sistema indica qué tareas tiene en ejecu-
cién en un instante dado. Por ejemplo, un estado {@} indica que no hay ninguna
tarea en ejecucion, mientras que un estado {71, 72} indica que una instancia de
la tarea 11 y otra de 12 se hallan en ejecucion. Para que el namero de posibles es-
tados sea finito, se asume que tan pronto como una tarea (o mejor dicho, el grafo
de precedencia a que pertenece) pierde su plazo, es eliminada del sistema °.

En cada instante, existe una probabilidad de que el sistema abandone el estado
en que se hallay pase a un nuevo estado (bien porque una nueva tarea llega al sis-
tema o bien porque una de las que estaba en ejecucion ha finalizado o ha perdido
su plazo y ha sido eliminada). El andlisis para el caso monoprocesador se centra
en calcular las probabilidades de pasar entre cada posible estado. Una vez estas
probabilidades han sido obtenidas, el proceso estocastico queda completamente
definido, pero en general no se trata de un proceso Markoviano (ya que las pro-
babilidades de pasar de un estado a otro dependen del pasado del sistema). Para
salvar esta dificultad, el autor aumenta el espacio de estados, introduciendo como
parte del estado del sistema el instante en que entr6 en ejecucion la tarea que esta
actualmente en ejecucion. Se demuestra que en este caso el proceso embebido si
es Markoviano, y por tanto a partir de él se pueden encontrar las probabilidades
a largo plazo de que el sistema se halle en cada uno de sus posibles estados, y de
éstas las probabilidades de perder los plazos, para el caso monoprocesador.

Para el caso multiprocesador, al existir dependencias entre tareas situadas en
diferentes procesadores, no se puede aplicar simplemente el anélisis monoproce-
sador a cada uno de los procesadores. El intentar una técnica similar a la del caso
monoprocesador, pero aumentando el espacio de estados para que cubra todos
los procesadores, provoca una explosion de estados que vuelve el problema intra-

5 En realidad el modelo permite que hasta b; instancias de la misma tarea permanezcan en ejecu-
cién, siendo b; un pardmetro de la tarea i-ésima. Sin embargo, por simplicidad de la exposicion,
Manolache asume b; = 1 para todas las tareas
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table en la préctica. Este caso por tanto ya no es resuelto de forma exacta, sino que
se introducen aproximaciones para hacerlo tratable. Asi, cada tiempo de ejecu-
cion, que viene dado por una distribucién de probabilidad genérica, se aproxima
por una distribucién exponencial o suma de exponenciales. El comportamiento
global del sistema se modela mediante una red de Petri, que es posteriormente
convertida en una cadena de Markov de tiempo continuo.

Tanto el método de Kalavade y Moghé [1998] como el de Manolache [2002] tie-
nen tres restricciones importantes:

= Se limitan a mecanismos de planificacion sin desalojo (non-preemptive),
que no son demasiado utilizados en la practica puesto que el desalojo per-
mite un mejor aprovechamiento de los recursos.

= El modelo presupone que los plazos de los grafos (tareas end-to-end) han
de ser iguales a sus periodos. Aunque posteriormente Manolache [2002] ex-
tiende el modelo para admitir plazos inferiores a los periodos, (s6lo para el
caso monoprocesador), el caso con plazos superiores a los periodos nunca
es considerado.

= Aunque los autores no lo declaran explicitamente como una condicién, en
realidad el anélisis s6lo puede ser aplicado a sistemas en los que la utiliza-
cion maxima sea inferior a 1. Esto se debe a que para encontrar una cade-
na de Markov en el proceso estocdstico subyacente es necesario encontrar
“puntos de renovaciéon”. Manolache [2002] encuentra estos puntos en el ini-
cio de cada hiperperiodo, lo que supone que todas las tareas deben haber fi-
nalizado antes de que comience el hiperperiodo siguiente, para que de este
modo todos los hiperperiodos comiencen de nuevo “desde cero”. Esto sélo
ocurrird si la cantidad de trabajo generado en un hiperperiodo es siempre
inferior a la longitud del hiperperiodo, es decir, si la utilizacion méaxima es
menor que 1.

2.3.4. Aplicando teoria de colas

Lehoczky desarrolla en dos publicaciones [Lehoczky, 1996, 1997] su teoria de
“Colas de Tiempo-Real” (RTQT®), 1a cual pretende ser una ampliacién de la teoria
de colas clésica para incluir los requisitos temporales de los clientes en el modelo.

Enla teoria de colas clésica, el estado del sistema usualmente se representa me-
diante un Gnico escalar que es el numero de clientes en el mismo. En el caso de
querer aplicar este modelo a las tareas que se ejecutan en un procesador, el es-
tado del sistema seria simplemente el nimero de tareas que se estan ejecutando
(o mejor dicho, que estén listas y compitiendo por el procesador). A partir de este

6 Real-Time Queuing Theory
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modelo se pueden extraer conclusiones como el niimero promedio de tareas que
se ejecutan, la utilizacion promedio del procesador, el tiempo promedio que un
cliente deberia estar esperando en la cola (o sea, el tiempo que debera esperar
hasta que el procesador quede libre y pueda comenzar su ejecucion). Sin embar-
go este modelo no es adecuado para responder preguntas tipicas del anélisis de
tiempo real, tales como la probabilidad de perder un plazo, dado que el modelo no
incluye informacion alguna sobre plazos. Tampoco es posible extraer conclusio-
nes acerca de la influencia de diferentes politicas de planificacion o de asignacién
de prioridades.

Lehozcky propone extender el modelo de teoria de colas clésico, para incluir
un parametro adicional que pueda dar cuenta de los requisitos temporales de los
clientes. En particular, el parametro propuesto es el plazo restante’, que se define
como la diferencia entre el instante actual y el plazo absoluto de la tarea. De este
modo, el estado del sistema en un instante ya no es simplemente el numero de
tareas listas, sino un vector que incluye para cada tarea cudl es su “plazo restante”.
El espacio de estados ya no tiene una sola dimension, sino que de hecho el nu-
mero de dimensiones no estd acotado, ya que no lo esta el nimero de tareas que
pueden estar compitiendo por el procesador en un instante dado.

Como consecuencia, la resolucién de este modelo se vuelve extraordinariamen-
te compleja, y de hecho sélo se puede resolver de forma exacta para el caso en que
las llegadas de las tareas sigan una distribucion de Poisson y sus tiempos de eje-
cucion sigan una distribucion exponencial. En este caso, sabiendo el estado del
sistema (es decir, el nimero de tareas de que consta y el plazo restante de cada
una de ellas), es posible calcular las probabilidades de que en el instante siguien-
te esté en cualquier otro estado, gracias a que las probabilidades de que llegue
un cliente nuevo, o de que uno de ellos finalice su ejecucion, son fijas gracias a la
propiedad “sin memoria” de las distribuciones exponenciales. De este modo, se
encuentra que la evolucion del sistema sigue un proceso de Markov y por tanto
puede encontrarse su distribucion de equilibrio. De este estado estacionario pue-
de obtenerse el nimero esperado de clientes que perderan su plazo (pues seran
los que tengan un “plazo pendiente” negativo).

En caso de que las llegadas no sigan una distribucién de Poisson, o los tiempos
de ejecucion no sean exponenciales, el razonamiento anterior ya no es aplicable.
Sin embargo, Lehoczky demuestra que, si la utilizacién promedio es muy préoxima
a 1 (lo que se conoce como la condicion de frdfico intenso8), entonces es posible
encontrar una solucién aproximada.

El analisis para este caso se vuelve tremendamente complejo y abstracto. Basi-
camente se trata de realizar una transformacion (reescalado) que convierte el mo-
delo de colas en un movimiento Browniano reflejado, que se mueve en el espacio

7 lead-time
8 heavy-traffic
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de las transformadas de Fourier. Esta transformacion es véalida cuando la utiliza-
cion promedio es 1. Estd demostrado que el comportamiento de la cola converge
hacia este modelo a medida que su trafico (utilizacién promedio) tiende a 1, con
tal de que los tiempos entre llegadas sigan un proceso de renovacién (no nece-
sariamente Poisson) y con independencia de las distribuciones de los tiempos de
ejecucion.

En los trabajos de Lehoczky se comprueba por simulacion si la solucion obteni-
da bajo la hip6tesis de trafico intenso es aplicable a otros sistemas, y se encuentra
que proporciona una aproximacion bastante buena del ratio de tareas que perde-
ran su plazo, si bien no se encuentra un limite pesimista (la cursiva es mia).

Laventaja del método es que permite su generalizacion hacia redes de colas [Lehoczky,
1997], y por tanto hacia sistemas multiprocesadores, y que permite analizar el
impacto de diferentes politicas de planificacion, ya que en el modelo la politica
de planificacion es representada de forma abstracta como una operacién entre
transformadas de Fourier. Pero también presenta importantes inconvenientes:

= El modelo supone que los tiempos de ejecucion de todas las tareas son va-
riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Esta es otra
restriccion poco realista.

= Se asume que los instantes entre llegadas de las tareas siguen una distribu-
cién arbitraria. En el caso particular de una tarea periddica, esta distribu-
cion degeneraria en una distribucién determinista. Pero en el caso de varias
tareas periddicas, el tiempo entre activaciones de dos tareas cualesquiera
no se puede caracterizar como una variable aleatoria, sin introducir un gran
error. Por ejemplo, es tipico que exista un instante critico en que todas las ta-
reas se activan a la vez. Esto quiere decir que la probabilidad de que el tiem-
po entre activaciones sea cero, no puede ser nula. Pero si damos una proba-
bilidad no nula a este evento y tratamos el tiempo entre activaciones como
una variable aleatoria, estamos permitiendo que un ntmero arbitrario de
activaciones pueda tener lugar a la vez (aunque sea con baja probabilidad).
Es decir, estamos permitiendo en el modelo combinaciones de activaciones
que no pueden producirse en la practica.

= La hipétesis de trafico intenso parece bastante arriesgada para sistemas de
tiempo real. Si la utilizacién promedio es cercana a 1, la utilizacién méaxima
serd probablemente muy superior a 1, dada la tipica asimetria de los tiempos
de ejecucion de las tareas. Esto causara alta probabilidad de sobrecargay por
tanto de perder los plazos.

= El andlisis presenta una gran complejidad teérica y no queda claro c6mo se
implementaria en una herramienta que pueda ser ttil al analista.
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2.3.5. Otros trabajos relacionados indirectamente

Mok y Chen [1997] proponen en su trabajo un modelo “multimarco”, en el que
cada tarea presenta diferentes tiempos de ejecucion, pero se asume que estos
tiempos aparecerdn ciclicamente durante la ejecucién del sistema. Por ejemplo,
una tarea puede tener como tiempos de ejecucion la secuencia {10,20, 25}, lo
que significa que en su primera activacion su tiempo de ejecucion seria 10, en la
segunda seria 20y en la tercera seria 25, y a partir de la cuarta los mismos tiempos
se repetirian ciclicamente en ese orden. Este modelo ya representa una disminu-
ciéon de pesimismo con respecto al modelo clésico, que tomaria el tiempo peor
de todos ellos (25) para todas las activaciones. Basandose en este nuevo modelo,
Mok y Chen encuentran nuevos test de planificabilidad basados en el limite de
utilizacion, menos pesimistas que los de Liu y Layland [1973]. Con todo, el tipo
de anadlisis que proporciona este modelo es del tipo “si/no”, es decir, el sistema
cumplird todos sus plazos, o no los cumplira todos, pero no indica qué tareas no
cumplirdn sus plazos, ni la probabilidad de que tal cosa ocurra. Por otro lado, al
asumir un patrén ciclico de tiempos de ejecucion, su aplicabilidad queda restrin-
gida a los sistemas en los que aparezca este tipo de periodicidad en los datos.

En el trabajo de Zhou, Hu y Sha [1999] y en el de Hu y Zhou [2001] se parte
también de un modelo en el que las tareas presentan tiempos de ejecucion varia-
bles, modelados mediante su funcién de probabilidad, pero en lugar de buscarse
el cdlculo de la probabilidad de perder plazos, se define una nueva métrica “glo-
bal”: 1a probabilidad de que el sistema sea factible. Esta métrica se define como la
probabilidad de que todas y cada una de sus tareas sean factibles, y esta a su vez
se define como la probabilidad de que todas las instancias cumplan su plazo.

Los autores argumentan que disponer de una sola métrica global resulta mas
util al analista a 1a hora de tomar decisiones de disefio para poder comparar dife-
rentes disefios alternativos entre siy decidir cudl es mejor.

En todo caso, la definicién de “probabilidad de que el sistema sea factible” no
parece demasiado clara. Los propios autores proponen al menos tres formas di-
ferentes de interpretar intuitivamente la definicién, dando lugar a tres formas di-
ferentes de calcular esta probabilidad. Lamentablemente el resultado en cada ca-
so sale también diferente. Por ejemplo, podria parecer a primera vista que esta
probabilidad es el producto de las probabilidades de que cada una de las tareas
cumpla su plazo. Sin embargo esto sélo es asi si estas probabilidades son indepen-
dientes y no lo son, incluso si se asume que las propias tareas son independientes.
Otra interpretacion consistiria en medir el nimero de instancias que cumplen su
plazo, en un intervalo de tiempo, y dividirlo entre el numero total de instancias
generadas en ese intervalo, para después hacer tender a infinito el intervalo. Se-
gin los autores, este calculo tampoco refleja correctamente el comportamiento
probabilistico del sistema, aunque no explican por qué. Otra posibilidad es me-
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2.3. Andlisis estadistico del tiempo de respuesta

dir la factibilidad a nivel de hiperperiodo?. Se dice que el hiperperiodo es factible
si todas las tareas que se ejecutaron en él cumplen sus plazos. Si alguna falla, el
hiperperiodo no es factible. Entonces podriamos medir la factibilidad del siste-
ma como el nimero de hiperperiodos factibles dividido por el ntimero total de
hiperperiodos (a lo largo de un tiempo de observaciéon que se hace tender a infi-
nito). Esta interpretacion tampoco es adecuada porque produce probabilidades
de factibilidad muy bajas para el sistema (es raro el hiperperiodo en el que abso-
lutamente todas las tareas cumplen su plazo).

Finalmente, la interpretacion que los autores defienden se basa en el concepto
de ciclo de estado'® definido como el intervalo de tiempo que transcurre entre la
activacion de dos tareas sucesivas. En un ciclo de estado el conjunto de tareas que
se esta ejecutando en el sistema permanece fijo. El hiperperiodo se puede dividir
en varios ciclos de estado, que se repetiran ciclicamente en los siguientes hiper-
periodos. Los autores plantean medir la factibilidad a nivel de ciclo de estado. Un
ciclo de estado se dice factible si todas las tareas que se estdn ejecutando en él
cumplen sus plazos, y si alguna falla, se dird no factible.

La probabilidad de que un ciclo de estado sea factible, es igual a la probabili-
dad de que todas y cada una de las tareas que tiene activas cumpla su plazo. Una
vez obtenida la probabilidad de que cada ciclo de estado sea factible, la probabi-
lidad de que el sistema completo sea factible se calcula como el promedio de las
probabilidades de los ciclos de estado. Este célculo es equivalente a dividir el nu-
mero esperado de ciclos de estado factibles a lo largo de un hiperperiodo entre el
numero total de ciclos de estado en un hiperperiodo. Evidentemente el problema
estd en calcular la probabilidad de que un ciclo de estado sea factible. Los autores
proponen plantear para cada ciclo de estado todas las combinaciones posibles de
los tiempos de ejecucion de las tareas que lo componen, y para cada una de esas
combinaciones determinar si el ciclo es factible usando el anélisis cldsico, como
por ejemplo el de la caracterizacion exacta del algoritmo RM de Lehoczky et al.
[1989].

Aparte de que la métrica que se busca en este trabajo puede ser discutible, el
modelo de partida presenta las siguientes limitaciones:

= No permite plazos mayores a los periodos

= No permite factores de utilizacién mayores de 1, puesto que asume que cada
hiperperiodo es un punto de renovacion.

= El método parece enfocado al planificador RM o DM, y no esté claro co6mo
extender el método a EDE

9 El hiperperiodo es el minimo comun muiltiplo de los periodos de todas las tareas
10 state cycle
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Kim et al. [2002] intenta resolver un problema diferente, pero utiliza un méto-
do de andlisis con muchos puntos en comun con el desarrollado en esta tesis. El
problema que Kim et al. intentan resolver es el siguiente. Se tiene un conjunto
de tareas periddicas, que serdn planificadas bajo EDF y que presentan tiempos
de ejecucién muy variables, de los cuales se conoce su distribucion estadistica.
Para dimensionar el sistema, en lugar de usar los peores tiempos de estas tareas
como haria el andlisis clasico, se usaran los tiempos promedio. Esto implica que,
en promedio, las tareas cumplirdn sus plazos, pero ocasionalmente se presentara
una tarea que requiere mas tiempo del previsto (lo que se denomina un overrun).
El planificador debe decidir qué hacer con esta tarea. Las soluciones anteriores a
este problema, basicamente trataban de aislar el efecto que esta tarea pueda te-
ner sobre las demads, por ejemplo limitando su ejecucion, ya sea elimindandola del
sistema o posponiéndola. En cambio, en el trabajo de Kim et al. [2002] se plan-
tea la posibilidad de que la tarea siga ejecutandose a su prioridad normal, o bien
sea eliminada en base a una decision aleatoria. El disefiador del sistema fijaria las
probabilidades segun las cuales la tarea seria eliminada o no. Cuando una tarea
alcanza el tiempo que se le habia supuesto, el planificador simplemente genera-
rd un numero aleatorio que comparard con el suministrado por el disefiador, y en
base a esa comparacién eliminara la tarea o la dejara seguir ejecutdndose!! Segtin
los valores que el diseflador dé a las probabilidades de eliminar tareas, cambiara
la influencia que el overrun pueda tener sobre el resto del sistema.

Para evaluar el efecto de los pardmetros de disefio sobre la fraccion de plazos
perdidos, los autores necesitan desarrollar un analisis estocéstico del tiempo de
respuesta. Este andlisis se basa en considerar el tiempo de respuesta del primer
trabajo de cada hiperperiodo como una cadena de Markov. El espacio de estados
en que se mueve esta cadena es el de todos los posibles tiempos de respuesta. Ya
que este espacio es infinito, la matriz de Markov que representa la cadena tam-
bién sera infinita. Resolver esta cadena (esto es, obtener la distribucién estacio-
naria, o las probabilidades finales de cada posible tiempo de respuesta) implica
hallar un “vector propio” de esta matriz infinita. Los autores no intentan resolver
este problema y simplemente truncan la matriz para que tenga un tamano fini-
to y asi poder aplicar métodos numéricos. Tampoco se demuestra si la solucion
estacionaria existird siempre o bajo qué condiciones. Por otro lado, la obtencion
de los coeficientes de esta matriz es directa s6lo cuando el planificador no admite
expulsién. De no ser asi, para poder encontrar la matriz de Markov, es necesario
agrupar los trabajos segtin puedan expulsarse mutuamente o no, y analizar poste-
riormente la secuencia de “grupos” en lugar de la secuencia de trabajos. En ambos
casos el método propuesto (basado en multiplicaciones de matrices dispersas) es
muy ineficiente.

11 En realidad, se propone que el planificador pueda hacer esto varias veces, en varios “puntos de
control”, y cada vez usar una probabilidad diferente
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3. Modelo del sistema

The justification of such a
mathematical construct [model] is
solely and precisely that it is expected
to work.

(John Von Neumann)

En este capitulo se presenta el modelo de sistema y se enuncia claramente el
problema matemadtico que se busca resolver. En un primer momento, para que el
andlisis sea comprensible y tratable, el modelo estd sometido a un conjunto de
restricciones que restringen su aplicacion en la préctica. Al final de este capitulo
se seflalan estas restricciones y se dan indicaciones de como podrian eliminarse
para obtener un modelo de mayor aplicabilidad.

3.1. Modelo simplificado

El sistema se compone de un unico procesador, al que van llegando trabajos
en instantes conocidos de antemano, pero cuyos tiempos de ejecucion son varia-
bles aleatorias de las que s6lo se conoce su distribucién estadistica. Cada trabajo
tiene asociada una prioridad P; (que pudo ser asignada de forma fija durante la
fase de diseno del sistema, o puede ser asignada de forma dindmica cuando el tra-
bajo llega al sistema). La politica de asignacion de prioridades no nos incumbe.
En el procesador se ejecuta un planificador, que asumimos no consume recursos,
y que en cada instante garantiza que el trabajo que se estd ejecutando es el de
mayor prioridad de entre todos los trabajos listos. El planificador tiene capacidad
de desalojo, esto es, si llega un trabajo con mayor prioridad que el que esta ac-
tualmente en ejecucion, éste ultimo serd suspendido para dejar ejecutarse al que
acaba de llegar. Un trabajo suspendido serd reanudado tan pronto como sea el
trabajo de mayor prioridad de entre todos los trabajos listos.

Cada uno de los trabajos es una instancia de una tarea. Todos los trabajos co-
rrespondientes a una misma tarea tienen la misma distribucién estadistica de los
tiempos de ejecucion, el mismo plazo relativo (deadline) y en el caso de priorida-
des fijas, la misma prioridad P;. Sélo se diferencian en el instante de activacion, y
en su prioridad para el caso de prioridades dindmicas. Los instantes de activacion
de los trabajos correspondientes a una misma tarea son deterministas, y estan
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3. Modelo del sistema

separados por una distancia constante. Asumimos que los trabajos no acceden a
recursos compartidos y por tanto no tienen secciones criticas en las que puedan
quedar bloqueados.

3.1.1. Parametros del sistema

Asi pues, el sistema puede modelarse como un conjunto de tareas indepen-
dientes periédicas S = {7;}, coni = 1,..., N, estando cada tarea definida por
los siguientes pardmetros 7; = {T;, ®;, D;, C; }:

= Periodo T;. Es el tiempo transcurrido entre dos sucesivas activaciones de la
tarea,

= Fase u offset ®@;. Es el instante de activacion del primer trabajo de esa tarea,

» Plazo o deadline D;. Es el plazo, relativo a su instante de activacion, en el
cual el trabajo debe haber finalizado su ejecucion,

» Tiempo de ejecucién C;. Es la cantidad de “recurso procesador” que solicita
el trabajo, y equivale al tiempo que requeriria para su ejecucion si comenza-
ra a ejecutarse tan pronto como solicita el procesador y no fuera expulsado

hasta que finalizara!.

Mientras que los tres primeros pardmetros son cantidades fijas y determinis-
tas (conocidas de antemano), el ultimo pardametro, el tiempo de ejecucion C; es
una variable aleatoria. Para distinguir claramente a las variables aleatorias de las
deterministas, usaremos un tipo de letra caligrafico (como C;, R;, etc.) para las
primeras.

Por tanto, otro pardmetro del sistema serd la distribucion estadistica de los tiem-
pos de ejecucion C; de cada una de las tareas. En lugar de requerir que estos tiem-
pos sigan alguna distribucion conocida (como la gaussiana, exponencial u otras),
dejaremos que estas variables aleatorias sean de tipo genérico, con cualquier dis-
tribucion. Por tanto, para completar la descripcion del sistema, es necesario po-
seer la funcion de probabilidad de los tiempos de ejecucion de las tareas. En gene-
ral podriamos pensar que el tiempo de ejecucion de una tarea puede tomar cual-
quier valor real, y en este sentido su funcién de probabilidad seria continua. En
la préctica, en cambio, asumiremos una cierta resolucién en la medida del tiem-
po, y tomando esta resolucién como unidad temporal, los tiempos de ejecucion
s6lo podran tomar valores enteros, de modo que la funcién de probabilidad sera
discreta. Esta funcién discreta asigna una probabilidad a cada posible valor del

1 No debe ser confundido con el tiempo de respuesta, que es el que transcurre desde que la tarea
se activa hasta que finaliza su ejecucién, pero tiene en cuenta el efecto de las restantes tareas
del sistema que pueden retrasar su ejecucion o expulsarla mientras se ejecuta.
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3.1. Modelo simplificado

f@,’(c)

c
1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14

Figura 3.1.: Ejemplo de una funcién de probabilidad

tiempo de ejecucion. Como ejemplo, véase la Figura 3.1, en la que se representa
en abscisas los posibles valores del tiempo de ejecucién y en ordenadas la proba-
bilidad de cada uno. La altura de cada barra es proporcional a dicha probabilidad.

Denotaremos con fe,(-) a la funcion de probabilidad de la variable aleatoria
;. Si denotamos por IP{x} a la probabilidad del suceso x, tendremos que, por
definicion:

fei(c) 2 P{C;i-c} 3.1)

En la Figura 3.1 puede verse, por ejemplo, que la probabilidad de que el tiempo
de ejecucion sea de 5 unidades, es de 1/8, la de que sea 7 unidades es 2/8, etc. Si
la funcion asigna probabilidad cero a un tiempo de ejecucidn, es que ese tiempo
no es posible. Asi, en el ejemplo anterior no son posibles los tiempos 6,10,11 ni
ninguno por encima de 12 o por debajo de 5. Aunque la funcién de probabilidad
es en teoria infinita, en la practica el tiempo de computacion de una tarea T; es-
tara comprendido entre dos valores finitos C™™ y C™3 por lo que la funcién de
probabilidad fe,(-) puede quedar completamente definida mediante un nimero
finito de puntos. Una estructura obvia para almacenar este tipo de funciones se-
ria el vector o array unidimensional, utilizando los posibles tiempos de ejecucién
como indices del array y siendo los valores almacenados en €l las probabilidades
de cada tiempo.

A partir de la funcién de probabilidad de una variable podemos conocer no sélo
la probabilidad de que esa variable tome un valor dado, sino también la probabi-
lidad de que tome valores por encima o por debajo de uno dado, mediante un
simple sumatorio:
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3. Modelo del sistema

1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14

Figura 3.2.: Ejemplo de una funcion de distribucién

k k

P{Ci<k} = ) fe.(j) =) fe,(j) (3.2)

j=—co j=0
00 cax
P{e;>k} = ;fei(j) = Zk fe; () (3.3)
j= j=

A partir de la funcién de probabilidad f«(-) de una variable aleatoria X, siempre
es posible obtener la llamada funcién de distribucién acumulada, que denotare-
mos por Fy(+), y que se define como:

Fy(x) 2= P{X<x} = ﬁ f (i) (3.4)

i=—o0

Es decir, el valor de la funcién de distribucion Fy(x) en un punto x es igual a la
suma acumulada de la funcién de probabilidad f(-) para todos los puntos me-
nores o iguales que x. Por tanto, la funcion de distribucién presentara una forma
escalonada. Esta funcién, en general, tomard el valor 0 en —oo, y el valor 1 en oo.
En nuestro caso particular, la funcién de distribucion Fe,(c) del tiempo de com-
putacion C; tomard el valor cero para cualquier valor negativo de ¢, y el valor 1
para cualquier valor de ¢ por encima de C/"@*.

En la Figura 3.2 vemos un ejemplo de funcién de distribucion. Se trata de la fun-
cion de distribucién correspondiente a la funcién de probabilidad de la figura 3.1.
Observar que, por definicion, la funciéon de distribucion se puede obtener a partir
de la de probabilidad, y también, tomando las diferencias entre dos puntos suce-
sivos, es posible reconstruir la funcién de probabilidad a partir de la distribucion.
Es decir, ambas formas son equivalentes, por lo que cualquiera de las dos formas
es aceptable como caracterizacion de la variable aleatoria C; y por tanto cualquie-
ra de las dos puede formar parte del modelo del sistema. En el futuro utilizaremos
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una u otra seglin convenga, y abreviaremos “funcién de probabilidad” por PF? y
“funcion de distribucién acumulada” por CDF3.

Denominaremos “tiempo de respuesta” de una tarea T;, y lo denotaremos por
Ri, al tiempo transcurrido desde el instante en que dicha tarea se activa hasta el
instante en que finaliza su ejecucion. Esta cantidad es una variable aleatoria. Si
la tarea se ejecuta sola en el sistema (o si es la de mayor prioridad) su tiempo de
respuesta coincidird con su tiempo de ejecucion, es decir, en este caso la PF de
R; coincidira con la de C;. Sin embargo, en el caso general en que la tarea esté
compitiendo con otras por el uso del procesador, debera esperar hasta que el pla-
nificador le asigne este recurso, y sufrir las expulsiones que ocurran cada vez que
una tarea con mayor prioridad sea activada, hasta que finalice su ejecucion.

El concepto de tarea es en realidad una abstraccion, puesto que lo que se eje-
cuta en el sistema son trabajos, que son las instancias de las tareas. Cada tarea
T7; da lugar a una infinita secuencia de trabajos I'; j, todos ellos con la misma dis-
tribucion de sus tiempos de ejecucion, y con el mismo plazo relativo, pero con
diferentes instantes de activacion. El instante de activacion del trabajo l"i,]', que
denotaremos por A; j, es determinista y viene dado por:

/\i,j =+ T; (3.5)

En ocasiones necesitaremos referirnos a un trabajo genérico cualquiera, sin es-
pecificar la tarea a la que pertenece. En estos casos usaremos la notacion I'j, es
decir, un tnico subindice en el trabajo. Esto significa simplemente el j-ésimo tra-
bajo ejecutado desde el inicio del sistema. Para este propésito usaremos en gene-
ral el subindice j, y reservaremos el subindice i para referirnos a tareas. Asi, por
ejemplo A; serfa el instante de llegada del trabajo j-ésimo y R; seria el tiempo
de respuesta de ese trabajo. Sin embargo R; ; seria el tiempo de respuesta de la
j-ésima instancia de la tarea 7; (es decir, del trabajo I'; ;). Finalmente R; seria el
tiempo de respuesta de la tarea T;, que se define como el promedio de los tiempos
de respuesta de todos los trabajos que 7; ha generado.

3.2. Enunciado del problema

Dado un sistema S definido como en la seccion anterior, obtener las fun-
ciones de probabilidad de los tiempos de respuesta de las tareas que lo
componen.

2 Probability Function. Algunos textos usan el término “Funcién de densidad” para referirse a
este concepto, pero estrictamente hablando esto es incorrecto, ya que el concepto de funcién
de densidad es aplicable s6lo a variables aleatorias continuas. Para las discretas, el término
correcto es “funcién de probabilidad” o “funcién de masa de probabilidad” (PMF)

3 Cumulative Distribution Function
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3. Modelo del sistema

Este problema se representa graficamente en la Figura 3.3, donde vemos que las
“entradas” del andlisis son los pardmetros de cada una de las tareas del sistema,
incluyendo entre estos parametros las funciones de probabilidad de los tiempos
de ejecucion, y la “salida” del andlisis es una funcioén de probabilidad (del tiempo
de respuesta) para cada tarea.

En la figura 3.4 se muestra un ejemplo del tipo de resultado que proporciona
este andlisis. En esta figura puede verse la funcién de probabilidad (PF) de una ta-
rea, y su correspondiente funcion de distribucion (CDF). En la primera podemos
ver todos los posibles tiempos de respuesta de esa tarea, y la probabilidad de cada
uno de ellos. En la segunda podemos leer directamente la probabilidad de que el
tiempo de respuesta sea inferior a cualquier cantidad dada.

De cualquiera de las dos funciones se puede extraer directamente la probabili-
dad de que se cumpla el plazo (PCP), y la probabilidad de que se pierda el plazo
(PPP). Si, por ejemplo, el plazo para esta tarea fuese de 69 unidades (D; = 69),
en la figura 3.5 se puede ver c6mo se obtendrian los valores de PCPy PPP a par-
tir de las funciones de probabilidad o de distribucién. En el caso de que se use
la funcion de probabilidad (Fig. 3.5(a)), el valor de PCP (probabilidad de cumplir
el plazo) es simplemente la suma de todos los valores inferiores o iguales al pla-
zo (barras de color azul en la grafica). El valor de PPP (probabilidad de perder
el plazo) es la suma de todos los valores por encima del plazo (barras rojas en la
gréfica). Alternativamente puede obtenerse PPP como 1 — PCP, y este segundo
método puede ser el inico viable si la funcién de probabilidad resulta tener una
longitud practicamente infinita (como veremos, este caso puede aparecer). Si en
lugar de la funcién de probabilidad usamos la funcién de densidad (Fig. 3.5(b)), el
valor de PCP se puede leer directamente sobre la curva, para la abscisa D; = 69,
y el valor de PPP es la distancia desde ese punto hasta 1.

Ademas de las probabilidades de cumplir o perder los plazos, las funciones de
probabilidad y de distribucién pueden proporcionar otros datos estadisticos que
pueden ser de utilidad para el disefiador, como por ejemplo el tiempo medio de
respuesta de una tarea, la desviacion tipica con respecto a ese tiempo medio, etc.

3.3. Limitaciones y ampliaciones del modelo

Como veremos en el siguiente capitulo, es posible encontrar una solucién exac-
ta al problema que se plantea en la seccién anterior, gracias a las restricciones que
se han impuesto al modelo del sistema. Sin embargo algunas de estas restriccio-
nes pueden limitar en exceso su aplicabilidad, por lo que seria interesante relajar
algunas de ellas. Por desgracia, relajar cualquiera de ellas impedird obtener una
solucion exacta del problema en un tiempo razonable (la complejidad del anéli-
sis se vuelve exponencial). No obstante serd posible abordar algunas de ellas me-
diante simplificaciones apropiadas, que introducirdn pesimismo en el andlisis.
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3. Modelo del sistema

ffRi (7‘) FfRi (1’)
1
0.75
0.124
0.5
0.061
0.25
r ||||||||||||Illlllllllllllllllllrr
40 45 50 55 60 65 70 75 40 45 50 55 60 65 70 75
(a) Funcion de probabilidad (PF) (b) Funcion de distribucién (CDF)

Figura 3.4.: Ejemplo de funciones de probabilidad y de distribucién de los tiempos
de respuesta

f,(r) D Fg,(7) PPP bi
PCP i PPP ' r
r Y I le N\
! 0.75
0.124 :
0.5 : PCP
0.061 :
0.25 |
I
r T | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT | TTTT l'r
40 45 50 55 60 65 70 75 40 45 50 55 60 65 70 75
(a) Sobre la funcién de probabilidad (b) Sobre la funcién de distribucién

Figura 3.5.: Ejemplo de obtencion de las probabilidades de cumplir y perder un
plazo

Las restricciones mds importantes son las siguientes:

= Suposicién de independencia. El modelo asume que las tareas no compar-
ten recursos y que por tanto no pueden bloquearse debido a exclusiones
mutuas. El modelo podria ampliarse suponiendo que las tareas tienen re-
giones criticas y utilizan algtin protocolo de exclusién mutua en el acceso a
las mismas, que evite el problema de la inversion de prioridades [Buttazzo,
1997; Burns y Wellings, 2001]. El instante exacto en que una tarea entra en su
zona critica, asi como el tiempo que invertird en ella, serdn en general nue-
vas variables aleatorias. Sin embargo para que su anélisis sea abordable sera
necesario tratar ambos como deterministas introduciendo un “peor caso’.
De este modo se pueden obtener probabilidades de pérdidas de plazo que
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ya no son exactas, pero en todo caso son superiores a las reales. El modelo
se extendera para incluir estas consideraciones en el capitulo 5.

Existe otra suposicion adicional de independencia, algo mas sutil. Al definir
el tiempo de ejecucion de cada tarea mediante una funcién de probabili-
dad, estamos suponiendo implicitamente que no existen correlaciones es-
tadisticas entre los tiempos de ejecucion de las tareas, ni entre los tiempos
de ejecucion de dos instancias sucesivas de la misma tarea. Esto es, supo-
nemos que el tiempo que requerird una tarea al ejecutarse no depende del
tiempo que ha requerido en la instancia previa, ni de los tiempos requeridos
por otras tareas en el sistema. Al parecer, esta suposiciéon no se cumple en la
practica Bernat et al. [2002]; Tia et al. [1995]. Si un trabajo tarda mucho en
ejecutarse, hay mayores probabilidades de que el siguiente también tarde
mucho (quizas porque toma como entrada datos que el otro ha producido,
y el tiempo de ejecucion es proporcional a los datos). También puede ocu-
rrir el efecto contrario, si una tarea requiere mucho tiempo de ejecuciéon en
una de sus instancias, es posible que en la siguiente requiera menos. Esto
puede ocurrir, por ejemplo, por efecto de un fallo de caché en la primera
instancia, que sin embargo no se producird ya en la segunda. Es decir, la co-
rrelacion estadistica se traduce en que las probabilidades reales de perder
un plazo serdn diferentes a las obtenidas suponiendo independencia. Y lo
peor es que en algunas ocasiones seran superiores y en otras inferiores, por
lo que el resultado del andlisis no es vélido ni siquiera como cota superior.

Relajar esta suposicion de independencia estadistica implicaria introducir
en el modelo alguna forma de expresar las correlaciones entre los tiempos de
ejecucion de las diferentes tareas e instancias. Esto afladiria una gran com-
plejidad al modelo y no se abordard en esta tesis.

= Determinismo en los instantes de activacion. El modelo requiere que los
instantes de llegada sean conocidos a priori. En la prictica esto excluye alas
tareas de tipo esporadico o aperiédico. Ademads, no puede tener en cuenta
el problema del jitter*3 .

El problema del jitter también puede ser tratado en el andlisis estocéstico a
costa de introducir pesimismo, como se verd en el capitulo 5. El problema de
las tareas aperiddicas y esporddicas podra ser resuelto introduciendo algun
tipo de servidor esporddico, que limite la interferencia de este tipo de tareas
sobre las otras. En el capitulo 5 se daran algunas indicaciones al respecto, si
bien este tema no es tratado en profundidad en la presente tesis.

= Falsas limitaciones. Para simplificar la exposicion y las demostraciones, el
modelo tiene algunas suposiciones, que en realidad no son imprescindibles

4 Se trata de una variacion aleatoria alrededor del instante teérico de activacién de los trabajos
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para el andlisis. Relajar estas limitaciones ser4 trivial. Por ejemplo, el patron
de periodicidad de las tareas esta limitado a las estrictamente periddicas, pe-
ro el andlisis presentado en la tesis es igualmente aplicable a las esporddica-
mente periddicas, o a cualquier otro tipo de patron que presente algin tipo
de regularidad. Asimismo, asumiremos un planificador con desalojo, pero
el caso de un planificador sin desalojo seria analizable también, de forma
aun mas simple. Estos aspectos también se trataran en el capitulo 5 sobre
extensiones al modelo.



A reasonable probability is the only
certainty.

(E.W. Howe)
4.1. Introduccidn y definiciones

El objetivo final del andlisis es proporcionar las funciones de probabilidad de
los tiempos de respuesta de cada tarea. Pero recordemos que el concepto de tarea
es una abstraccion, ya que lo que realmente se ejecuta en el sistema son los tra-
bajos (instancias de las tareas). Cada trabajo puede tener un tiempo de respuesta
con una funcién de probabilidad diferente. Considérese, por ejemplo, el caso en
que todas las tareas tienen una fase cero. En el instante inicial llegardn muchos
trabajos simultdneamente, por lo que el tiempo de respuesta de esta primera ac-
tivacion serd diferente que el de otras activaciones sucesivas. La variable aleatoria
“tiempo de respuesta” sigue una distribucion diferente en cada activacién de la
tarea.

La distribucién del tiempo de respuesta de una tarea podrd obtenerse prome-
diando las distribuciones de los trabajos que la tarea engendra. Sin embargo el
numero de trabajos generados por una tarea es infinito, de modo que la pregun-
ta es ;puede obtenerse la distribucion del tiempo de respuesta para una tarea sin
necesidad de calcular las distribuciones de los infinitos trabajos?

Veremos en este capitulo que ello es posible, bajo ciertas condiciones, gracias a
la periodicidad presente en los instantes de activacion de los trabajos.

4.1.1. Factores que intervienen en el tiempo de respuesta de un
trabajo

Supongamos por el momento que estamos interesados tan sdlo en obtener la
distribucion del tiempo de respuesta de un trabajo concreto, es decir, de una ins-
tancia particular de una tarea, y no de la tarea en si “como un todo”.

El tiempo de respuesta de un trabajo depende no s6lo de su propio tiempo de
ejecucion, sino también de los tiempos de ejecucion de otros trabajos que puedan
competir con él por el recurso procesador. Asi, si cuando un trabajo llega el proce-

sador estd ocupado con otro trabajo de mayor prioridad, deberd esperar a que el
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procesador le sea asignado, lo que incrementara su tiempo de respuesta. Ademas,
una vez que el trabajo recibe el procesador, el planificador puede expulsarlo de
nuevo si llega otro trabajo con mayor prioridad, en una planificaciéon con desalo-
jo (preemption). Esto también incrementara el tiempo de respuesta del trabajo.

Por consiguiente, en nuestro modelo, el tiempo de respuesta de un trabajo es la
suma de tres factores:

1. La carga pendiente (o backlog) debido a trabajos de mayor prioridad que
aun no ha sido servido cuando el trabajo se activa.

2. Eltiempo de ejecucion del propio trabajo

3. La suma de los tiempos de ejecucion de los trabajos futuros que podrian
expulsar al trabajo bajo consideracion

Obsérvese que los tres factores son en realidad variables aleatorias, y s6lo en el
segundo de ellos la distribucién estadistica es conocida de antemano. Los restan-
tes dependen del patron de activaciones y de la asignacion de prioridades. Este
capitulo trata precisamente de encontrar un método para obtener las distribucio-
nes estadisticas de los otros dos factores.

El primero de esos factores es un concepto de crucial importancia en esta tesis.
Lo definiremos formalmente en el siguiente apartado. Veremos que la obtencién
de la distribucion de la carga pendiente es la parte mas compleja del anélisis. Una
vez esta distribucién es conocida, la obtencién de la distribucién del tiempo de
respuesta es bastante directa.

4.1.2. Carga del sistema

Definicién 1. La carga del sistema (o simplemente “carga”), en un instante dado
t, es el tiempo de procesador que se necesitaria para finalizar todos los trabajos
que se encuentran activos en el instante t. Se trata de una variable aleatoria que
denotaremos por W(t).

Cada vez que un nuevo trabajo llega al sistema, la carga se incrementa en una
cantidad igual al tiempo de procesador demandado por dicho trabajo’. A medida
que transcurre el tiempo, y mientras no lleguen trabajos nuevos, la carga se va
decrementando (puesto que la tarea va recibiendo el tiempo de procesador que
ha solicitado). Si eventualmente llega a cero, la carga se mantendrd en cero hasta
la activacion del siguiente trabajo.

1 Este tiempo es una variable aleatoria, pero supondremos que el valor para esa instancia par-
ticular se “decide” en el instante en que el trabajo llega. Este es un artificio teérico que no resta
generalidad al andlisis.
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Cuando la carga es cero, diremos que el procesador esta ocioso o libre, y esto
significa que en ese instante no hay ningun trabajo en ejecucion. Si es distinto de
cero, diremos que el procesador estd ocupado.

La figura 4.1 muestra un ejemplo en el que cinco trabajos van llegando suce-
sivamente en los instantes 0, 4, 10, 15 y 20, y cada uno de ellos requiere respec-
tivamente los tiempos de ejecucion 5, 3, 9, 6 y 4. Se observa como la carga total
pendiente sufre una discontinuidad (aumenta bruscamente) con la activacion de
cada nuevo trabajo, y va decayendo linealmente cuando no llegan trabajos nue-
vos. Observar que el sistema estd ocupado desde el instante 0 al 7, ocioso desde
el instante 7 al 10, ocupado de nuevo desde el 10 al 29, y finalmente ocioso otra
vez a partir del instante 29. Naturalmente, la carga que cada trabajo afiade es en
realidad una cantidad aleatoria, por lo que en otro escenario la longitud de los
periodos ocupados y ociosos seria diferente.

Carga
N N\
0 5 10 15 20 25 30 35 40 t
Llegan trabajos en los instantes 0, 4, 10, 15y 20, cada uno con 5, 3, 9, 6 y 4 unidades de

carga respectivamente

Figura 4.1.: Ejemplo de evolucion de la carga en el sistema

Cuando un trabajo nuevo llega al sistema, habré una cantidad de carga que re-
trasard su ejecucion. Este retraso sera igual al valor de la carga, si el trabajo que
llega tiene prioridad inferior a todos los que se hallan en ejecucion, pero serd me-
nor en caso contrario, ya que habrd que descontar la carga debida a trabajos de
menor prioridad.

Por tanto hay dos tipos de trabajo en el sistema, segun el retraso que experi-
menten sea igual a la carga del sistema, o sea menor. Esta clasificacion de los tra-
bajos en dos tipos resultara una pieza clave del andlisis, por lo que la definiremos
formalmente.
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4.1.3. Trabajos basales y no-basales

Definicién 2. Diremos de un trabajo que es trabajo basal si, cuando llega al sis-
tema, no hay en ejecucion ningtin otro trabajo con prioridad inferior a la suya. En
ocasiones también nos referiremos a él como “trabajo de prioridad minima’.

A la inversa, si cuando un trabajo llega, existe algtin otro trabajo en ejecucion
con una prioridad menor, diremos que el trabajo es “no-basal” o de prioridad no-
minima.

Nuestro andlisis requerird que la asignacion de prioridades sea tal que siempre
se pueda determinar de antemano (fuera de linea) si un trabajo serd basal o no. Se
demostrara que las politicas de prioridades fijas cumplen esta propiedad, y que
también la cumple EDE Nuestro analisis no puede aplicarse a sistemas en los que

la asignacion de prioridades es tal que no permite esta clasificacién a priori?.

4.1.4. Hiperperiodo

Una vez que todas las tareas se han activado al menos una vez (es decir, una
vez que haya transcurrido una cantidad de tiempo igual al maximo de las fases u
offsets de todas las tareas), se producira un patron repetitivo en las activaciones
de trabajos a partir de ese instante.

Esta idea es fundamental, ya que si existe un patron repetitivo en las activacio-
nes, cabe esperar algtn tipo de comportamiento repetitivo del sistema. Incluso
aunque los tiempos de ejecucion sean aleatorios, cabe esperar que el comporta-
miento estocdstico del sistema se haga repetitivo, es decir, se adapte siempre a
unas mismas distribuciones estadisticas.

Definicién 3. El hiperperiodo es un fragmento de tiempo que recoge un conjun-
to de activaciones de tareas, tal que la secuencia relativa de estas activaciones se
repetird idénticamente en el futuro.

La longitud del hiperperiodo, que denotaremos por T, es el minimo comiin muil-
tiplo de los periodos de todas las tareas.

T =mem T; (4.1)

1

En la figura 4.2 puede verse un ejemplo con tres tareas, cuyas fases son 4, 7y
11, y cuyos periodos son 6, 8 y 12. Para cada tarea se representa un eje de tiempos
en el que una flecha vertical indica los instantes de activacién de los trabajos. De
acuerdo con la formula anterior, la longitud del hiperperiodo ha de ser 24 (mini-
mo comun multiplo de 6, 8 y 12). Efectivamente puede verse como, una vez que

2 Por ejemplo, una mecanismo que asigne aleatoriamente la prioridad de un trabajo cada vez que
llega uno, en tiempo de ejecucidn, sin atenerse a ningin patrén regular

54



4.1. Introduccion y definiciones

todas las tareas se han activado al menos una vez (es decir, a partir del instante
t = 11) existe un patrén de activaciones de longitud 24 que se repite una y otra
vez. De hecho, a partir del instante 11 cualquier instante puede tomarse como
inicio de un hiperperiodo, que se repetira 24 unidades de tiempo después.

L T 1. T l. T |
o L | | |
S N
TTT ||||||||IIII|||lllII|||||||IIIIII||||||Ill|||lllIIIIII||||||||||||||||l|||||l| t
by )
1Y)
||||||||||||||||||IIIIII||||l|||I|||||||||||||||||||Ill|||||l|||||||l|||||||l|||| t
D3 T3
T3
|||||||||| ||||||||||| II||||||IIII|||||||||Illl||||||Il||l|||||||||||||||||||||||| t
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 4.2.: Tlustraciéon del concepto de hiperperiodo

El concepto de hiperperiodo proporciona un punto de partida para el andlisis
estocastico del sistema, que evita el tener que calcular la distribucién del tiempo
de respuesta de infinitos trabajos. En efecto, aunque la secuencia de trabajos sea
infinita, el namero de ellos dentro de un hiperperiodo es finito. Si en todos los
hiperperiodos el comportamiento estocastico del sistema fuese el mismo, en el
sentido de que las distribuciones de los tiempos de respuesta se repiten idénticas
a las de los trabajos del hiperperiodo anterior, bastaria con calcular estas distri-
buciones para un hiperperiodo. A partir de ellas, promediando, se obtendria la
distribucion del tiempo de respuesta de las tareas.

Sin embargo, para que efectivamente el comportamiento estocdstico del siste-
ma sea repetitivo, no basta con que los instantes de activacion lo sean. Ademas, la
carga al inicio de cada hiperperiodo debe ser también la misma. De lo contrario,
cada hiperperiodo comenzaria con diferentes condiciones iniciales, lo que afec-
taria a los tiempos de respuesta de los trabajos que lleguen en él.

En nuestro caso la carga es una variable aleatoria, por lo que no podemos exigir
que sea la misma al inicio de cada hiperperiodo. En lugar de ello, exigiremos que
su distribucion estadistica sea la misma. Es decir, si al comienzo de un hiperpe-
riodo existe una probabilidad p; de que la carga tenga el valor 7, en el hiperperiodo
siguiente exigiremos que esta probabilidad sea la misma. De este modo, todos los
hiperperiodos tendran las mismas “condiciones iniciales” (desde un punto de vis-
ta estocdstico) y por tanto los trabajos presentaran las mismas distribuciones en
sus tiempos de respuesta.

Cabe preguntarse bajo qué condiciones se cumple la exigencia anterior. Como
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demostraremos a lo largo de este capitulo, hay casos en los que la distribucion
estadistica de la carga del sistema es exactamente la misma al inicio de cada hi-
perperiodo y por tanto la condicién anterior se cumple. En otros casos, la distri-
bucién no es exactamente la misma, pero las diferencias van tendiendo a cero a
medida que el tiempo pasa, por lo que podemos asumir la existencia de un “régi-
men estacionario”, que se alcanzard tras un suficiente nimero de hiperperiodos,
y en el que la condicién anterior también se cumple. Finalmente hay casos en los
que la distribucién de la carga cambia en cada hiperperiodo, y ademas las dife-
rencias se acrecentan con el paso del tiempo. En este tltimo caso la condicién no
se cumple, y el sistema no seria analizable con nuestro método. Por fortuna, vere-
mos también que este tltimo caso no presenta importancia prictica alguna, pues
se trataria de sistemas irreales.

El parametro clave que nos permitird decidir en cudl de los tres casos anterio-
res nos encontramos es la “utilizacién”, concepto que definiremos en el apartado
siguiente.

4.1.5. Utilizacién

En el andlisis clasico la utilizacion del sistema se define como la fracciéon de
tiempo que el sistema permanecerd ocupado, en el peor caso. Alternativamente
puede definirse como la fraccién del hiperperiodo durante la cual el sistema per-
manece ocupado. Esta cantidad es muy sencilla de obtener, basta sumar el peor
tiempo de ejecucion de cada tarea dividido por su periodo, para todas las tareas
del sistema. Si esta utilizacion maxima es mayor de uno, el sistema se considera
no planificable, ya que una utilizacién mayor de uno significa que se esta soli-
citando mds tiempo de procesador del fisicamente posible, esto es, durante un
hiperperiodo se ha solicitado mas trabajo que la duracién del hiperperiodo mis-
mo.

Sin embargo debemos tener en cuenta que para el célculo de este factor de uti-
lizacién se han usado los “peores casos” de los tiempos de ejecucion. En la prac-
tica, como sabemos, estos peores tiempos pueden aparecer con muy baja proba-
bilidad. La posibilidad de que todas las tareas vayan a requerir su peor tiempo es
mas baja aun. Por tanto la “sobrecarga” en el sistema se producird sé6lo ocasio-
nalmente en algin que otro hiperperiodo. Evidentemente, cuando se dé ese caso,
alguna tarea perderd su plazo, pero en promedio, el sistema podria estar ejecutan-
dose durante mucho tiempo sin que esta sobrecarga aparezca y sin que ninguna
tarea pierda su plazo. Por tanto tiene sentido preguntarse por las probabilidades
de perder los plazos también cuando la utilizacién pueda ser mayor de uno.

Al enfrentarnos al caso estocdstico, resulta evidente que cada hiperperiodo pue-
de tener un factor de utilizacion diferente, y de hecho la utilizacién resulta ser otra
variable aleatoria. Como tal, podemos hablar de su valor maximo, minimo y pro-
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medio, lo que origina las siguientes definiciones:

Definicién 4. La utilizaciéon mdxima, denotada por UM%

formula:

se define mediante la

N Cmax
gmax — Z 1 4.2)
= T
siendo el peor tiempo de ejecucion de la tarea T;. La utilizacion mdxima re-
presenta la fraccion del hiperperiodo durante el cual el sistema estard ocupado, en
el peor caso.

max
C

Definicién 5. La utilizacién minima, denotada por U™ se define mediante la
formula:

. N Clmln
ymin — (4.3)

siendo CI"™" el mejor tiempo de ejecucion de la tarea T;. La utilizacion minima
representa la fraccién del hiperperiodo durante el cual el sistema estard ocupado,
en el mejor caso.

Definicién 6. La utilizaciéon promedio (o utilizacion media), denotada por U se
define mediante la formula:

N C:

a= Tl (4.4)
i=1 "1

siendo C; el valor medio del tiempo de ejecucién de la tarea ;. La utilizacién media

representa la fraccion del hiperperiodo durante el cual el sistema estard ocupado,

por término medio.

Obsérvese que nuestra definiciéon de utilizacion mdxima coincide con la defi-
nicién clasica del factor de utilizacién total.

4.1.6. Régimen estacionario

Diremos que el sistema ha alcanzado un régimen estacionario cuando la dis-
tribucién estadistica de la carga del sistema sea la misma en dos hiperperiodos
sucesivos (y por tanto, también en todos los hiperperiodos siguientes).

Algunos sistemas pueden alcanzar el régimen estacionario muy pronto. En otros
es imposible que pueda alcanzarse. En realidad resulta muy sencillo saber de an-
temano en qué caso estamos, observando inicamente los valores de los parame-
tros U™ y ] anteriormente definidos. Mds adelante se demostrard matemati-
camente esta afirmacién, pero considero interesante adelantar este resultado. En
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lo que respecta a la posibilidad de alcanzar el régimen estacionario, hay tres tipos
de sistema:

1. Sistemas con U™@ < 1. En estos sistemas el régimen estacionario se alcan-
za “casi inmediatamente”; para ser mads precisos, al final del primer hiperpe-
riodo en el que todas las tareas han llegado al menos una vez. Por ejemplo, si
todas las tareas tuvieran fase cero, el régimen estacionario se alcanzaria ya
al final del primer hiperperiodo. Otro ejemplo; si el lector observa de nue-
vo la figura 4.2, verd que en este caso el primer hiperperiodo finaliza en el
instante t = 35. Si este sistema tuviera una U™#* < 1 (lo que depende en
realidad de las distribuciones de los tiempos de ejecucion de los trabajos, lo
cual no se muestra en la figura), el régimen estacionario se alcanzaria en ese
instante t = 35.

Este tipo de sistemas son muy interesantes desde un punto de vista practico,
ya que en realidad todos los sistemas analizables con los métodos clédsicos
eran de este tipo.

2. Sistemas con U™ > 1y U < 1. En estos sistemas, aunque desde el punto
de vista tedrico siempre hay una diferencia entre la funcién de probabili-
dad de la carga pendiente de un hiperperiodo y la del siguiente, ocurre que
esta diferencia tiende a cero. El sistema “converge” hacia un régimen esta-
cionario que se alcanza, en teoria, tras un nimero infinito de hiperperiodos.
Desde un punto de vista practico, sin embargo, la diferencia puede llegar a
ser despreciable en pocos hiperperiodos.

Este tipo de sistemas son interesantes desde un punto de vista préctico, ya
que es habitual que la utilizacién maxima (la del caso peor) sea muy grande,
lo que haria el sistema no analizable por métodos clésicos, pero en cambio la
utilizaciéon promedio no sea tan grande, lo que haria que las probabilidades
de perder plazos sean bajas.

3. Sistemas con U > 1. En estos sistemas no se puede alcanzar el régimen
estacionario y por tanto no pueden ser analizados.

Obsérvese no obstante que este tipo de sistemas no es realista, ya que en
promedio se estd exigiendo al sistema mads tiempo del que éste puede ofre-
cer. Por tanto el que este tipo de sistemas no sea analizable no resta en rea-
lidad utilidad al analisis.

Veamos un ejemplo de cada uno de estos sistemas. En el cuadro 4.1 se mues-
tran los parametros de tres sistemas diferentes. Todos ellos constan de tres tareas,
cuyos periodos, plazos y fases son idénticos para los tres ejemplos, variando tni-
camente las distribuciones de los tiempos de ejecucion de las tareas. Obsérvese
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Parametros Utilizacion

Sistema Tarea ®;, T D, C; (min u max
n 4 6 6 U2

51 T 7 8 8 Ujl1,2] 0.3750 0.6042 0.8333
T3 11 12 12 UJ[L,3]
n 4 6 6 U[23]

Sy £ 7 8 8 U[2,3] 0.7500 0.9792 1.2083
T3 11 12 12 U[24

S;3 T 7 8 8 U[2,4] 0.7500 1.125 1.5000
11 12 12 U[24]

Cuadro 4.1.: Tres sistemas de ejemplo, con idénticos patrones de activacion, pero
diferentes factores de utilizacion

que los tres sistemas tienen por tanto el mismo patrén de activaciones de trabajos
(que coincide ademads con el mostrado en la figura 4.2).

Los tiempos de ejecucion de las tareas son variables aleatorias que siguen, en
este ejemplo, una distribucién discreta uniforme entre dos valores dados. Asi, por
ejemplo U[3,6] indica una distribucion discreta uniforme entre los valores 3 y 6,
lo que significa que esta variable aleatoria podria tomar los valores 3, 4, 5 6 6,
todos ellos con idéntica probabilidad (1/4 en este caso). La tabla recoge ademas
los valores que tienen U™3X, {min y U para este sistema, calculados de acuerdo
con las féormulas (4.2), (4.3) y (4.4), respectivamente.

El valor de U™2 para el sistema S; es inferior a la unidad, por tanto, de acuer-
do con la anterior clasificacion, este sistema alcanzard su régimen estacionario
al final del primer hiperperiodo. En la figura 4.3(a) se muestra la funcién de pro-
babilidad de la carga total pendiente observada en diferentes instantes de tiem-
po, separados entre si 24 unidades (que es la longitud del hiperperiodo). El pri-
mer instante mostrado corresponde at = 11, que es el inicio del hiperperiodo
(instante en que todas las tareas han sido activadas al menos una vez, véase la
figura 4.2). Vemos como la funcién de probabilidad obtenida es exactamente la
misma al principio de cada nuevo hiperperiodo.

El sistema Sy, en cambio, tiene un valor de U™# que excede la unidad. Pero, ya
que la utilizacion promedio U es inferior a 1, de acuerdo con lo antes dicho este
sistema también tendrd un régimen permanente que se alcanzard tras un nimero
suficiente de hiperperiodos. En la figura 4.3(b) se muestra la funciéon de probabi-
lidad de la carga total pendiente observada en diferentes instantes separados 24
unidades. Vemos como en este caso las funciones de probabilidad no son idénti-
cas, pero se parecen cada vez mas a medida que pasan los hiperperiodos. Demos-
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traremos que en este caso existe una funcion limite hacia la que converge la PF de
la carga pendiente, y proporcionaremos un método para obtener esta funcion.

Finalmente, el sistema S3, al tener una u mayor que uno, carecerd de régimen
permanente y por tanto no serd analizable. La figura 4.3(c) muestra lo que ocurre
en este caso con la funcién de probabilidad. Como vemos, esta funcion se va “es-
tirando” y “aplastando”, a la vez que se “aleja” del origen. Esto indica que la carga
pendiente que se va acumulando al final de cada hiperperiodo puede crecer sin
limite y que cualquier valor de la carga, por alto que sea, tiene una alta probabili-
dad de ser superado si se espera lo suficiente.

4.2. Vision general del método

En la seccion anterior se ha definido el concepto de “carga del sistema” y se ha
relacionado con el concepto de “hiperperiodo” para mostrar como el comporta-
miento estocdstico de esta cantidad se “estabiliza” cuando la utilizacién promedio
del sistema es inferior a uno. Aunque no se han proporcionado demostraciones de
estas afirmaciones (se proporcionardn mds adelante), se ha hecho hincapié me-
diante ejemplos en estos conceptos, porque resultan ser cruciales para el andlisis
estocdstico propuesto.

En efecto, si somos capaces a determinar de alguna forma cudl seré la distribu-
cion estadistica de la carga al inicio de un hiperperiodo, a partir de ella serd posi-
ble hallar la distribucién estadistica de la carga en cualquier otro instante dentro
del hiperperiodo, mediante una sencilla técnica que desarrollaremos para esto.
Esto nos permitird encontrar la carga existente en el instante que un trabajo lle-
ga. Esta carga causard un retraso en la ejecucion de dicho trabajo. La magnitud
del retraso serd igual al valor de la carga, si se trata de un trabajo basal (como se
ha definido en la pagina 54). Si se trata de un trabajo no-basal, habra que “des-
contar” de la carga aquella debida a trabajos de menor prioridad, ya que estos no
causardn retraso al trabajo bajo consideracion. Desarrollaremos un método para
encontrar la distribucion estadistica de esta carga parcial.

Una vez tenemos la distribucion estadistica del retraso inicial (que es en reali-
dad una variable aleatoria), el tiempo de respuesta del trabajo serd como minimo
igual a la suma de este retraso mads su propio tiempo de ejecucion. Para obtener
la distribucion de la suma de dos variables aleatorias debe realizarse la convolu-
cion entre sus funciones de probabilidad. Mds adelante volveremos sobre esto. El
resultado de esta convolucion seria directamente la funcién de probabilidad del
tiempo de respuesta buscada, si el planificador utilizado no permitiera desalo-
jo. En caso de que el planificador si utilice desalojo, esta funcién de probabilidad
obtenida por convolucién debe “refinarse” para tomar en consideracion el efecto
de las expulsiones que el trabajo podria sufrir si llegan otros de mayor prioridad
durante su ejecucion.
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Podemos pues resumir el proceso necesario para obtener la distribucion del
tiempo de respuesta de un trabajo en los siguientes pasos:

1.

Obtener la distribucion estadistica de la carga del sistema, observada al prin-
cipio del hiperperiodo de régimen estacionario.

A partir de la anterior, obtener la distribucion estadistica del retraso que ex-
perimentara el trabajo. Esto es muy sencillo para los trabajos basales y algo
mads complejo para los no-basales.

Convolucionar la distribuciéon anterior con la del tiempo de ejecucién del
trabajo, para obtener una funcion de probabilidad que serd la del tiempo de
respuesta para los sistemas sin desalojo.

Para planificaciéon con desalojo, la funcién obtenida en el paso anterior debe
sufrir modificaciones que tengan en cuenta el efecto de las expulsiones.

Cada uno de los pasos anteriores requiere técnicas de analisis diferentes, que
iremos introduciendo a lo largo de este capitulo, junto con las demostraciones
matemadticas oportunas. De momento nos limitaremos a enunciarlas:

1.
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Para obtener la distribucion estacionaria de la carga, serd necesario aplicar
teoria de procesos estocdsticos y cadenas de Markov (seccion 4.5).

A partir de la anterior podremos encontrar la distribucion del retraso que
sufrird cualquier trabajo. No obstante la técnica es diferente segtin el trabajo
sea de tipo basal o no:

a) Paralos trabajos basales, el retraso coincide con la carga del sistema. La
distribucion de la carga en cualquier instante, conocida la carga inicial
(que se ha obtenido en el paso 1), puede hallarse mediante un sencillo
método que denominaremos “convolucionar y encoger” (seccion 4.3).

b) Para obtener la distribuciéon del retraso que afecta a los trabajos no-
basales, es necesario aplicar una técnica que llamaremos “retroceder y
rehacer”, que basicamente sirve para “descontar” el efecto de los traba-
jos de menor prioridad que el considerado (seccion 4.7).

Para combinar la distribucion del tiempo de ejecucion del trabajo con la dis-
tribucion del retraso sufrido, usaremos la cldsica operaciéon de convolucion
discreta (ver apéndice A).

Para tomar en cuenta el efecto de las expulsiones de trabajos que llegan
después, disefiaremos método que denominaremos “partir, convolucionar
y juntar” (seccion 4.4)
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4. Analisis

Los cuatro pasos del proceso se resumen graficamente en la figura 4.4. Esta figu-
rarepresenta un eje de tiempos sobre el que se marcan los instantes de activacion
de diferentes trabajos. El tiempo de ejecucion de cada trabajo viene definido por
una funciéon de probabilidad que se muestra también en la figura. Se asume que
la figura representa un instante en la vida del sistema en el cual éste ya ha alcan-
zado el régimen permanente. Toda la historia pasada del sistema se resume en
la “carga pendiente” al inicio del hiperperiodo (instante tg). El primer paso (1) es
encontrar la distribucién de esta carga pendiente. Seguidamente, usando esta dis-
tribucion y la de todos los trabajos que van llegando, el andlisis “avanzard” hasta
el instante t en el que llega el trabajo cuyo tiempo de respuesta queremos obtener
(2). Obtendremos asid la distribucién del retraso que sufrird el trabajo que llega en
t. Combinando éste con el tiempo de ejecucion del trabajo, se tiene una primera
“estimacion” de su tiempo de respuesta (3), que debe ser refinada posteriormente
tomando en consideracion todos los trabajos futuros y analizando la posibilidad
de que alguno de ellos pueda causar la expulsioén y por tanto afectar al tiempo de
respuesta (4).

El proceso anterior se traduce en realidad en dos metodologias ligeramente di-
ferentes seglin estemos trabajando con prioridades fijas o dindmicas.

= Si usamos una politica de prioridades fijas como rate-monotonic, todos los
trabajos correspondientes a una misma tarea tienen la misma prioridad. Si
consideramos la tarea de menor prioridad del sistema, todos sus trabajos
serdn basales, por lo que en el paso 2 sélo hay que aplicar el método “con-
volucionar y encoger”. En cambio, los restantes trabajos del sistema serdn
no-basales, por lo que en apariencia habria que usar para todos ellos el mé-
todo “retroceder y rehacer”. Veremos que, para los sistemas de prioridades
fijas, esto no serd posible, pues el método “retroceder y rehacer” exigiria
retroceder infinitos hiperperiodos hacia atras, hasta el arranque del siste-
ma. Para los sistemas de prioridades fijas resulta mucho mds conveniente
el plantear un nuevo sistema, idéntico al original, pero eliminando la tarea
de menor prioridad. En este nuevo sistema, tendremos una nueva tarea de
menor prioridad, cuyos trabajos serdn basales y que se podran resolver de la
misma forma. Esta técnica puede repetirse para cada tarea del sistema.

En definitiva, al trabajar con prioridades fijas necesitaremos repetir el anéli-
sis completo (lo que incluye el andlisis Markoviano del paso 1) tantas veces
como niveles de prioridad (tareas) haya en el sistema. N6tese sin embargo
que en cada uno de estos andlisis el sistema considerado tiene menos ta-
reas y menor factor de utilizacion, por lo que su anélisis es cada vez menos
COSt0so.

3 El método serd “convolucionar y encoger” para los trabajos basales, y “retroceder y rehacer”
para los no-basales
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= En cambio, si usamos prioridades dindmicas como EDE como demostrare-
mos, el método “retroceder y rehacer” necesitara retroceder como maximo
un hiperperiodo, por lo que el andlisis de los trabajos no-basales puede lo-
grarse sin necesidad de replantear y resolver un nuevo sistema. Para EDE
por tanto, el andlisis Markoviano del paso 1 sé6lo hay que hacerlo una vez.
Esto es interesante, puesto que este paso es con creces el mds computacio-
nalmente costoso de todo el andlisis.

4.3. Calculo de la carga en un instante dado.
Convolucionar y Encoger

La carga es una variable aleatoria, que cambia en el tiempo, como se indica en
su notacion W(t). Esto implica que para diferentes instantes ¢, la funcién de pro-
babilidad, fyy) (), de la variable es diferente. Nos proponemos en esta seccion
idear un método para obtener esta funcién de probabilidad en cualquier instan-
te, si es conocida la de otro instante cualquiera anterior.

Supongamos que conocemos la distribucion estadistica de la carga en el ins-
tante t y queremos calcular cuél seria su distribucién en otro instante ' posterior.
Esto es sencillo si no llegan trabajos entre ambos instantes. Véase por ejemplo la
figura 4.5(a), que representa una PF hipotética para la carga en el instante f. Con-
sideremos que el otro instante ¢/, dista 6 unidades de tiempo, y supongamos que
no llegan mds trabajos entre ¢ y t’. Si la carga en t era de 6 unidades o menos, la
carga en t’ serd de 0 unidades. La probabilidad de que esto ocurra es, en el ejemplo
de la figura 4.5:

P{W(t")=0} = P{W(t)<6} = 1/27+3/27 4+ 1/27 = 5/27

Si la carga en t era mayor que 6, la carga en t’ serd 6 unidades menor, ya que
esta es la cantidad de tiempo transcurrida. Por tanto, podemos construir la PF de
la carga en t’ mediante un “desplazamiento” de 6 unidades a la izquierda de la
PF en ¢, y una “acumulacién” en el origen los valores de abscisa negativa tras el
desplazamiento. El resultado de esta manipulacion se muestra en la figura 4.5(b).
Denominaremos a esta operacion “encoger” la funcién de probabilidad en 6 uni-
dades. Esta idea se formaliza en la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Si en el intervalo de tiempo [t, '] no llega ninguin trabajo, entonces

t—t
. _0
iz(;fwm(l) paraw (4.5)

fwy(w + t' —t) paraw > 0

fweny (w) =
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2/27  2/27

(b) Carga en el instante t' (6 unidades de tiempo después)

Figura 4.5.: Evolucion de la funcién de probabilidad de la carga entre dos instantes
cuando no llegan trabajos

Demostracion. Puesto que no se afiade al sistema carga alguna entre los instantes
tyt,la carga en t' ha de ser igual a la que habia en t, menos el tiempo trans-
currido (#' — t). Sin embargo, la carga no puede ser negativa, de modo que si la
carga en t era menor que t’ — ¢, entonces la carga en t’ serd cero. A partir de estas
consideraciones la demostraciéon de la proposicién es inmediata. O

Veamos ahora el caso en que la carga es incrementada por la activaciéon de un
nuevo trabajo en el instante A. La proposicion siguiente relaciona la PF de la carga
existente justo después del instante A con la PF justo antes de dicho instante.

Proposicién 2. Denotemos por W(A™) a la carga existente en el instante (A — €),
cuando € — 0, y por W(A™T) a la carga existente en el instante (A + €) cuando
€ — 0. Si en el instante A llega un tinico trabajo I, cuyo tiempo de ejecucion, C,
sigue la funcién de probabilidad f¢ (-), entonces:

fwony (@) = (fwia-) @ fe) (w) (4.6)

donde © es el operador de convolucion discreta (véase el apéndice A).
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Demostracion. La carga en el instante A sufre una discontinuidad, puesto que es
incrementada por el trabajo que llega, en una cantidad igual al tiempo de eje-
cucion de este trabajo, C. Ya que tanto la carga como el tiempo de ejecucion del
nuevo trabajo son ambas variables aleatorias, la PF de su suma se ha de obtener
mediante la convolucién de sus respectivas PFs, que es lo que se expresa en la
ecuacion (4.6). O

4.3.1. Algoritmo: convolucionar y encoger

Para simplificar el enunciado del algoritmo, hablaremos de instantes de acti-
vacion en general, sin relacionarlos con las tareas que los originan. Asi, en lugar
de usar la notacion A; ; para denotar el instante en que se produce la j-ésima ac-
tivacion de la i-ésima tarea, usaremos simplemente A; para referirnos al j-ésimo
instante en que llega algun trabajo. Es decir, {A;j} es la secuencia de instantes de
activaciones, ordenada en el tiempo de modo que A; < A;j para todoi < j. Ob-
servar que puede haber varios A; seguidos con el mismo valor, si varios trabajos
llegan en el mismo instante. Este enfoque, ademaés de simplificar la notacion, con-
fiere mayor generalidad al algoritmo, ya que no lo restringe a sistemas de tareas
periddicas, sino que sirve para trabajos con patrones de activacién més comple-
jos.

Supongamos que queremos conocer la funcién de probabilidad, f, de la carga
en el instante Aj_ (justo antes de A) para un j arbitrario. El algoritmo a seguir serd
el siguiente:

: f «— PF de la carga inicial (dato de entrada)
k0
mientras Ay < A; hacer
Convolucionar: f < f ® fe,
Encoger f en (Aky+1 — Ax) unidades
k—k+1
: fin mientras

N adRswdh

Observar que la funcién f, al ser discreta, se puede almacenar en realidad en
forma de un array, f[] tal que f[x] = f(x). El array siempre tendrd un tamano
finito, puesto que existe una x a partir de la cual todos los valores de f(x) son cero
y no necesitan ser almacenados. El algoritmo es bastante eficiente en términos de
uso de la memoria, ya que en cada iteracion se reutiliza el espacio ocupado por
f. Dicho de otro modo, no es necesario mantener en memoria los resultados de
iteraciones anteriores. En cada iteracion, f resume todo el pasado del sistema.

Observar asimismo que el algoritmo sigue siendo aplicable incluso si varios tra-
bajos llegan en el mismo instante. Basta considerarlos de uno en uno. En este ca-
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so, cada operacion “encoger” deberd desplazar cero unidades a la izquierda la PF
que ha recibido (puesto que la distancia entre Ax y Ar4+1 es cero). Por tanto, “en-
coger” no realiza en este caso ninguna operacion, y por tanto el resultado del al-
goritmo serd equivalente a convolucionar las PFs de todos los trabajos que llegan
en ese instante, lo cual es perfectamente l6gico, ya que todos sus tiempos de eje-
cucion se suman. Ademads, el orden de las convoluciones no es importante (para
los trabajos que llegan en el mismo instante), al ser la convolucién una operacion
conmutativa.

Véase la pagina 81 para un ejemplo de como se aplica el algoritmo.

4.4. Calculo del tiempo de respuesta. Partir,
Convolucionar y Juntar

Supongamos que queremos obtener la funcion de probabilidad (PF) del tiempo
de respuesta de un trabajo I';. Mediante el algoritmo que acabamos de ver en la
seccion 4.3.1 podemos obtener la carga existente en el instante A; en que dicho
trabajo llega. Esta carga causara un retraso en el trabajo bajo consideracion. La
magnitud del retraso depende de si el trabajo es de tipo basal o no-basal (ver defi-
nicion en pagina 2). Ocupémonos de momento de los trabajos basales, y dejemos
para mds adelante (seccion 4.7) el problema de los trabajos no-basales.

Un trabajo basal tiene menor prioridad que todos los que se estdn ejecutando
cuando él llega. Por tanto antes de poder comenzar su ejecucion deberd dejar que
transcurra un tiempo igual a la carga existente en el momento de su activacion.
Por tanto, su tiempo de respuesta serd como minimo igual a la suma de la carga
existente a su llegada mas su propio tiempo de ejecucion. De hecho, si no llegaran
mas trabajos después del instante Ag, tendriamos que esta suma seria exactamen-
te el tiempo de respuesta del trabajo I'x. En este caso, ya que ambas magnitudes
son variables aleatorias, la distribucién de este tiempo de respuesta se obtendria
mediante una convolucién discreta.

Por desgracia pueden llegar mds trabajos después del instante Ag, y algunos
de ellos expulsardn al que estamos considerando, si éste atin estd ejecutdandose
cuando el nuevo llega, y si el nuevo tiene mayor prioridad que el considerado. Si
se produce una expulsion, el tiempo de respuesta aumentara.

De cara a clarificar el problema y el método para resolverlo, desarrollaremos un
ejemplo simple. Una vez que las ideas clave han sido presentadas a través de este
ejemplo, el método serd formalizado en un teorema.
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Trabajo A; P fe, ()
It 0 5 DiscretaU[2,5]

I 3 10 DiscretaU[l,2] Cuadro 4.2.: Sistema de ejemplo para el

I3 6 15 Discreta U[1,3] calculo del tiempo de respuesta

4.4.1. Ejemplo preliminar

Considérese el sistema mostrado en el cuadro 4.2. Queremos obtener la PF del
tiempo de respuesta para el trabajo I'1, que llega en el instante A; = 0. Observar
que no estamos planteando (atin) un modelo de tareas periédicas, sino una sim-
ple secuencia de trabajos que llegan una sola vez. Cada trabajo tiene una priori-
dad pre-asignada, sin que nos importe cudl ha sido la politica de asignacion. Para
este ejemplo supondremos ademads, que no hay carga inicial. Por tanto, en el ins-
tante en que llega el trabajo I'1 1a carga es cero con probabilidad 1.

Como una primera aproximacion, nos planteamos obtener la funcién de pro-
babilidad del tiempo de respuesta R1 bajo una hipétesis simplificadora: ningtin
trabajo podré expulsar al que estamos considerando. Bajo esta hipotesis, el tiem-
po de respuesta serd igual a la carga en el instante A1 mds el tiempo de ejecucion
del trabajo I'1. Ya que ambas magnitudes son variables aleatorias, la funcién de
probabilidad de su suma serd igual a la convolucién de sus funciones de proba-
bilidad. En este ejemplo, la carga inicial es cero, es decir, tiene una funciéon de
probabilidad que vale 1 en cero y 0 en los restantes puntos. Al convolucionar esta
funcién con fe, (), obtendremos de nuevo fe, (+).

Ahora debemos revisar la hip6tesis simplificadora jes cierto que ningun trabajo
futuro podra expulsarle? La respuesta depende de en qué instante llegue el pro-
ximo trabajo y de qué prioridad tenga. Si el siguiente trabajo llega 5 unidades de
tiempo o mads tarde, entonces efectivamente ya no podra expulsarle, porque para
entonces el trabajo ya habra terminado (ya que su peor tiempo de ejecucion es 5).
Sin embargo, vemos que en este ejemplo el siguiente trabajo llega tan sélo 3 uni-
dades de tiempo después. Por tanto existe una probabilidad de que I'; atin esté
ejecutandose.

Observar sin embargo un hecho interesante: la probabilidad de que el tiem-
po de respuesta sea 0, 1, 2, 6 3, puede obtenerse directamente de la funcién de
probabilidad obtenida bajo la hipétesis simplificadora, ya que si los tiempos de
respuesta tomaran estos valores, el trabajo I'1 finalizaria antes de darle oportuni-
dad a I'; de expulsarle. Por tanto los primeros puntos de la funcién obtenida bajo
la hipétesis simplificadora son vélidos. Sélo los puntos con abscisa 4 o superior
no valen y deben ser recalculados.

Silo hacemos (con el método que veremos enseguida), tendremos una segunda
aproximacion al tiempo de respuesta, mejor que la aproximacion inicial puesto
que ahora ya tiene en cuenta el efecto del trabajo I';. Aunque no hemos tomado
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en consideracion el trabajo I'3, la segunda aproximacién es valida para valores de
la abscisa menores o iguales que 6, puesto que si el tiempo de respuesta tomara
uno de estos valores, ['1 habria acabado antes de dar oportunidad a I's de que le
expulse. Sélo los valores con abscisa mayor de 6 deberan ser recalculados para
tomar en cuenta la interferencia de I's.

Y asi sucesivamente. Vemos que el método propuesto para obtener la PF del
tiempo de respuesta R1 involucrara varios pasos. En el paso “cero”, obtenemos la
PF de R1 bajo la hipdtesis de que no sufrird expulsion alguna. En el paso uno, mo-
dificaremos esta PF para tener en cuenta el efecto del primer trabajo que podria
sufrir, el causado por el trabajo I'1. En el paso dos lo modificaremos de nuevo pa-
ra tener en cuenta el siguiente posible desalojo, etcétera. Denotaremos por R}’Q

al tiempo de respuesta del trabajo I';, obtenido en el paso k-ésimo de nuestro
método; es decir, el tiempo de respuesta que saldria al considerar tan sélo las k
primeras expulsiones. Apliquemos este método a nuestro ejemplo.

Paso cero: En nuestro ejemplo, fgqo) (-) serdiguala fe, (-), ya que hemos supuesto
que no habia carga inicial. En la figura 4.6(a) se muestra la grafica de esta funcion.
Como hemos dicho, sus primeros puntos (marcados en la figura con una llave)
nos dan parte de la PF de R1 buscada, ya que:

P{R1=r} = fr)(r)  parar<Az—Ay

Podemos dividir la funcién fMo) (-) en dos mitades, para quedarnos con esos

puntos vélidos. Para ello tomamos como punto de division la abscisa 3 (igual a
A2 — A1). Como se muestra en la figura 4.6(b), la “mitad inferior” resultante se
construye copiando los valores de la funcién fg{%@ () hasta el 3, inclusive, y dejan-

do a cero todos los restantes. Para la “mitad superior”, el proceso es el contrario;
se rellenan con ceros todos los valores hasta el 3 inclusive, y se copian de ffR§0> (+)

los restantes.
Esta operacion de “partir en dos” una funcién, puede ser definida mas formal-
mente con ayuda de la siguiente notacion:

Definicién 7. Dada una funcion f(-) y un intervalo real I, definiremos la funcion
fY(+) en la forma siguiente:

fl(r) _ f(r) sirel “n

0 si no

Es decir, f1(-) copia los valores de f(-) dentro del intervalo I, pero vale cero
fuera de él. Usando esta notacion, tras “partir” la funcién quO) () en la abscisa 3,

la mitad inferior resultante (parte izquierda de la figura 4.6(b)) se denotard por
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f32§0> (r) ;
Ay — A1 =3
/_/%:

1/4 1/4 1/4 1/4

r
0 1 2 3 4 5 6

(a) Funcién de probabilidad de IR§0>. Se sefiala la zona que es “aprovechable”

fRio (r) fai (1)

1/4 1/4 1/4 1/4

T | T r | T T T r
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

(b) Resultado de “partir” en la abscisa 3
Figura 4.6.: Calculo de la PF del tiempo de respuesta. Paso cero.

f:%g; (+), y la mitad superior (parte derecha de la misma figura) por f. 9%'03") (). Ob-

servar que el intervalo es cerrado para la mitad inferior pero abierto para la mitad
superior.

La mitad inferior se “guarda” como parte de la respuesta buscada, mientras que
la mitad superior necesita mas elaboracion.

Paso uno: Consideremos ahora el cdlculo de P{R1=r}, parar > (A2 — A1) = 3,
por ejemplo parar = 5. En este caso, tenemos dos factores a tener en cuenta:

= Este tiempo de respuesta, al ser mayor de 3, debe incluir la interferencia de-
bida al trabajo I';.

= Pero por otro lado, este caso sélo puede darse si, ya de por si, el tiempo de
ejecucion del trabajo I’y (sin contar la interferencia) era mayor de 3, ya que
si fuera menor, habria terminado antes de que I'; llegara.

Por tanto, la probabilidad de que el tiempo de respuesta sea 5, es la probabilidad
de una interseccién de eventos: que el tiempo de ejecucion, sin contar la interfe-
rencia, sea mayor de 3, y que el tiempo de ejecucién més la interferencia sea igual
a 5. Es decir:

P{R1=5} =P{(C1 >3)r(C1+C2=D5)}
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Esta probabilidad puede obtenerse sumando las probabilidades de todos los
posibles casos que se hallen en la interseccion:

5
P{R1=5} = ) P{e;=i}-P{€-5—i}
i=3

Como vemos, el sumatorio anterior se parece a una convolucion, s6lo que in-
completa. En realidad el resultado coincide con la convolucién de fe,(-) con la

“mitad superior” f:%o"f) (+) que habiamos separado antes. Este razonamiento es va-

lido para cualquier r > (A7 — Aq). Por tanto, podemos “refinar” la mitad superior
simplemente convoluciondndola con la PF del tiempo de ejecuciéon del trabajo
que la interrumpe. La figura 4.7(a) muestra esta operacion.

Por otro lado, para los valores de r menores ya habiamos visto que las probabi-

lidades venian dadas por la “mitad inferior” f;g@] (). Por tanto, juntando ambos

resultados podremos construir la funcién de probabilidad del tiempo de respues-
ta, que toma en consideracion el efecto de la primera expulsién. Esto es, obten-
dremos la funcion de probabilidad de RW:

fap (r) = f2p) (1) + (fr @ fe,) (r)

Observar que la operacion de “juntar” se expresa mediante una simple suma,
pues las funciones son complementarias (donde una es distinta de cero, la otra es
cero). La figura 4.7(b) muestra esta operacion.

Paso dos: Ahora es necesario tomar en cuenta la interferencia debida al siguiente
trabajo I's. Para ello aplicaremos las mismas ideas desarrolladas en el paso uno.
La funcion ff}ql) (-) obtenida en el paso previo se “parte” en dos, siendo el punto

de corte igual a 6 (que es A3 — A1). La mitad inferior se guarda, como parte de
la funcién final buscada. La mitad superior se convoluciona con la funcién de
probabilidad del tiempo C3, del siguiente trabajo. El resultado de esta convolucién
se “junta” con la mitad inferior previamente guardada y de este modo se obtiene la
funcion fng2> (+). Todo este proceso se ilustra graficamente en la figura 4.8, donde

”» o«

las etapas “partir”, “convolucionar” y “juntar” son claramente visibles.

Pasos siguientes: El proceso anterior se repetiria para cada uno de los trabajos
futuros que vayan llegando. En nuestro ejemplo ya no llegan més, por lo que la
funcién obtenida en el paso anterior es ya la buscada fg, (-).

Observar que en cada paso se obtiene una funcién que es vdlida en un rango de
puntos iniciales. Este rango se va extendiendo con cada nueva iteracion. Puede
darse el caso de que el rango cubra la funcién completa (esto es, fuera de este
rango sea cero). Esto indicaria que cualquier trabajo futuro ya no podria causar
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fon(r)
1/4 1/4

“ \ (57 @ fer) ()
N
) Q) —

fey(c

1/2 1/2

l l r
/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
c

1 2 3

(a) Convolucién de la “mitad superior” con la carga del siguiente trabajo

(i @ fe,) (1)

fRi (r)

1/4 1/4

(b) Juntar el resultado con la “mitad inferior” antes guardada

Figura 4.7.: Calculo de la PF del tiempo de respuesta. Paso uno.

interferencia, puesto que el trabajo ya habria finalizado su ejecucion incluso en el
peor caso posible.

Observar asimismo que, si el andlisis no necesitara la funcién de probabilidad
completa, sino que se conforma con saber la probabilidad de que el tiempo de
respuesta esté por debajo de cierto valor (por ejemplo, la probabilidad de que se
cumpla un cierto plazo), esta probabilidad puede obtenerse sumando los prime-
ros puntos de la funcion. Si los puntos sumados estdn todos ellos dentro del rango
de validez, la probabilidad asi obtenida sera exacta.

Las dos observaciones anteriores implican que, para obtener la probabilidad
de cumplir un plazo, el algoritmo siempre termina, incluso cuando el niimero
de trabajos futuros sea infinito. Por otro lado, la probabilidad de incumplir un
plazo es uno menos la probabilidad de cumplirlo, por lo que ésta también puede
obtenerse de forma exacta tras un numero finito de iteraciones.

En las secciones siguientes formalizaremos todas las ideas presentadas en este
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) s

1/4 1/4

’ 1/4
1/8 1/8
| T T 7
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Partir
0..6 6..
J250) K fi )

1/4 1/4 1/4 fes(c)
“ 1/8 1/8 1/3 1/3 1/3
| T T T T 7 | T T T T | T - T 7

\* Convolucionar
6..00
f5<|2§1> ) ® f63 l

1/24

T 1T T 7 TT T r
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

Juntar '—J
frp (1) l

1/41/4 1/4
1/8

1/24/24/24

r
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

Figura 4.8.: Calculo de la PF del tiempo de respuesta. Paso dos
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ejemplo, dandoles la forma de un teorema y un algoritmo.

4.4.2. Expresion recursiva para la PF del tiempo de respuesta

Supongamos que tenemos una secuencia de trabajos {I';},conj =0,1,... or-
denados por sus instantes de activacion, esto es A; < Aj parai < j. Supongamos
que la carga existente en el instante A9, W(Ag), sigue una funcién de probabi-
lidad conocida, y que el primer trabajo, g, es un trabajo basal (esto es, toda la
carga existente en el instante en que este trabajo llega, causara retraso en el mis-
mo). Queremos obtener la funcién de probabilidad del tiempo de respuesta de
este trabajo ['g.

fe fe f fe fe
f W(Ao) : ( ( [ [ Tiempo
"M "A> ‘A3 Aa ...

Llegadas de trabajos de mayor prioridad

Carga inicial
Figura 4.9.: Planteamiento del problema del calculo del tiempo de respuesta

La figura 4.9 resume el planteamiento del problema. Obsérvese que, desde el
momento que suponemos conocida la distribucién de la carga en el instante A,
no necesitamos conocer las caracteristicas de los trabajos que hubiera antes de
Ao (si es que los hubo). La distribucién de la variable aleatoria W()\o) de alguna
forma “resume” todo el pasado del sistema (esto intenta representarse en la figu-
ra 4.9 mediante una zona gris). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
Ap = 0 (si no lo fuera, basta restar Ay a todos los instantes de activacion, esto es,
desplazar el origen de tiempos).

Por tanto, este planteamiento es genérico y aplicable a cualquier trabajo basal
del sistema, aunque no sea el primero, ya que mediante el método de “convolu-
cionar y encoger” podemos avanzar hasta un instante cualquiera, en particular
hasta el instante de activacién de cualquier trabajo, y calcular la carga en ese mo-
mento. A partir de aqui, podemos considerar a ese trabajo como el primero de
una secuenciay aplicar el andlisis que veremos ahora.

Para simplificar el desarrollo, y sin pérdida de generalidad, asumiremos que to-
dos los trabajos futuros tienen prioridad mayor que el considerado, esto es P; >
Py paraj > 0. Sino fuera asi, eliminariamos de la secuencia aquellos trabajos con
prioridad menor que Py, y usariamos la nueva secuencia resultante en lugar de la
original.
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Basandonos en las ideas introducidas en el ejemplo preliminar, comenzaremos
por definir formalmente la variable aleatoria IR6k>.

Definicién 8. Denotaremos por fRék> al tiempo de respuesta que tendria el trabajo
g si no sufriese interferencia (expulsion) de ningtin trabajol'j conj > k.

Dicho de otro modo, seria su tiempo de respuesta si s6lo pudieran expulsarle
los primeros k trabajos que le siguen.

En particular, 9260> es el tiempo de respuesta que tendria el trabajo I'g si ningtin
otro trabajo pudiera expulsarle. Puesto que este tiempo seria igual a su propio
tiempo de ejecucion, mds la carga existente en el instante Ag, y ambas son varia-
bles aleatorias, 9%60> también serd una variable aleatoria. Su funcién de probabi-
lidad se obtendra mediante la convolucion de las funciones correspondientes. Es
decir:

f20(r) = (fw(rg) © feo) (1) (4.8)

Para el caso més general de 5R6k> no es posible escribir una férmula sencilla que
nos de su funciéon de probabilidad, sino que debera obtenerse en forma iterativa
a partir de la funcién de probabilidad para (k — 1). El método sera desarrollado
formalmente en el siguiente teorema. A partir de él, y haciendo k — oo tendremos
la funcién de probabilidad del tiempo de respuesta Ry, que tiene en cuenta el
efecto de todos los trabajos futuros que le pueden interferir. Veremos también
que no es necesario hacer k — oo para obtener resultados ttiles, ya que en cada
nueva iteracion obtendremos un “trozo” del resultado final, y podremos detener el
algoritmo cuando el trozo obtenido sea lo bastante grande como para permitirnos
responder a la pregunta ;qué probabilidad hay de que el tiempo de respuesta sea
menor que el plazo Dg?

Teorema 1. Si la funcion de probabilidad de 3%6"’” es conocida, a partir de ella
puede obtenerse la de R6k> mediante la siguiente formula:

fago (r) = frien (1) + (frleS) @ fe) (r) (4.9)
(véase definicion 7, en pdgina 70 para la explicacion de la notacion)

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos casos, segun el valor de 7 sea
menor o igual que Ak o no.

Caso 1: v < A. Este caso es bastante trivial, ya que para estos valores, la funcién

Ak.. o ez .z
f W Oo>(1’) vale cero por definicion, de modo que en la ecuacién (4.9) la convolu-
cién del segundo termino sale cero, y la ecuacion se reduce a:

fap (r) = £g?f]1>(r> r < Ak
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Por otro lado, para los valores r < Ak, la funcién f E"Ak] (r) coincide por defini-
cién con f,(r), por lo que la anterior ecuaciéon puede dejarse como:

fopp(r) = fafe=n(r) <M

De acuerdo con la definicion 8 en la pagina 76, la ecuacion anterior puede leerse
en la forma siguiente: “La probabilidad de que el tiempo de respuesta tome un
valor r, estando 7 por debajo de Ak, es la misma tanto si se toman en cuenta los
trabajos que llegan después de A, como sino”. Esto es cierto, puesto que sir < A,
el trabajo 'y finalizard antes del instante A, y por tanto los trabajos que lleguen
después ya no podran expulsarle y no podran alterar su tiempo de respuesta.

Caso 2: v > Ax. Cuando v > Ay, el trabajo I'g sufrird interferencia por parte del
trabajo I'x que llega en Ax. Debemos incorporar el efecto de esta interferencia al
tiempo de respuesta de I'y.

El tiempo de respuesta iRék_D es el que tendria el trabajo I’y sin tener en cuen-
ta el efecto (;(ue sobre él puedan causar los trabajos I'x, I'k+1,.... El tiempo de
respuesta 9%6 ) ya toma en consideracién el efecto de I'x (pero no el efecto de
I'k+1,...). La cuestion es cudl es la probabilidad de que TRS ) tome un cierto va-
lor ¥ > Ak. Se trata de la probabilidad de una interseccién, ya que para que este
evento ocurra deben cumplirse dos condiciones:

1. El trabajo I’y debe estar atin activo en el instante Aj. Esto implica que su
tiempo de respuesta, incluso sin considerar el efecto de I'x, debe ser ya ma-
yor de A. Es decir, debe cumplirse la condicion:

Rék_h > Ak

2. Lasuma del tiempo de respuesta antes de considerar la interferencia de Ik,
mas el propio tiempo de ejecucion de I'x debe ser igual a r. Es decir, debe
cumplirse también la condicion:

RV Fep =1

La probabilidad de que ambas condiciones se cumplan simultdneamente es el
sumatorio de las probabilidades de todos los eventos que estan dentro de la in-
terseccion. Es decir, de entre todos los casos posibles, sumaremos aquellos que
verifiquen ambas condiciones. Esto nos lleva a la ecuacion:

PR r) = L P Plecr i) para s
i>Ak

Usando las funciones de probabilidad, la ecuacion anterior puede reescribirse
como:
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P{R§ =r} = ¥ frgen (i) - fe, (r—1i)  para r > Ag

i>Ak

Ahora bien, en el rango i > A, que es el rango del sumatorio, las funciones
F (i) y £ (i) son idénticas, por lo que podemos escribir la segunda:

P{R{ =1} = Z Uk °°§ ) - fe, (r—1i)  parar > Ag

i>Ak

Finalmente, ya que la funcién f % k"°°)(i) es cero para todo i < Ak, podemos
eliminar el rango del sumatorio y dejar que éste se evaltie para todo i. El resultado
seguird siendo el mismo. Esto nos lleva a:

l[’{ﬂ%ék>:r Z Agk (i) ) fe,(r —i)  parar> Ag

i=—o00
Ahora vemos que el segundo miembro de la ecuacién representa la convolu-
cion de las funciones fﬂ%ék D)y fe,(+). Finalmente, podemos sumar a este se-

gundo miembro la funciéon f:R(gk—” (r) sin que el resultado se altere, puesto que

esta funcion es cero parar > Ar. De modo que finalmente obtenemos:

P{R6k>:r} foél?kl (r) + (f/:{)kk"i% ®fek)(r) para r > Ag

Esto completa la demostracion de que la ecuacion (4.9) es cierta también para
el caso 2. O

Corolario 1. La funcién de probabilidad del tiempo de respuesta del trabajo T
coincide en sus primeros Ay puntos con la de la variable aleatoria .‘Rék D). Esto es:

fro(r) = fxg-1(r)  parar < Ay (4.10)

Demostracion. Como se ha demostrado en el caso 1 del teorema, la funcién fggék) ()
coincide en sus primeros Ax puntos con la funcion fyg1) (-).

Andlogamente, la funciéon f:Rék+1> () coincide en sus primeros Ay41 puntos con
la funcién f:%k) (1), yyaque Ag+1 > Ak, coincidird en sus Ax puntos con ngék*D ().

Este razonamiento puede repetirse, y se deduce que para cualquier j positivo,
la funcion fg(k+ () coincide en sus primeros Ax puntos con la funcion fgg1 (-).
Y puesto que £R6°°> = Rp por definicién, haciendo tender j — oo tendremos la
demostracion del corolario. O

Corolario 2. Si existe un k tal que fg{ék)(]’) = 0 para todor > Mji1, entonces
fro (1) = fgzék> (r) para todor.
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Demostracion. El caso que se enuncia en este corolario significa que todos los
posibles valores de fRék> son inferiores a Ai1 (la probabilidad de que sea mayor
es cero). Por tanto el trabajo finalizara antes de que pueda ser interrumpido por
['k+1 y por tanto la funcién de probabilidad obtenida en el paso k coincidira con
la “verdadera” funcién de probabilidad del tiempo de respuesta R.

Aunque la interpretacion del corolario es clara, también puede demostrarse
matemadticamente de forma muy sencilla. En el caso enunciado, la operacién de
“partir en dos” la funcién fggék) (+), produciria como resultado una mitad superior
nula (cero en todos sus puntos). Por tanto, en la formula (4.9) la convolucién del
segundo término saldra cero, y por tanto se obtendra que fjgék-&-l} (+) sale igual que
f36k> (). Este razonamiento se repetird para todas las iteraciones siguientes, y en
todas ellas se obtendrd una y otra vez el mismo resultado. Es decir, para cualquier
j positivo se tendrd que fgf-+i (-) = fx( (-). Haciendo tender j — oo se demues-
tra este corolario. O

Corolario 3. La probabilidad de que el trabajo I'g pierda su plazo Dy puede cal-
cularse encontrando el entero k tal que Ay < Do < Ar41, y aplicando entonces la
formula

Dy
P{Ro>Dp} =1 — meém(i) (4.11)
i=0

Demostracion. En realidad, la probabilidad de perder el plazo es igual a 1 menos
la probabilidad de cumplirlo. Y la probabilidad de cumplirlo es la suma de proba-
bilidades para los casos en los que el tiempo de respuesta sea menor o igual que
el plazo. Por tanto:

Do Dy
P{Ro>Do} =1-) P{Ro=i} =1-)_ fp,(i)
i=0 i=0

De acuerdo con el corolario 1, la funcién fg(k (-) coincide con fx,(-) en sus pri-
meros A1 puntos. Por tanto, si Dg < Ag1, podemos sustituir fx, (-) por SR (),
en el ultimo sumatorio, lo que demuestra el corolario. O

4.4.3. Algoritmo

El teorema anterior y sus corolarios tienen importantes implicaciones practi-
cas. En primer lugar, el teorema 1 nos proporciona un algoritmo iterativo para ob-
tener la funcion de probabilidad de ng3> para un k cualquiera. En efecto, partiendo
de la funcion de probabilidad de 9%60 , que se calcula siguiendo la ecuacion (4.8),
podemos obtener la de 926”, y a partir de éstala de iRéz>, y asi sucesivamente hasta
llegar a cualquier iRék> deseado.
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En segundo lugar, de acuerdo con el corolario 1, cada funcién fggék) () obtenida

coincide con la buscada fx,(-) en sus primeros A1 puntos. Por tanto, si estamos
interesados en conocer la probabilidad de que Ry tome un valor r dado, basta ite-
rar hasta alcanzar un k tal que r < A, 1. El valor de fggék) (r) nos dard la respuesta

buscada. Es decir, para obtener la probabilidad de un tiempo de respuesta dado,
el namero de iteraciones a realizar sera siempre finito. Solamente si queremos la
completa funciéon de probabilidad del tiempo de respuesta el nimero de iteracio-
nes puede llegar a ser infinito. Pero de acuerdo con el corolario 2 puede alcanzarse
una condicion de parada en la cual no sea necesario realizar mds iteraciones. Mds
adelante estudiaremos bajo qué condiciones podemos garantizar que esta condi-
cion de parada va a aparecer.

Por tltimo, en el caso particular de que lo que se busque sea simplemente la
probabilidad de pérdida del plazo, el corolario 3 nos dice que podremos obtenerla
siempre tras un namero finito de iteraciones (k).

Podemos por tanto enunciar el siguiente algoritmo para obtener la funcién f
de probabilidad del tiempo de respuesta de un trabajo cualquiera I';:

1: Inicializar: f < fyy A @€

2: k1

3: mientras (Ax — Aj) < D; hacer

4:  Partir:

f1 « primeros (Ax — A;j) puntos de f

fo < restantes puntos de f

si no hay puntos en f, entonces
Salir del bucle

fin si

Convolucionar: faux < f2 ® fe,

Juntar: f — f1 + faux

10 k—k+1

11: fin mientras

Del algoritmo se puede salir por dos razones diferentes, bien por la instruc-
cién 6, o bien por que la condicion de la linea 3 deja de ser cierta. En el primer
caso, la f final serd la funcién de probabilidad completa y exacta de R;. En el se-
gundo caso, se obtiene una funcién incompleta, que es valida s6lo en el rango
[0, Ak — Aj), pero que es til para obtener la probabilidad de cumplir el plazo (y
por tanto la probabilidad de perderlo).

En la seccion siguiente ejemplificaremos el uso de este algoritmo, y del método
“convolucionar y encoger” presentado en la seccion 4.3.1, aplicandolo a un caso
clasico de la literatura.
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4.4.4. Ejemplo de aplicacion

Presentamos a continuaciéon un ejemplo con dos tareas periddicas. Este ejem-
plo estd basado en el presentado por Lehoczky [1990] para ilustrar el concepto de
periodo ocupado (busy-period). El ejemplo original tenia dos tareas, de periodos
70 y 100, y tiempos de computacion fijos de 26 y 62 unidades, respectivamen-
te. La politica de asignacion de prioridades rate-monotonic asigna una prioridad
mayor a la primera tarea por tener menor periodo. En este sistema, la segunda ta-
rea presentaba un tiempo de respuesta para el peor caso de 118 unidades, como
se calcula en [Lehoczky, 1990]. Debido a que los plazos de las tareas eran mayores
que sus periodos, una tarea podia causar interferencia sobre si misma, y esto im-
plica que el peor tiempo de respuesta ya no ocurre necesariamente en la primera
activacion de la tarea. De hecho, en este ejemplo ocurria en la quinta activacion.

Usaremos el mismo conjunto de tareas, con los mismos periodos, pero supon-
dremos ahora que los tiempos de computacion, en lugar de ser deterministas, son
aleatorios. El tiempo de computacion de la primera tarea puede tomar dos valo-
res, 25 6 26, con igual probabilidad, y el de la segunda tarea puede ser 61 6 62,
también con igual probabilidad. Esta informacion se resume en el cuadro 4.3.

Tarea T; Prioridad fe,(-)

(5 70 alta U[25,26]
T 100 baja U[61,62]

Cuadro 4.3.: Un sencillo sistema con dos tareas periodicas

El andlisis de la tarea 1 es trivial, puesto que, al ser la de mayor prioridad, no
puede sufrir interferencias de otras tareas. La PF de su tiempo de respuesta coin-
cide con la PF de su tiempo de ejecucion.

Analicemos el tiempo de respuesta de la tarea 1. Esta tarea se activa varias
veces y en general en cada activacion presentard un perfil diferente de tiempo
de respuesta (puesto que la carga existente cuando llega es diferente, asi como
las interferencias que sufrird). En principio, seria necesario obtener la funcion de
probabilidad para cada una de sus activaciones (trabajos), y después promediar
todas ellas para obtener la de la tarea. En este ejemplo calcularemos con detalle
el caso de su quinta activacion, es decir, calcularemos el tiempo de respuesta del
trabajo I'2 5. Para otras activaciones se procederia de forma anéloga.

Carga existente cuando se produce la quinta activacion

El primer paso serd obtener la distribucién de la carga en el instante de esta
quinta activacion. La figura 4.10 muestra la secuencia de activaciones. Para obte-
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ol T2 T3 T1a Tis Tie Ti7  Tis  Tho  Ti10 ,T1m

RN RRA R RRR R R RN R RN AR R R L A A A A A
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Figura 4.10.: Secuencia de activaciones de trabajos en el ejemplo

ner la carga existente en el instante A 5, justo antes de la llegada del trabajo I'; 5,
serd necesario partir de la carga inicial del sistema y aplicar repetidamente el al-
goritmo “convolucionar y encoger”, hasta llegar a dicho instante. Observando la
figura 4.10 vemos que serd necesario aplicar 10 veces el método, puesto que hay
10 trabajos cuya activacion se produce antes del instante A5 5.

La figura 4.11 muestra la funcién de probabilidad de la carga W(t) en diferen-
tes activaciones de trabajos. La carga inicial del sistema se asume igual a cero con
probabilidad uno. Vemos que poco después del instante cero, la carga ya ha au-
mentado, debido a la llegada de los trabajos I'1 1 y I'1 2. Ahora la carga puede te-
ner tres diferentes valores (86, 87 u 88), con diferentes probabilidades. Estos son
el resultado de la convoluciéon de los tiempos de ejecucion de los primeros tra-
bajos. Avanzamos hasta el instante 70, en que llega el siguiente trabajo. Para ello,
tenemos que “encoger” 70 unidades la funcién. En este caso es un mero desplaza-
miento sin acumulacién en el origen, puesto que todos los valores de la funcién
original estaban por encima de 70. Después, para pasar al instante 70™, basta ha-
cer la convolucion con el tiempo de ejecucion del trabajo I'1 » que llega en el ins-
tante 70.

Asi vamos convolucionando y encogiendo, hasta que llegamos al instante 400
que nos ocupa. Vemos que el trabajo anterior habia llegado en 350, por lo que el
altimo paso “encoger” es de 50 unidades. En este caso si se produce una acumula-
cién en el origen, como muestra la tltima grafica de la figura 4.11. En esta grafica
puede leerse que existe una probabilidad de 0.744 de que la carga sea cero. Ya que
en la figura apenas se aprecian los valores pequenos, en el cuadro 4.4 se mues-
tran los valores numéricos. Vemos que la carga solo puede tomar valores entre 0
y 4. Cualquier valor por encima de 4 tiene probabilidad cero. Esta es la carga que
encuentra el trabajo I'; 5, y por tanto el retraso que podrd experimentar cuando
inicie su ejecucion.

Calculo del tiempo de respuesta

Para obtener la distribucién del tiempo de respuesta del trabajo I'> 5, aplicare-
mos ahora el algoritmo de la p4gina 80.
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Figura 4.11.: Distribucion estadistica de la carga del sistema de ejemplo en dife-
rentes instantes
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w  P{W(400)=w}

0 0.74414 Cuadro 4.4.: Posibles valores de la carga y sus proba-
1 0.18555 bilidades para el instante Ay 5 = 400

2 0.05957

3 0.00977

4 0.00098

Inicializacion: En primer lugar tenemos que redefinir el sistema de modo
que se ajuste a las hipotesis del teorema. Todos los trabajos que lleguen des-
pués de I'; 5 han de tener mayor prioridad, por lo que tendremos que elimi-
nar del sistema todos los que corresponden a la tarea 7>, dejando s6lo los de
T1. Una vez hecho esto, numeramos estos trabajos por orden de activacion,
y fijamos el nuevo origen de tiempos en el instante A3 5 (restando 400 a to-
dos los instantes). El nuevo sistema resultante se muestra en la figura 4.12.
Observar como todo el pasado del sistema se resume en la distribuciéon de la
carga. No nos importa como se ha generado esa carga (es decir, qué trabajos
han llegado antes y en qué orden), sino tan sélo su funciéon de probabilidad.

s Ty I8 I I'1,10

: 61 25 25 25 25

I

[/

{0 Izo {90 {160 I230 Tiempo
)\0 A Ao )\3 Ay e

fwiao0-)
Llegadas de trabajos de mayor prioridad
Carga inicial

Figura 4.12.: Sistema tras la transformacion necesaria para aplicarle el algoritmo
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» Calculamos la distribucién de 3%60>, mediante la convolucion de la carga con

el tiempo de ejecucion de éste trabajo. El resultado se muestra en la figu-
ra4.13.
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Figura 4.13.: Funcion de probabilidad de TR60>



4.4. Caélculo del tiempo de respuesta. Partir, Convolucionar y Juntar

m Para calcularla distribucion de fR61> partimos en dos la de 3260>, usando como
punto de divisién el valor 20 (que es el valor de A1). Convolucionamos la par-
te alta con el tiempo de ejecucion de I'1, que es el de la tarea 71, y juntamos
el resultado con la parte baja. Esta operacién se muestra en la figura 4.14(a)

= Se };rocede andlogamente, partiendo en dos la funciéon de probabilidad de
R (ahora el punto de corte es A» = 90), convolucionamos la parte alta con
la funcién de probabilidad del siguiente trabajo, y juntamos el resultado con
la parte baja. Esta operacion se muestra en la figura 4.14(b).

= Si ahora intentamos aplicar de nuevo el algoritmo, habria que partir la fun-
ciéon de probabilidad de 9%62> usando como punto de corte A3 = 160. Sin
embargo vemos que a la derecha de ese punto, todos los valores son cero,
lo que indica que es imposible que los siguientes trabajos puedan causar
interferencia. Por tanto el algoritmo ha finalizado y el resultado es:

fRo(V) = fgz62>(r) para todo r

Puesto que en la figura apenas se aprecian los puntos de la derecha, reproduci-
mos sus valores numéricos en el cuadro 4.5.

r  P{R=r} r  P{R=r} r  P{R=r}
86 0.186035 97 0 108 0
87 0.418457 98 0 109 0
88 0.293701 99 0 110 0
89 0.078613 100 0 111 0
90 0.020020 101 0 112 0
91 0 102 0 113 0
92 0 103 0 114 0
93 0 104 0 115 0
94 0 105 0 116  0.001465
95 0 106 0 117 0.001587
96 0 107 0 118 0.000122

Cuadro 4.5.: Posibles valores del tiempo de respuesta y sus probabilidades, para
la quinta activacion de la tarea 7,

En este cuadro observamos unos cuantos hechos interesantes. En primer lu-
gar, el valor méximo que el tiempo de respuesta puede alcanzar es de 118 uni-
dades. Este resultado concuerda con el del analisis clasico. Ahora bien, nuestro
analisis aporta informacion adicional, ya que nos dice que la probabilidad de que
este peor tiempo de respuesta aparezca es tan sé6lo del 0.0122 %. De hecho, en el
99.6826 % de los casos, el tiempo de respuesta estard por debajo de las 91 unida-
des. También podemos ver que el tiempo de respuesta mds frecuente es el de 87
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Figura 4.14.: Resultados de las diferentes iteraciones del algoritmo

unidades y que hay una serie de tiempos de respuesta “prohibidos” (con proba-
bilidad cero) entre los valores 91 y 115. El valor esperado del tiempo de respuesta

puede calcularse con la férmula siguiente:

Rop = Zi -P{Rp=i}
i=0

En nuestro caso, el sumatorio se evaltia sélo para i entre 86 y 118 (puesto que
fuera de ese rango las probabilidades son cero), y se obtiene como resultado R; =

87,4188.

Observar que todos estos resultados estadisticos se aplican sé6lo a la quinta ac-
tivacion de la tarea 7. Esta tarea tiene otras activaciones y en cada una de ellas
la distribucién de tiempos de respuesta serd en general diferente. Por tanto, es
necesario repetir un andlisis como el anterior para cada una de sus activaciones.
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En este ejemplo concreto, la utilizacién méxima del sistema es inferior a 1 (en
concreto U™ = (,991429), por lo que al final del hiperperiodo, justo antes del
instante = 700, la carga en el sistema sera cero. Esto puede verificarse aplicando
el algoritmo “convolucionar y encoger” hasta llegar a dicho instante. Se observa
que el resultado es una funcién de probabilidad igual a la inicial, es decir, cero en
todos sus puntos excepto en cero, que vale 1. Esto implica que el siguiente hiper-
periodo comenzara exactamente con las mismas condiciones iniciales que el que
acabamos de analizar. Por tanto la quinta activacién dentro de ese hiperperiodo
tendrd de nuevo la misma distribucién que ya hemos calculado y mostrado en el
cuadro 4.5.

En este ejemplo, en todos los hiperperiodos se repetirdn las mismas distribu-
ciones de los tiempos de respuesta, por lo que para obtener el promedio de todos
los trabajos, basta promediar los de un hiperperiodo. Volviendo a la figura 4.10,
vemos que la tarea 1, se activa 7 veces dentro del hiperperiodo, por lo que bas-
ta analizar el tiempo de respuesta de sus 7 primeras activaciones y promediarlos
para obtener el tiempo de respuesta de la tarea. Es decir:

17
ffRz(r) = ? Zfﬂ%z,i(r)
i=1

El cuadro 4.6 muestra las distribuciones de los tiempos de respuesta de cada
una de estas 7 activaciones (los guiones representan probabilidad nula), y en la
ultima columna el promedio de todas ellas. Esta tltima columna, por tanto, nos
da la funcién de probabilidad del tiempo de respuesta de la tarea 7> y a partir de
ella puede calcularse la probabilidad de que la tarea pierda su plazo, para cual-
quier plazo dado. Observar que la informacién sobre los plazos de las tareas no
ha sido utilizada durante el andlisis y que por tanto el andlisis es aplicable tanto
a tareas con plazos iguales a los periodos, como a tareas con plazos superiores a
sus periodos.

Para solucionar el ejemplo anterior ha bastado con analizar los trabajos que se
ejecutan en el primer hiperperiodo, puesto que en los siguientes hiperperiodos el
andlisis produciria el mismo resultado. Esto se debe a que la distribucién de la car-
ga en el instante 700 es idéntica a la del instante cero. Sin embargo, esta condicion
no se cumplird necesariamente para todos los sistemas. En la seccion siguiente
analizaremos bajo qué condiciones se cumple, y como tratar el problema mas ge-
neral en el que la distribucién de la carga vaya cambiando de un hiperperiodo al
siguiente.
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Activacién
r 1 2 3 4 5 §] 7 Promedio
86 — — — — 0.186035 — — 0.031006
87 — — — — 0418457 — 0.031151 0.074935
88 — — — — 0.293701 — 0.155846 0.074925
89 — — — — 0.078613 — 0.311974 0.065098
90 — — — — 0.020019 — 0.312462 0.055414
91 — — — — — — 0.156746 0.026124
92 — — — — — — 0.031685 0.005281
93 — — — — — — 0.000130 0.000022
94 — — — — — — 0.000008 0.000001
95 — — — — — — — —
96 — — — — — — — —
97 —  0.031250 — 0.025391 — — — 0.009440
98 — 0.156250 — 0.131836 — — — 0.048014
99 — 0312500 — 0.279297 — — — 0.098633
100 — 0.312500 — 0.307617 — — — 0.103353
101 — 0.156250 — 0.185547 — 0.124603 — 0.077733
102 — 0.031250 — 0.059570 — 0.374176 — 0.077499
103 — — — 0.009766 — 0.374939 — 0.064117
104 — — — 0.000977 — 0.125793 — 0.021128
105 — — — — — 0.000458 — 0.000076
106 — — — — — 0.000031 — 0.000005
107 — — — — — — — —
108 — — — — — — — —
109 — — — — — — — —
110 — — — — — — — —
111 0.125000 — 0.101562 — — — — 0.037760
112 0.375000 — 0.324219 — — — — 0.116537
113 0.375000 — 0.367188 — — — — 0.123698
114 0.125000 — 0.171875 — — — — 0.049479
115 — — 0.031250 — — — — 0.005208
116 — — 0.003906 — 0.001465 — — 0.000895
117 — — — — 0.001587 — — 0.000264
118 — — — — 0.000122 — — 0.000020

Cuadro 4.6.: Posibles valores del tiempo de respuesta y sus probabilidades para
todas las activaciones de la tarea ™

4.5. Calculo de la carga en régimen estacionario.
Analisis Markoviano

4.5.1. Conceptos previos

Sea T la longitud del hiperperiodo, definida como se vio en la ecuacién (4.1).
Podemos dividir el tiempo en “zonas” de longitud T, comenzando en cero, y asi
marcamos como instantes de inicio de un hiperperiodo los instantes kT, siendo
k=0,1,2,... (verfigura4.15). Ahora bien, como se observa en la figura, debido a
que cada tarea tiene diferentes offsets, en el primer o los primeros hiperperiodos el
patrén de activaciones de los trabajos puede ser diferente al de los hiperperiodos
siguientes.
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Figura 4.15.: Ejemplo de irregularidad en los primeros hiperperiodos

Debido a esta situacion resulta conveniente la definicion siguiente:

Definicién 9. Llamaremos hiperperiodo completo al intervalo de tiempo del tipo
kT, (k4 1)T) tal que en su interior cada tarea 7; se activa T / T; veces, siendo T la
longitud del hiperperiodo y T; el periodo de la tarea.

Llamaremos primer hiperperiodo completo al hiperperiodo completo con k mi-
nima. Denotaremos por kg a esta k minima, de modo que el primer hiperperiodo
completo es el intervalo de tiempo [koT, (kg + 1) T].

En el ejemplo de la figura 4.15, el primer hiperperiodo completo es el que se
inicia en f = 24, y por tanto en este caso kg = 1.

Esté claro que antes del primer hiperperiodo completo tenemos una especie
de “régimen transitorio”, en el que el patrén de activaciones de trabajos no es
periddico. A partir del primer hiperperiodo completo entramos en un “régimen
permanente de activaciones” en el cual todos los siguientes hiperperiodos seran
completos y el patron de activacion de los trabajos es exactamente el mismo en
todos ellos.

Sin embargo, incluso el hecho de tener el mismo patrén de activacién no ga-
rantiza que tengamos el mismo comportamiento estocdstico (esto es, las mismas
distribuciones en el tiempo de respuesta), ya que éste depende en general de to-
do el pasado del sistema. Este pasado se “resume” en la distribucion de la carga,
y ésta es una variable aleatoria como hemos visto cuya distribucién varia en el
tiempo. Soélo si esta distribucion presenta un patrén repetitivo, el comportamien-
to estocdstico del sistema también serd repetitivo.

De modo que estamos interesados en observar la variable aleatoria W(t) en los
instantest = kT,k = 0,1,2,.... Para simplificar la notacién haremos uso de otra
definicion.
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Definicién 10. Denotaremos por Wy a la carga existente en el instante kT, es de-
cir, a la variable aleatoria W(kT), y nos referiremos a ella como “carga inicial del
hiperperiodok’.

4.5.2. Caso trivial: U™ <1

En el siguiente teorema demostramos que cuando la utilizacién maxima es me-
nor que 1, la distribucién de la carga se repetira al principio de cada hiperperiodo
y por tanto el andlisis se podra realizar en un hiperperiodo (como se hizo en el
ejemplo de la seccion 4.4.4).

Teorema 2. Si en el instante inicial (t = 0) la carga es cero y ademds el sistema
cumple UM% < 1, entonces la distribucién de la carga al final del primer hiper-
periodo completo (t = (kg + 1)T), se repetird al final de todos los hiperperiodos
siguientes.

Demostracion. Imaginemos el escenario en el que todos los trabajos que llegan
requieren su maximo tiempo de ejecucion. Llamemos W™ a la carga observada
al final del primer hiperperiodo completo bajo estas circunstancias, y llamemos
s al namero de unidades de tiempo durante las cuales el sistema estd ocioso en
este primer hiperperiodo completo (nos referiremos a s como el “minimo tiempo
libre”). Es evidente que este tiempo libre, mas el trabajo generado en este hiper-
periodo, ha de ser igual a la longitud del hiperperiodo mas la carga final, como se
explica en la figura 4.16. Por otro lado, el trabajo generado en el hiperperiodo para
este escenario de peor caso es igual a TU™#, por lo que:

s+ TU™™ = T + W&

Por otro lado, ya que por hip6tesis U™ < 1, esto implica que TU™#* < Ty
llevando esto a la ecuacién anterior se deduce que WM& < s,

Si WM& fuese cero, la prueba seria trivial, ya que en ese caso el siguiente hi-
perperiodo comenzaria con carga cero, y ya que la suma de trabajos en €1, incluso
en el peor caso, es inferior a T, todos los hiperperiodos siguientes comenzarian
también con carga cero.

Si WMaX eg positivo, esto s6lo puede ocurrir si todo el tiempo libre s ocurrié
antes del dltimo periodo ocupado?, como se comprende mirando la figura 4.15.
Por tanto, el siguiente hiperperiodo “absorberd” esta carga W™ antes de llegar
a su dltimo periodo ocupado (debido a que W™ < s como vimos). Consiguien-
temente, la distribucion de la carga al final del hiperperiodo no serd afectada por
la carga inicial del mismo, y serd la misma que en el hiperperiodo anterior, y por
tanto se repetird idénticamente al final de todos los hiperperiodos siguientes. []

4 Se denomina asf al periodo de tiempo contiguo durante el cual la carga es positiva
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W(t)
T Wmax

N\
NN T e

t

En todo instante ¢t se cumple que la suma de trabajos hasta ese instante (trazos
verticales) mds la suma de tiempo ocioso hasta ese instante (trazos horizontales),
es igual a t més la carga para ese instante. Para simplificar, la figura no muestra
los trabajos que llegan en el siguiente hiperperiodo.

Figura 4.16.: Prueba gréfica para el teorema 2

El teorema anterior nos proporciona la justificacion para analizar un sélo hi-
perperiodo. En efecto, ya que la carga inicial de un hiperperiodo es la carga final
del precedente, todos los hiperperiodos, a partir del segundo completo, presen-
tan la misma distribucion estadistica de la carga inicial. Por tanto, el andlisis del
tiempo de respuesta producira el mismo resultado en todos ellos. Los primeros
hiperperiodos no-completos no son representativos con respecto al régimen per-
manente, por lo que no es necesario analizarlos.

Por tanto el algoritmo general para resolver este tipo de sistemas seria:

1. Calcular el instante de comienzo del primer hiperperiodo completo, esto es,
el valor de k(. Este valor depende exclusivamente de los offsets de las tareas.
Observar que si el offset es cero para todas, el primer hiperperiodo completo
comienza precisamente en ¢t = 0, y por tanto ky = 0.

2. Calcular la distribucién de la carga en el instante (kg + 1)T, utilizando el
método “convolucionar y encoger”. Observar que si todas las tareas tienen
offset cero, el resultado serd cero, por lo que este paso puede omitirse.

3. Realizar el andlisis sobre un tinico hiperperiodo, utilizando como carga ini-
cial la obtenida en el paso previo.

4.5.3. Caso general

Para el caso general, supondremos que U™# > 1, puesto que si U™** < 1 1la
solucion se obtiene de forma mds sencilla haciendo uso del método explicado en
la seccion 4.5.2.
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Cuando U™&* > 1, existe una probabilidad no nula de que la carga generada en
un hiperperiodo sea mayor que la propia longitud del hiperperiodo. Esto significa
que existe una probabilidad no nula de que en el nuevo hiperperiodo la carga
inicial sea mayor que en el hiperperiodo anterior. Esto implica por tanto que la
distribucion de la carga es diferente de un hiperperiodo a otro.

Demostraremos en esta seccion que la carga observada a intervalos de longitud
T, es decir, la secuencia de variables aleatorias {W;}, constituye una cadena de
Markov. Encontraremos que la condicién para que dicha cadena sea estable es
que la utilizacién media, U sea menor que uno. Si esta condicién se cumple, la
distribucién de la carga de cada W; converge a medida que aumenta i hacia una
distribucion estacionaria. Encontraremos la forma general de esta distribucion y
daremos métodos para calcularla numéricamente.

La carga inicial es una cadena de Markov

Una cadena de Markov se define como una secuencia de variables aleatorias,
tal que la PF de cada una de ellas depende tinicamente de la PF de la predeceso-
ra, y no de las anteriores. Esta propiedad suele denominarse también la “falta de
memoria” de la cadena de Markov.

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X puede alma-
cenarse en forma de vector, x, de infinitas componentes, tal que la componente
i-ésima de dicho vector sea la probabilidad de que X tome el valor i. Esta notacién
nos permite escribir la propiedad Markoviana en forma de ecuacién matricial. Si
la secuencia {X;} de variables aleatorias es una cadena de Markov, entonces se
cumple que

X1 = Py

Siendo x; 1a PF de la variable X}, almacenada en un vector como se ha explicado
antes y P la llamada “matriz de transicion”, o también “matriz de Markov”. Como
vemos, conocida la PF de una de las variables de la secuencia, podemos obtener
la de la siguiente variable multiplicando por la matriz P. Y a partir de ella, la si-
guiente, etcétera. La clave para que la secuencia de X sea una cadena de Markoy,
es que la matriz P sea siempre la misma y no dependa de k. Veremos a continua-
cién que este es el caso para la variable aleatoria Wy, es decir, la carga inicial del
hiperperiodo k-ésimo.

Definicién 11. Llamaremos proceso de la carga del sistema S a la secuencia de
variables aleatorias { Wy}, parak = ko, ko +1,kg +2,. ..

Teorema 3. EIl proceso de la carga de un sistema S cualquiera es una cadena de
Markov.
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Demostracion. La probabilidad de que la carga Wy al inicio del hiperperiodo k
tome un valor dado 7, puede expresarse siempre usando probabilidades condi-
cionadas, en funcién de las probabilidades de Wi_1, en la forma siguiente:

P{Wi=i} = Z]P{Wk—l =i} - P{Wk=1|Wx_1=j} (4.12)
j

La anterior ecuacion es siempre cierta con independencia de que Wy sea una
cadena de Markov o no. Ahora bien, el término IP{W;=i|Wi_1=j} representa la
probabilidad de que al final del hiperperiodo k — 1 tengamos una carga de i uni-
dades, si al principio era de j unidades. Esta probabilidad se obtiene a partir de
la secuencia de activacién de los trabajos en el hiperperiodo y de las PFs de sus
tiempos de ejecucion. Y puesto que en todos los hiperperiodos (a partir del pri-
mer hiperperiodo completo) llegan los trabajos en la misma secuencia y con las
mismas PFs, estas probabilidades condicionadas serdn las mismas en todos los
hiperperiodos, e iguales a las del primer hiperperiodo completo. Es decir:

P{Wi=i|Wk_1=j} = P{Wky+1=i|Wk,=j} para k > kg

Podemos representar esta probabilidad por b;(i), con lo que la ecuacion (4.12)
quedara:

P{Wi=i} =) P{Wi_1-=j}-bj(i)  para k > kg (4.13)
j

Y en esta ecuacion se observa que las probabilidades de Wi dependen tan sélo
de las probabilidades de Wx_1, y no de las anteriores. Los coeficientes b;(i) son
siempre los mismos e independientes de k (dependen tnicamente de los para-
metros del sistema). Luego la secuencia Wy es una cadena de Markov. ]

Obtencidon de la matriz de Markov

La ecuacion (4.13) puede escribirse también en forma matricial:

bx = Pbyx_q (4.14)

Siendo by la funcién de probabilidad de Wy expresada en forma de vector co-
lumna (la fila i-ésima del vector contiene la probabilidad de que Wy sea igual a i),
y siendo P la matriz de transicién definida como:

P(i,j) = bj()

Es decir, cada columna P(-, ) de la matriz P contiene la PF de la carga al fi-
nal del primer hiperperiodo completo, para el caso en que al principio de dicho
hiperperiodo la carga era de j unidades.
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La propia definiciéon nos da un mecanismo para obtener los componentes de
la matriz P. En efecto, para obtener la columna j-ésima de P, basta aplicar el al-
goritmo “convolucionar y encoger” a lo largo del primer hiperperiodo completo,
asumiendo una carga inicial de valor j en dicho hiperperiodo. Al llegar al final del
mismo, la PF obtenida serd la columna j de P. Observar que esto implica que cada
columna de P suma uno, puesto que cada columna es una funcién de probabili-
dad.

Cada columna asi obtenida tiene un nimero finito de elementos no nulos, pues-
to que es el resultado de una serie de “convoluciones y encogimientos” de fun-
ciones con un namero finito de puntos. Sin embargo, la propia matriz P es infi-
nita, pues requiere un nimero infinito de columnas. Esto plantea una aparente
imposibilidad de escribir completamente esta matriz. Sin embargo, se da la cir-
cunstancia de que las columnas presentan una cierta regularidad, a partir de una
dada, que nos permitira escribir la forma general de la matriz. Usando esta forma,
la matriz completa podré ser especificada usando un namero finito de valores.

La forma general de P, como demostraremos enseguida, se ajusta al siguiente
esquema:

CORCORED
b(1) b)) b)) ...| b(1)
bo(2)  01(2)  b2(2)

P— ,.2) (4.15)
bo(m,) by(m,) by(m,) b, (m,)
0 0 0 0 by (m,)
0 0 0 0 0 by(my)
0 0 0 0 0 0

Vemos que la matriz puede ser dividida en dos partes. La parte izquierda, som-
breada en gris oscuro y formada por las primeras r columnas, desde P(-,0) hasta
P(.,r — 1) no tiene estructura, es decir, sus coeficientes son en general diferen-
tes entre si, si bien todas ellas tienen como maximo m, elementos diferentes de
cero®. La parte derecha, que comienza en la columna P(-,r) presenta una regula-
ridad consistente en que los coeficientes se repiten en cada columna, copiados de
la columna anterior pero desplazados una unidad hacia abajo. Esta regularidad se

5 Por supuesto, en estas columnas puede haber ceros también en cualquiera de los elementos
bj(i)
j
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ha sombreado en gris claro. El siguiente teorema demuestra que esta estructura
de P se presenta siempre, sea cual sea el sistema a analizar.

Teorema 4. Existen dos enterosr ym, tales que:

bj(i) j<r, i<m
P(i,j)=qP(i—-1,j-1) j>r, i€[j—rj—r+m] (4.16)
0 para los restantes i, j

Demostracion. En primer lugar, decir que la expresion (4.16) no es mds que otra
forma de enunciar matemdticamente la estructura regular de P mostrada en la
eq. (4.15).

Searlamaxima cantidad de tiempo que el sistema puede permanecer ocioso en
un hiperperiodo cualquiera, a partir del primer hiperperiodo completo. Diremos
que r es el “méaximo tiempo libre”. Esta cantidad puede obtenerse con la férmula:

min T min
r=T+W ;Ticl (4.17)
donde T eslalongitud del hiperperiodo, WMIN g5 1a carga existente al final del pri-
mer hiperperiodo completo en el caso de que todas las tareas requieran su tiempo
minimo, y C'™™ es el minimo tiempo de ejecucion de la tarea ;.

La columna r-ésima de P representa la PF de la carga al final de un hiperperio-
do completo, para el caso de que al principio la carga fuera de r unidades. Puesto
que en este caso la carga inicial es igual al mdximo tiempo libre, tenemos garanti-
zado que este hiperperiodo no habra instantes en que el sistema esté ocioso. Di-
cho de otro modo, el hiperperiodo completo serd un periodo de ocupacion (busy-
period). Es mas, siempre que la carga inicial sea mayor de r, también tendremos
el hiperperiodo completamente ocupado. A lo largo de un hiperperiodo asf, la car-
ga nunca se hace cero, por lo que la carga final en realidad es la suma de la carga
inicial mas todo el trabajo que se genere en el hiperperiodo, menos la longitud
del hiperperiodo. Es decir, si el valor de W(kqT) es 1, entonces el de W( (kg +1)T)
sera:

T
W((ko+1)T)=r—T+) =C;i (4.18)
i 1

Ahora bien, ya que el sumatorio contiene variables aleatorias, la carga final serd
también una variable aleatoria. Para obtener su PF es necesario por tanto con-
volucionar las PFs de todos los trabajos lanzados en el hiperperiodo. El término
r — T no es aleatorio, sino determinista, por lo que se traduce en un mero despla-
zamiento a la derecha de la funcion resultado.
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En resumen, la columna r de la matriz P se calcula convolucionando las PFs de
los tiempos de ejecucion de todos los trabajos del hiperperiodo, y desplazando
hacia la derecha el resultado r — T unidades. La columna r 4 1 se calculara de
forma andloga, la convolucién de todos los trabajos dara el mismo resultado, y la
Unica diferencia es que ahora el desplazamiento final habrd deserr +1 - T.Y
asi sucesivamente para todas las columnas a partir de la r. Esto demuestra que
todas estas columnas presentan los mismos coeficientes, pero desplazados una
posicion hacia abajo.

Por otro lado, la columna r tiene un ntimero finito de coeficientes no nulos. Si
llamamos al indice del tltimo de ellos m1,, tenemos que 11, representa la carga que
habr4 al final de un hiperperiodo en el que todos los trabajos requieran su peor
tiempo de ejecucion, y ademas la carga inicial sea r (el mdximo tiempo libre). Es
evidente que si la carga inicial fuese inferior a r, la carga final habré de ser nece-
sariamente inferior (o igual) a m,. Esto demuestra que las columnas anteriores a
la » han de tener ceros a partir de su fila m,.

De las dos observaciones anteriores se sigue el enunciado del teorema. O

Por tanto, la matriz completa P queda especificada a partir de un ntimero finito,
r X my, de nimeros. Estos nimeros pueden calcularse por el método de “convo-
lucionar y encoger”, asumiendo una carga iniciali = 0,1, 2, ..., 7 y obteniendo la
distribucion de la carga al final del hiperperiodo.

Estacionariedad y convergencia

Una cadena de Markov representada por una matriz P puede ser de tipo re-
currente, si cumple ciertas propiedades que después enunciaremos. Si lo es, esta
demostrado que ha de existir un vector 7, tinico excepto por constantes multipli-
cativas, tal que:

mw =P (4.19)

Si ademads la cadena es positiva, tal vector 7T es sumable, y por tanto puede nor-
malizarse (dividirse por su suma) y de este modo representar una funcion de pro-
babilidad. El caso en que no sea positiva y por tanto no sumable, no tendria inte-
rés practico.

Es mas, la teoria de procesos estocdsticos no sélo demuestra que 7t existe, de-
muestra también que si la cadena es recurrente positiva la funciéon de probabili-
dad de la cadena de Markov “converge” hacia este vector. Esto es, si la cadena de
Markov es {X;}, y la cadena es de tipo positivo recurrente, entonces fx,(-) — 7,
cuando i — oo.

En términos de nuestro analisis esto es muy interesante, ya que significa que si
nuestra matriz P cumpliera las propiedades adecuadas, la cadena seria recurrente
positiva, y entonces existiria una distribucion de carga estacionaria, esto es, una
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distribucion estadistica de la carga tal que, si un hiperperiodo comienza con esa
distribucién como carga inicial, terminara con esa misma distribucién como car-
ga final. Es mas, si esta distribucion estacionaria existe, el sistema tiende hacia
ella, y transcurriendo un nimero suficiente de hiperperiodos, la PF de la carga al
inicio de cada hiperperiodo serd practicamente la misma, e igual a la distribucién
estacionaria.

Efectivamente, hemos observado este comportamiento en la figura 4.3, para el
caso en que U < 1. Esto tiene una importante implicaciéon préctica, y es que si
somos capaces a determinar la distribucion estacionaria, podremos analizar el
sistema centrandonos en un unico hiperperiodo. Basta usar como carga inicial
la distribucion estacionaria hallada. Este hiperperiodo es representativo de cual-
quier hiperperiodo en el futuro, una vez alcanzado el régimen permanente. Una
vez que el sistema ha estado funcionando por tiempo suficiente, la influencia del
transitorio serd despreciable, por lo que las PF de los tiempos de respuesta, en
promedio, coincidirdn con las obtenidas para este hiperperiodo estacionario.

Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria En esta seccién demostrare-
mos rigurosamente que cuando U < 1, la cadena de Markov es positiva recurren-
te y de ahi que se observe esa tendencia hacia una distribucion estable. Daremos
la forma general de ésta distribucién y proporcionaremos métodos para compu-
tarla numéricamente.

La condicién U < 1 es facilmente comprensible para el analista, y facil de veri-
ficar dados los parametros del sistema. En cambio, para demostrar la recurrencia
y positividad de la cadena de Markov, seria preferible tener una condicion que
opere sobre los valores de la matriz de Markov P. En la siguiente proposicién en-
contraremos que decir U < 1 equivale a decir que la distribucién dada por la
columna r de P tiene una media menor que r. Esta condicién, aunque suena mas
extrana, resulta més conveniente para demostrar la recurrencia y positividad de
la cadena de Markov, y por eso la necesitamos.

Proposicién 3. SiP(i,j) = bj(i) es la matriz de transicién de la cadena de Markov
{Wk}, que representa la carga al inicio de cada hiperperiodo de un sistema S con
utilizacion media U, se cumplen las siguientes equivalencias:

n U<1<Y;ib(i)<r
n U=1<Y;ib(i) =7
n U>1<Y;ib(i) >r

Demostracién. Denotemos por B, al valor esperado de la variable aleatoria cuya
distribucion viene dada por la columna r de P. Este valor puede calcularse a partir
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de los coeficientes de P, de acuerdo con la propia definicién estadistica de valor
esperado:

By =) iP(i,r) =) _ib,(i) (4.20)

1 1

Por otro lado, la columna r es especial, ya que r es el “maximo tiempo libre” del
sistema. Un hiperperiodo que comience con una carga inicial de r unidades, esta-
rd ocupado durante todo el hiperperiodo incluso en el mejor de los casos. Gracias
a esto, la carga final serd igual a la suma de todos los tiempos de ejecucion, mas la
carga inicial » menos el tiempo transcurrido T, como se vio en la ecuacion (4.18).
El valor esperado de esta carga final serd la suma de los valores esperados de los
términos que la componen. Por tanto también podemos calcular este valor espe-
rado de acuerdo con la ecuacion siguiente:

_ T -
i 1

Si sacamos del sumatorio T, por ser constante, el sumatorio que queda repre-
senta la utilizacion media del sistema, tal como se defini6 en (4.4), por lo que:

B=r—T+TU=r+TU-1)

De esta ecuacion se deducen las tres equivalencias que enuncia la proposicion.
[]

El siguiente teorema demuestra que la cadena de Markov es recurrente positiva
si se cumple que U < 1. Sin embargo, para esta demostracién es necesario afiadir
la hipétesis adicional de que la cadena sea irreducible. Mas adelante (pag. 100) ex-
plicaremos qué supone esta hip6tesis y mostraremos que existen sistemas (bas-
tante comunes) para los que esta hipdtesis no se cumple. Sin embargo, mostra-
remos también que incluso si no se cumple la condiciéon de irreductibilidad, la
condicion U < 1 sigue siendo valida para clasificar la cadena como recurrente
positiva.

Teorema 5. Sea un sistema S compuesto por un conjunto de tareas periédicas { T; },
y sea { Wy} el proceso de la carga para este sistema, que es una cadena de Markov.
Si dicha cadena es irreducible, y el sistema cumple U < 1, entonces la cadena es
ademds recurrente y positiva.

Demostracion. Recientes avances en la teoria de las cadenas de Markov nos di-
cen [Meyn y Tweedie, 1993; Tweedie, 2000] que, para probar que una cadena de
Markov irreducible es ademds positiva recurrente, basta con probar que se cum-
plen ciertas condiciones de deriva en los coeficientes de su matriz.
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En particular, una cadena de Markov irreducible es recurrente siy soélo si existe
una funcién no-negativa V(x), x € Z™, tal que V(x) — oo cuando x — oo,y
existe un numero N > 0 tal que

Y PG)V(G)<V(x) x>N (4.21)
j

Ademads de recurrente, la cadena irreducible serd positiva si y s0lo si existe una
funcién no-negativa V(x), x € Z" y un par de niumeros N > 0,¢ > 0 tales que:

ZP(j,x)V(j) < V(x)—c¢, x > N; (4.22)
j

y Y PG, x)V(j) <b<oo, x < N. (4.23)
j

Demostraremos a continuacién que la condicién }; ib,(i) < r implica que la
cadena es recurrente, y mds aun, la condicién ) ; ib,(i) < r, implica recurrencia
positiva. Puesto que estas condiciones equivalen respectivamentea U < 1y U <
1, esto completaria la demostracion del teorema.

Para demostrar que la condicién (4.21) se cumple, basta elegir como funcion
V(-) y entero N los valores V(x) = x, N = r. En efecto, debido a la estructura
repetitiva de P, a partir de la columna r los coeficientes se repiten, por lo que
podemos escribir que:

P(j,x)=br(j+r—x) x>r

Si llevamos este hecho, junto con la funcién V(x) = x yelentero N = r, ala
condicion de deriva (4.21), ésta queda:

Y b(j+r—x)-j<x x>r
j

Operando en esta inecuacion, moviendo x al primer miembro y sumando 7 a
ambos:

(r—x)+2jbr(j+r—x)§r x>
j

Por otro lado, al ser b, (-) una funcién de probabilidad, su suma es 1, por lo que
podemos escribir:

(r=x)} be(j+r—x)+} jbr(j+r—x)<r x>
j j

Y sacando factor comun al sumatorio finalmente queda:

Y(j+r=x)b(j—x+r)<r x>

]
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Y haciendo un cambio de variable vemos precisamente que la desigualdad a
que llegamos es ) ; ib,(i) < r, luego si se cumple esta desigualdad, la cadena es
recurrente como queriamos demostrar.

Para demostrar que ademas es positiva, debemos comprobar que se cumplen
también (4.22) y (4.23). Es trivial demostrar, siguiendo los mismos pasos de antes,
que la condicion (4.22) equivale a ), ib,(i) < r. Por otro lado, la condici6n (4.23)
es equivalente a ) ;ib,(i) < b < oo para todo x < r. Es decir, esta condicién
nos pide que el valor esperado para cualquiera de las » primeras columnas esté
acotado por un ntimero finito b. Esta condicion también se garantiza debido a la
estructura especial de nuestra matriz P, que tiene ceros a partir de la fila m, en
sus ¥ primeras columnas como se ve en (4.15).

Por tanto, cuando ), ib,(i) < r ambas condiciones se cumplen, y la cadena es
positiva recurrente. Por otro lado, la proposicién 3 demostré que esta condicién
equivale a U < 1, lo que completa la demostracién del teorema. O

El problema de la irreductibilidad En la terminologia de la teoria Markoviana, se
dice que un estado 7 “comunica” con otro estado j, si desde el estado i es posible
alcanzar el estado j en un ntimero finito de transiciones. Traduciendo esto al len-
guaje de nuestro problema, un valor de la carga inicial i “comunica” con otro valor
de la carga inicial j, si al comenzar un hiperperiodo con una carga de i unidades,
existe una probabilidad no nula de encontrar en el futuro un hiperperiodo que
comience con una carga de j unidades.

Se dice que una cadena de Markov es irreducible cuando todos los estados co-
munican entre si. Traduciendo esto al lenguaje de nuestro problema, esta hip6-
tesis supone que cualquier valor de la carga inicial deberia ser posible a lo largo
de los diferentes hiperperiodos, fuera cual fuese el valor de la carga inicial cuando
arranco el sistema.

Mostraremos un par de contraejemplos en los que se ve que es posible idear
sistemas que no cumplen esta hipotesis, y que de hecho no son raros.

Un caso trivial de sistema no irreducible, seria uno que tenga U™ > 1. En este
sistema, la carga al final de cada hiperperiodo siempre aumenta, por lo que si par-
timos de una carga inicial de 1 unidad, por ejemplo, nunca podriamos alcanzar en
el futuro una carga de 0 unidades. Por tanto el estado 1 no comunica con el esta-
do 0 y la cadena no es irreducible. Sin embargo este caso carece de importancia
practica, puesto que un sistema asi seria claramente poco realista.

Un caso menos trivial y mds interesante es el siguiente. Considérese un sistema
compuesto por una unica tarea, cuyos parametros son:

» Offset, 1 = 3,

= Periodo, T7 = 4,
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» Tiempo de ejecucion, €1 s6lo puede tomar los valores 2 6 6, ambos con igual
probabilidad (pero no ningtn valor intermedio).

» Plazo y prioridad no son relevantes para el ejemplo.

La figura 4.17 muestra el patron de activaciones de este “sistema”. La longitud
del hiperperiodo evidentemente coincide con el periodo de la tinica tarea que lo
compone. El primer hiperperiodo completo ocurre para ky = 0.

T T T T

Figura 4.17.: Ejemplo sencillo de un sistema no-irreducible

Vemos que, suponiendo una carga inicial cero, al final del hiperperiodo (t = 4)
la carga s6lo puede tomar los valores 1 6 5 (ya que la tarea que se ejecutaen t = 3
solo puede tomar un tiempo de ejecucion de 2 6 6). Desde el estado 0, se pasa al
estado 1 6 al 5.

Si la carga inicial es 1, tenemos la misma situacion, ya que esa carga inicial se
absorbe en el hueco de 3 unidades que hay antes de que llegue la tarea. Por tanto
desde el estado 1 s6lo se puede pasar de nuevo al estado 1 6 al 5.

Si la carga inicial es 5, cuando llega la tarea ain quedan 2 unidades, que se su-
mardn al trabajo de la propia tarea, por lo que la carga final puede ser de 3 6 7.
Desde el estado 5 s6lo se puede pasar al estado 3 6 al 7.

Finalmente, si la carga inicial es 3, serd absorbida antes de que llegue la tarea,
por lo que estamos en el mismo caso en que la carga inicial era cero, y la carga
final s6lo puede tomar los valores 1 6 5. Desde el estado 3 s6lo se puede pasar al
estado 1 6 al 5.

Figura 4.18.: Comunicacion entre estados, partiendo del estado cero, para el ejem-
plo no-irreducible

En la figura 4.18 vemos el patrén general de transiciones partiendo del estado
cero. Desde €l 0 s6lo se puede pasar al estado 1 6 5, y desde un estado impar s6lo
se puede alcanzar otro estado impar. Los estados pares no son alcanzables desde
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cero, luego la cadena no es reducible. También vemos que si la carga inicial tiene
un valor impar, es imposible asimismo que en el futuro tome valor par o cero. Otra
razon mas de irreductibilidad.

Esta situacién no es tan artificial como pueda parecer, puesto que puede darse
si los tiempos de ejecucion de las tareas tienen valores “prohibidos”, es decir, que
no pueden ocurrir nunca. Esto puede causar que haya valores prohibidos también
para la carga total del sistema, que por tanto sé6lo podrd evolucionar tomando va-
lores en un cierto subconjunto de los enteros (en el ejemplo anterior, el subcon-
junto de los impares).

Podriamos analizar también qué ocurre si la carga inicial fuese 4, por ejemplo.
Veriamos que en este caso la carga final podria ser 2 6 6. Parece que con una carga
inicial par, si que se pueden alcanzar valores de carga final pares. Sin embargo
obsérvese que una vez alcanzado el valor 2 (el cual se alcanzara eventualmente
puesto que la carga tiene una probabilidad no nula de disminuir), quedaremos
“atrapados” de nuevo en el subconjunto de los impares. En efecto, si la carga llega
a 2, estas 2 unidades serdn absorbidas por las 3 unidades de tiempo libre que hay
al principio del hiperperiodo siguiente, por lo que la situacién serd la misma que
si la carga inicial hubiese sido cero. Del estado 2 s6lo podremos pasar al 1 6 el 5.
La figura 4.19 muestra el diagrama de estados completo.

Figura 4.19.: Comunicacion entre estados, partiendo de cualquier estado, para el
ejemplo no-irreducible

Cabe la pena insistir en que si partimos de un estado par mayor de 2, el sistema
se “moverd” durante un tiempo por los estados pares, pero eventualmente “caera”
en el estado 2 y ya no podrd abandonar la secuencia de estados impares. Si el
sistema se estd ejecutando un tiempo infinito, la fraccién de tiempo que ha estado
en los estados pares es despreciable frente al total. El comportamiento a largo
plazo del sistema estd dominado por la cadena moviéndose sélo entre estados
impares. Esta idea es crucial.

En general, demostraremos que para cualquier sistema con U < 1 es posi-
ble encontrar un conjunto C de enteros tal que para cualquier par de enteros i, j
pertenecientes a C, el estado i comunica con el estado ] En el ejemplo anterior,
C seria el conjunto de los nimeros impares. Si construimos una nueva cadena
de Markov restringida al conjunto C, esta nueva cadena serd irreducible, por lo
que se le podra aplicar el teorema 5. Por otro lado, veremos que el conjunto C es
“absorbente”, lo que quiere decir que si el estado inicial del sistema original no
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pertenece a C, de todas formas estd garantizado (probabilidad 1) que al cabo de
un nimero suficiente de transiciones (hiperperiodos) el estado estard en C, por
lo que si la cadena restringida era recurrente positiva, la cadena original, sin res-
tringir, también acabard por adoptar una distribucién estacionaria, una vez que
haya entrado en el conjunto C de estados.

Veamos ahora coémo construir dicho conjunto C. Cabe destacar que esta sec-
cion tiene un interés puramente tedrico, ya que mas adelante daremos un método
para obtener la distribucién estacionaria 7T que no requiere en absoluto conocer
si el sistema es irreducible o no, ni mucho menos obtener de antemano el conjun-
to C. Esta demostracion va encaminada tinicamente a convencer al lector de que
el hecho de que la cadena original no sea irreducible no tiene importancia préc-
tica, puesto que la existencia de C y su condicién “absorbente” garantizan que
de todas formas se alcanzard el régimen estacionario también para los sistemas
no-irreducibles, con tal de que U < 1.

Sea W™IM e] minimo valor que puede tomar la carga al final de un hiperperiodo.
Podemos calcular este valor planteando un hiperperiodo completo en el que to-
dos los trabajos requieran su minimo tiempo de computacion, y asumiendo ade-
mads que la carga inicial era cero. Por ejemplo, en el sistema de la figura 4.17, el
valor de W™IM seria 1, que sale cuando la tarea toma su minimo tiempo posible
(2) yla carga inicial es cero.

El valor de W™ asi obtenido es un estado que es alcanzable desde cualquier
otro. Esto es debido a que, bajo la hip6tesis U™" < 1, existe una probabilidad no
nula de que la carga disminuya en un hiperperiodo, y por tanto existe una proba-
bilidad no nula de que la carga disminuya durante # hiperperiodos consecutivos,
hasta alcanzar el valor W™ desde no importa qué valor inicial de la carga. Una
vez hallado Wmin, definimos C como el conjunto de todos los estados alcanza-
bles desde W™ En el ejemplo anterior se trataria del conjunto de los nimeros
impares. Estd claro que todos los estados contenidos en este C comunican entre
si (siempre se podra llegar a cualquiera de ellos desde cualquier otro pasando a
través del estado W™in),

Construyamos ahora una nueva cadena de Markov, que evoluciona tinicamen-
te en el espacio de estados definido por C. Para ello, escribimos una nueva matriz,
P, a partir de la matriz original, P, por el método de tomar de P solamente los
elementos cuyos indices (fila y columna) estén en C. Llamemos g(-) a la funcién
que mapea los indices de P sobre los indices de P. Dicho de otro modo, el ele-
mento P¢(i, j) es una copia del elemento P(g(7), g(j))-

En el ejemplo de la figura 4.17, tendriamos que C es el conjunto de los ntimeros
impares; la matriz P se construiria tomando las filas y columnas impares de la
matriz P; y la funcién g(-) se definiria como g(x) = 2x + 1.

La cadena de Markov definida por la matriz P es irreducible, puesto que por
construccion todos los estados de C comunican unos con otros. Ademads, es sen-
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cillo demostrar que, si el sistema original definido por P cumplia que U < 1,
entonces la cadena restringida definida por P cumplird las condiciones de deri-
va de las ecuaciones (4.22) y (4.23). Para ello basta tomar como funcién de deriva
V(x) = g(x) y como constante N el primer entero tal que g(N) > r.

De lo anterior se deduce que, si el sistema tiene U < 1, entonces la cadena de
Markov restringida a C es irreducible, positiva y recurrente. Por tanto tendréd una
distribucién estacionaria 7t tal que 7t = Pc7tc. A partir de este 71 podemos
definir una distribucion estacionaria 7t para la matriz no-restringida original P en
la forma siguiente:

7(x) = nc(g M (x)) VxeC, (4.24)
0 Vx ¢ C.

En efecto, esta funcién 7z(-) asi definida es una funcién de probabilidad, puesto
que su suma es 1 (ya que la suma de 7t era 1). Por otro lado, cuando el sistema
tiene U < 1, la carga “tiende” a disminuir, y a largo plazo existe una probabilidad
1 de que llegue a tomar el valor WMIn pyesto que este valor estd en C, estd garan-
tizado que con el paso del tiempo la cadena de Markov acabaré entrando en C, y
ya no podra salir. Por tanto, a largo plazo, la probabilidad de que la cadena esté en
un estado fuera de C es cero, ya que un estado asi sélo serd visitado un ntimero
finito de veces, antes de entrar para siempre en C (ntimero infinito de veces). Por
esto, definimos 77(x) como cero, para cualquier x fuera de C. En cambio, six € C,
la probabilidad de estar en el estado x vendra dada por 7t (-), tras “deshacer” el
cambio de indices a través de la funcién g(-).

Si aplicamos estas ideas al ejemplo de la figura 4.17, tendriamos que la distribu-
cion estacionaria de la carga para ese sistema se calcularia en la forma siguiente:

1. Construir la matriz P- tomando de P s6lo los elementos con ambos indices
impares.

2. Obtener la distribucion estacionaria 77 de la matriz P (en la siguiente sec-
cién abordaremos este problema)

3. Construir la distribucién estacionaria 7t(x) a partir de la 7t (-) antes obte-
nida, sin mds que asignar cero para todo punto con x par, y asignar 7t¢ ((x —
1)/2) a todo punto con x impar.

En realidad, lo anterior no es necesario en la practica, y se expone aqui por un
interés puramente tedrico. Si directamente obtenemos la distribucion estaciona-
ria de la matriz P por el método que veremos enseguida, olviddndonos de si la
cadena de Markov era irreducible o no, hallaremos una distribucién 7t que au-
tomaticamente tendrd ceros en los lugares correctos (correspondientes a indices
fuera de C). El s6lo hecho de que el sistema tenga U < 1 garantiza que existe una
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distribucién estacionaria tnica, por lo que podemos buscarla directamente sin
necesidad de restringir antes la cadena al conjunto C. Esto es muy conveniente
porque, en general, determinar el conjunto C puede ser extremadamente dificil.

Calculo de la distribucidon estacionaria

Hemos demostrado en la seccién precedente que, si el sistema tiene U < 1,
entonces existe un inico vector 7T que sume 1y tal que:

mw=Pmr

Ahora la pregunta es ;podemos conocer el valor de las componentes de éste
vector? La ecuacién anterior parece plantear que 7t seria un vector propio de la
matriz P, correspondiente al valor propio 1. Si P fuera finita, digamos de dimen-
sion N x N, entonces efectivamente la ecuacién matricial anterior daria origen a
un conjunto de N ecuaciones con N incégnitas (que serian las N componentes
de 71), y bastaria solucionar este sistema de ecuaciones para obtener la respuesta
buscada.

Por desgracia la matriz P es infinita, por lo que si tratamos de desarrollar la
ecuacion matricial anterior, obtendremos un sistema de infinitas ecuaciones con
infinitas incégnitas que claramente no puede ser resuelto.

Presentaré en esta seccion un método que permite obtener los infinitos coefi-
cientes de 7t. El método, como se verd, proporciona de forma numérica los pri-
meros elementos, junto con una ecuacién en forma cerrada que permite obtener
cualquiera de los restantes. El interés de esta ecuacion es que muestra la forma
general que tiene la distribucion 7z, para cualquier sistema. Ademas, si el sistema
es muy simple puede aplicarse este método para obtener de forma exacta tantos
elementos de 7T como se desee. En cambio, para sistemas grandes, la complejidad
del problema (nimero de ecuaciones a resolver) hace este método inaplicable, y
deberemos recurrir a aproximaciones que se trataran en la seccion 4.6.

En lugar de dar una descripcion formal del método, que seria muy farragosa,
daré un ejemplo que se resolverd paso a paso, mencionando donde sea necesario
como se generalizaria el ejemplo a cualquier otro caso. El sistema de ejemplo se
muestra en el cuadro 4.7.

Este sistema tiene un hiperperiodo de longitud 12, con el patrén de activaciones
de trabajos que se muestra en la figura 4.20.

Ya que las tareas tienen offset cero, el primer hiperperiodo completo empieza
en t = 0. El sistema tiene una U™# de 16/12, que es mayor de uno, por lo que
la carga al final del primer hiperperiodo tiene diferente distribucién que la carga
inicial. No se puede analizar el primer hiperperiodo y extrapolar a los demds. Por
otro lado, la U del sistema es 0.925, inferior a 1, por lo que de acuerdo con el
teorema 5 el sistema tendrd una distribucion estacionaria tnica tal que 7t = Prt.
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Tarea Offset Periodo Prioridad Tiempo de ejecucion (C;)
T 0 4 alta {1,2} con la misma probabilidad
() 0 6 baja {2,3,4} con prob. 0.2, 0.3 y 0.5, respect.

Cuadro 4.7.: Sistema de ejemplo para obtencion de la distribucién estacionaria de
la carga

|
I S

|
!
T T T T l T T T

T ‘ !

T T T T I T T

(%

T T T T I T T T T | T T T T I T T T T | T T T T I

0 5) 10 15 20 25

Figura 4.20.: Patrén de activaciones del ejemplo

En primer lugar debemos encontrar la matriz P. Para ello, basta aplicar el mé-
todo “convolucionar y encoger” a lo largo del primer hiperperiodo, partiendo en
el instante ¢t = 0 hasta llegar al instante t = 12, y usando como carga inicial una
carga determinista de valor k. La PF de la carga para el instante 12 asi obtenida,
serd la columna k de la matriz P. De acuerdo con el teorema 4, la matriz P tiene
una estructura tal que s6lo es necesario calcular r + 1 columnas, pues el resto se
repiten. El valor de r fue definido en la ecuacion (4.17) que repetimos aqui para
comodidad del lector:

r=T+Wm"— chlmin

i 1

En este ejemplo, porloquer = 1240 — (3 x 142 x 2) = 5, de modo que
solo necesitamos calcular las columnas 0 a 5 de P. El resultado es el siguiente (los
guiones representan el cero):
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r

08375 059 03275 0,13125 0,035 | 0,005 -
0,13125 0,2425 0,2675 0,19625 0,09625 | 0,03 0,005
0,03125 0,13125 0,2425 0,2675 0,19625 |0,09625 0,03

— 0,03125 0,13125 0,2425 0,2675 |0,19625 0,09625
= — 0,03125 0,13125 0,2425 | 0,2675 0,19625
P= - = = 0,03125 0,13125 | 0,2425 0,2675 . (4.25)

— - - — 0,03125 | 0,13125 0,2425
— - - — — 0,03125 0,13125
- - - - - - 0,03125

Hemos calculado también la columna 6 para verificar que, efectivamente, es
idéntica a la columna 5, s6lo que desplazada una posicién hacia abajo. La colum-
na 5 tiene 8 elementos distintos de cero, por lo que m, = 7 en este ejemplo. En
general m, serdaigualar — T + Y ;(T/T;) C!"®*. Comprobamos que, como estaba
previsto, ninguna de las cinco primeras columnas tiene mds de m, + 1 elementos
no nulos.

Observemos otro hecho fundamental. Debido a que las columnas se repiten
desplazadas a partir de la columna r, también ocurre que las filas se repiten des-
plazadas a partir de la fila m,. En realidad, en este ejemplo particular, este patron
a nivel de fila aparece mucho antes, en la fila 2 (comenzando a numerarlas por
cero), pero en el caso general esta regularidad sé6lo se puede garantizar a partir de
la fila m;.

Se trata pues de resolver la ecuacion 1 = Pt siendo P la matriz anterior. Si
desarrollamos la ecuacién matricial en un sistema de ecuaciones, obtendremos
infinitas ecuaciones, e infinitas incognitas que llamaremos 71, 771, . . . que son los
componentes de 7T. Sin embargo, s6lo las primeras m; + 1 ecuaciones son “real-
mente diferentes”, ya que debido a la regularidad a nivel de fila, las ecuaciones a
partir de la m, tienen siempre los mismos coeficientes, s6lo que afectando a dife-
rentes incognitas.

Podemos dividir por tanto el sistema de infinitas ecuaciones en dos partes. En
primer lugar tenemos un conjunto de (11, 4+ 1) ecuaciones con (1, + r 4+ 1) in-
cOgnitas. En nuestro ejemplo son 8 ecuaciones con 13 incdgnitas, que son las si-
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guientes:

10 = 0,8375719 + 0,59571 + 0,3275712 + 0,1312573 + 0,035714 + 0,005775
11 = 0,13125719 + 0,242577; + 0,2675775 + 0,1962573 + 0,09625714

+ 0,037t5 + 0,00577¢
115 = 0,03125719 + 0,1312577; + 0,2425775 + 0,2675773 + 0,1962571,

1 0,0962575 + 0,037 (4.26)

77 = 0,031257t5 + 0,1312571¢ + 0,2425717 + 0,2675718 + 0,19625719 + 0,09625 7719
+ 0,037t17 + 0,0057T17

Y por otro lado, las restantes ecuaciones tienen todas una misma forma gene-
ral, debido a que los coeficientes se van repitiendo desplazados hacia la dere-
cha. Podemos resumir las restantes ecuaciones en una sola expresion, valida para
j>my+ 1

rtj = 0,031257t;» 4 0,131257tj1 + 0,2425077; + +0,2675071; 11 + 0,1962577; 2
+0,096257;13 + 0,0300077+4 + 0,0050077; 15

Observar que los coeficientes en esta ecuacion son los mismos que los que apa-
recen en la columna r de P, y que como ya se explic6 estos coeficientes son el
resultado de la convolucion de las PFs de los tiempos de ejecucion de todos los
trabajos lanzados en un hiperperiodo completo.

Despejando el ultimo término (77+5) obtenemos la ecuacion:

7Tj+5 = —6,257(]'_2 — 26,257Tj_1 + 151,57'[]' — 53,57'(j+1 (4 27)
— 39,2572 — 19,2573 — 67Tj14

Esta ecuaci6n es unarelacion de recurrencia, que es cierta paratodoj > m;, +1,
en nuestro ejemplo, para j > 8. Paraj = 9, la ecuacioén anterior nos permiti-
ria calcular 7114 a partir de 7113, 7112, . . . 7T7, si conociéramos los valores de estos
primeros componentes. Y aplicando de nuevo la misma ecuacién para j = 10,
obtendriamos 7115 a partir de los 7 componentes anteriores, etc. Por tanto, si pu-
diéramos determinar los primeros m; + r + 1 componentes de 7t, usando la ecua-
cién (4.27) repetidamente podriamos determinar los siguientes. Por desgracia,
nos faltan ecuaciones para poder determinar los primeros componentes de 7t.

Pero podemos hacer uso de un hecho, y es que sabemos que U < 1y que por
tanto 7T existe y es inico. La existencia de 7T nos servird para plantear nuevas ecua-
ciones que permitirdn resolver el problema.
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Comenzamos por reescribir la ecuacion (4.27) en forma matricial:

i1 0 1 0 0 0 0 0 ( T2

7T 0 0 1 0 0 0 0 i1
it 0 0 0 1 0 0 0 ]

w2 [ = o 0 0 0 1 0 0 i1
7Tits 0 0 0 0 0 1 0 7T
7Tj1a 0 0 0 0 0 0o 1 7Tjs3
\n]' - —625 —2625 151,5 —535 —3925 —1925 —6 Kﬂj o

(4.28)

Y sillamamos Q; al vector columna (772, 7Tj—1, 7Tj, 7Tj+1, 7Tj+2, 7Tj+3, Tj+4)T, ¥
A ala matriz de coeficientes, la recurrencia se expresa mdas concisamente como
Qj+1 = AQjy esvidlida paraj > 8. Observar que la dimension de la matriz
A es my, y que la tltima fila de la misma se obtiene trivialmente a partir de los
coeficientes de la columna r de P.

La forma matricial nos permite ver facilmente que Q9 = AQg, Q19 = A2Qg,
Q1 = A3Q8, etc. En general:

Q, = A”*8Qg paran > 8 (4.29)

Para poder calcular ficilmente A”~8, diagonalizaremos esta matriz. Es decir,
reescribimos A en la forma A = V~!DV, donde V! es la matriz cuyas colum-
nas vq,Vyp,...,Vy son los vectores propios de A; la matriz D es una matriz dia-
gonal cuyos elementos son Aq, Ay, ..., Ay, los valores propios de A;yla matriz V
es la inversa de V™. Una vez realizada la diagonalizacion, elevar A a cualquier
potencia es mucho mds sencillo, ya que basta elevar a esa potencia la matriz dia-
gonal D, es decir, A¥ = V"1D*V. Esto nos lleva a la siguiente ecuacion:

Q. =V 'D"VQy
= cl)\’f_Svl + Cz)Lg_SVz + C3/\gl_8V3 + C4/\Z_8V4 (4.30)
+ C5)L151_8V5 + C6)Lg_8v6 + C7/\;l_8V7

donde los términos ¢; son unos coeficientes reales que vienen dados por la ecua-
cion

(c1,¢2,¢3,¢4,¢5,¢6,¢7)T =V - Qg =V - (716, 117, 718, 719, 7110, 7711, 7T12) T (4.31)
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Para hallar los valores propios de A es necesario resolver su polinomio carac-
teristico. Este puede encontrarse de forma muy simple, sin que sea necesario si-
quiera escribir la matriz A, directamente a partir de los coeficientes de la columna
r de P. Puede demostrarse facilmente que la forma general de este polinomio es:

my

FA) = (Y b ()A™ ) =A™ =0 (4.32)
i=0

Observar que el grado del polinomio es m1,. En el ejemplo, tras plantear y resol-
ver el polinomio caracteristico se obtienen las siguientes raices:

A = (—3,2976 + 1,8251)
Ay = (—3,2976 — 1,8251)
A3 = (—0,3099 + 3,07551)
Ay = (—0,3099 — 3,07551)
As =

A¢ = 0,3476

A7 = —0,1325

Entre ellas siempre habrd una solucién de valor 1, puesto que todas las filas de
A siempre suman 1. Entre las soluciones restantes, habra algunas que tengan mo-
dulo mayor de 1y otras que tengan modulo menor de 1. Sin embargo, si miramos
la ecuacion (4.30), vemos que esto plantea una aparente paradoja. En efecto, al ir
todos los A; elevados a (n — 8), si algunos de ellos son mayores de 1, los términos
correspondientes tenderdn a infinito a medida que crece 7, mientras que los tér-
minos con A; < 1irdn tendiendo a cero. Los términos que tienden a cero no son
problema, pero los que tienden a infinito si, porque hacen que los diferentes ele-
mentos de la solucién, los valores 7t;, también tiendan a infinito. Si esto ocurriera,
7T no seria sumable, y por tanto la distribucién estacionaria no existiria.

Pero 7T existe, lo hemos demostrado antes. Por tanto esta paradoja s6lo puede
resolverse si los términos con A; > 1 desaparecen de la ecuacién (4.30). Es decir,
si los correspondientes c; son cero. Puesto que los ¢; ain no han sido determina-
dos (son incégnitas del problema), podemos forzar a que algunos de ellos sean
cero. De este modo obtenemos nuevas ecuaciones. En este ejemplo particular, los
valores propios con médulo mayor de 1 son Ay, Ay, A3, A4 vy As, por lo que, para
garantizar la existencia de 7z, los coeficientes cq, ¢», ¢3, ¢4 y ¢5 han de ser cero.

Esto dard origen a 5 nuevas ecuaciones, que plantearemos a continuacion. Pa-
ra ello necesitamos conocer los valores de la matriz V, lo que implica a su vez
obtener los vectores propios de A. En el ejemplo, los resultados son:
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—0,00033 + 0,00004i —0,00033 — 0,00004:
-+0,00104 — 0,00073i +0,00104 + 0,00073i
—0,00208 + 0,00430i —0,00208 — 0,00430:
vy = | —0,00098 — 0,01798: vy = | —0,00098 + 0,01798i
+0,03604 + 0,05751i -+0,03604 — 0,05751i
—0,22382 — 0,12387i —0,22382 + 0,12387i
+0,96416 + 0,00000i +0,96416 + 0,00000i
-+0,00089 — 0,00061i +0,00089 + 0,00061i
-+0,00161 + 0,00294i +0,00161 — 0,00294i
—0,00954 + 0,00405: —0,00954 — 0,00405i
vy = | —0,00951 — 0,03059i vy = | —0,00951 + 0,03059i
+0,09704 — 0,01976i +0,09704 + 0,01976i
+0,03069 + 0,30457i -+0,03069 — 0,30457i
—0,94623 + 0,00000i —0,94623 + 0,00000i
—0,37796 —0,9376558 —0,99118
—0,37796 —0,3258970 +0,13132
—0,37796 —0,1132706 —0,017398
vs = | —0,37796 vg = | —0,0393690 vy = | +0,002305
—0,37796 —0,0136833 —0,000305
—0,37796 —0,0047558 +0,000040
—0,37796 —0,0016530 —0,000005

Estos vectores nos dan directamente las columnas de la matriz V~!, y hallan-
do su inversa obtenemos la matriz V (se redondea al tercer decimal para ahorrar
espacio):

0,512 +0,911i 2,147 43,5491 —12,443 —23,182i 4,289+ 14,778 4,116 +1,739i 0,844 +1,873i 0,536 + 0,331i
0,512 -0,911i 2,147 —3,5491 —12,443+423,182i 4,289 —14,778i 4,116 —1,739i 0,844 —1,873i 0,536 —0,331:
0,503 —0,009i 2,094 -0,199i —12,331 —0,453i 4,562+ 3,908; 4,270 —1,651i 0,880 —1,348i 0,021 — 0,248i
V =0503+0,009 2,094+0,199i —-12,331+0,453i 4,562 —-3,908; 4,270+1,651i 0,880+ 1,348 0,021 +0,248i

+0,092 +0,478 —1,749 —0,963 —0,386 —0,103 —0,015
-0,373 —2,636 +1,445 +0,968 +0,445 +0,131 +0,021
—0,691 +2,314 -0,712 —0,539 —0,271 —0,086 —0,015

Una vez conocida V, la ecuaciéon matricial (4.31) puede ser reescrita en forma
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de sistema de ecuaciones:

c1 = (0,512 + 0,9111) 76 + (2,147 + 3,549i) 7t + (—12,443 — 23,182i) 73
+ (4,289 + 14,778i) 719 + (4,116 + 1,739i) 130 + (0,844 + 1,873i) 7111
+ (0,536 + 0,331i) 7113
¢2 = (0,512 — 0,9111) 776 + (2,147 — 3,549i) 7t + (—12,443 + 23,1821 775
(4,289 — 14,778i) 7T + (4,116 — 1,739i) 7110 + (0,844 — 1,873i) 711
+ (0,536 — 0,3311) 7112 (4.33)

c5 = 0,092716 + 0,478717 — 1,74978 — 0,963 719 — 0,3867710 — 0,103 7711 — 0,01577172
c6 = —0,37376 — 2,636717 + 1,445718 + 0,968719 + 0,4457119 + 0,1317711 + 0,021 7712
¢z = —0,69176 + 2,314717 — 0,712718 — 0,539719 — 0,2717719 — 0,0867111 — 0,0157712

Como hemos dicho, para que la solucién 7t exista es necesario que los coefi-
cientes c1, C,C3,C4 Y C5 sean cero, por lo que llevando este dato a las ecuaciones
anteriores, tenemos que las cinco primeras se convierten en restricciones adicio-
nales que deben cumplir las primeras componentes de 7. Si sumamos estas 5
nuevas ecuaciones a las 8 que teniamos inicialmente (obtenidas de las 8 primeras
filas de la matriz de Markov P), tendremos en total 13 ecuaciones y 13 incégnitas
(710, - - ., 7112), luego parece que el sistema podria ser resuelto.

Sin embargo esto no es asi, ya que una de las cinco ecuaciones que acabamos
de obtener es linealmente dependiente de las demas. Se trata de la ecuacion re-
sultante de hacer c5 = 0, y esto es asi porque c5 es el coeficiente que afecta al
valor propio A5, que es el de valor 1 que ya hemos dicho que aparece siempre y no
aporta informaciéon adicional. De modo que tenemos en realidad 12 ecuaciones
linealmente independientes y 13 incognitas.

Se puede demostrar que esto siempre ocurrird para cualquier sistema, es de-
cir, que finalizaremos con un conjunto de m;, + r 4+ 1 ecuaciones, de las que una
debe ser descartada, y m, + r 4+ 1 incégnitas. Estas ecuaciones provienen de dos
planteamientos diferentes: las (m, + 1) primeras provienen directamente de las
primeras filas de P; las r restantes provienen de plantear que algunos de los ¢; han
de ser cero en la ecuacion (4.31). Para esta segunda parte es necesario diagonali-
zar la matriz A. Para obtener  nuevas ecuaciones, tiene que ocurrir que al hallar
los valores propios de A, aparezcan siempre 7 valores propios con médulo mayor
o igual a uno. Es decir, que el polinomio (4.32) debe tener siempre r soluciones
fuera del disco unidad. Se puede demostrar que esto siempre ocurrird con tal de
que U < 1. La demostracién puede encontrarse en el apéndice B.1.

De todas formas, atin nos falta una ecuacion para poder determinar las prime-
ras componentes de 7t. Por tanto, de momento, lo que tenemos es un conjunto de
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ecuaciones en las que podemos poner todo en funcion de la primera componen-
te 77p. Como son ecuaciones lineales, lo que tenemos son infinitas soluciones 7,
que en realidad son todas la misma excepto por un factor multiplicativo. De todas
estas soluciones, s6lo una tendré su suma igual a 1. La ecuacién que falta que nos
permitird hallar 7t es por tanto:

i?‘(i =1
i=0

Una forma de resolverlo puede ser simplemente hacer 7tp = 1, resolver el siste-
ma de (m, + r) ecuaciones que ahora tiene (1, + r) incégnitas, y de esta forma
obtener las primeras (m, 4+ ) componentes de 7t. Una vez obtenidas, llevamos
estas soluciones al sistema (4.33) de donde podremos obtener los valores de los
¢; que eran distintos de cero (en nuestro ejemplo obtendriamos asi los valores de
Ce V ¢7). Finalmente, llevaremos estos c; a la ecuacion (4.30), junto con los valore
propios A; de m6dulo menor de 1, y obtendremos de esta forma la férmula gene-
ral que nos da el valor de 7t,; para cualquier n > m,, y habremos determinado por
consiguiente la forma completa de 7t.

Sigamos estos pasos en nuestro ejemplo:

1. Hacer 1y = 1 yresolver el sistema de 12 ecuaciones formado por:

m Las 8 ecuaciones mostradas en (4.26)

= Las 4 ecuaciones obtenidas al hacer c; = ¢ = ¢c3 = ¢4 = 0 en (4.33).
Observar que algunas de las ecuaciones en (4.33) incluyen nimeros
complejos, por ejemplo la ecuacion que fuerza c; = 0. Ya que hay que
forzar que tanto la parte real como la imaginaria sean cero, cada una de
estas ecuaciones daria lugar a dos. Pero por otro lado, para cada ecua-
cién con nimeros complejos existe otra con los mismos niimeros con-
jugados. Asi, en el ejemplo, la conjugada de ¢; = 0 es c; = 0. Puesto
que la forma conjugada da lugar a las mismas ecuaciones, al final el n1-
mero de ecuaciones total se mantiene en 4, y no se dobla como pudiera
parecer a primera vista.

Tras resolver el sistema obtenemos:

1 = 0,21508 715 = 0,003661 19 = 0,000053
1o = 0,09230 16 = 0,001278 110 = 0,000019
i3 = 0,02976 ty = 0,000443 1, = 6,4737107°
1ty = 0,01065 g = 0,000154 o = 2,250010°°

2. Llevar los resultados al sistema (4.33) para determinar los valores de cg y c7
(los demds deben ser cero, lo que también puede verificarse en este punto).
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En nuestro caso obtenemos:

ce = —0,00136122 c7 = —1,50568 10~°

3. Llevar estos cg y c7, junto con los valores propios Aq¢ = 0,3476 y Ay =
—0,1325 y los vectores propios vg y vy, a la ecuacion (4.30), para obtener:

TTn_2 —0,93766 —0,99118
TTn_1 —0,32590 +0,13132
T, —0,11327 —0,01740
Tup1 | = —0,00136 | —0,03937 | (0,3476)" 8 —1,505710° | +0,00231 | (—0,1325)" 8
TTni2 —0,01368 —0,00031
TTni3 —0,00476 +0,00004
Tlnia —0,00165 —0,00000

La ecuacion matricial anterior es valida, como vimos, paran > 8,ydalugara?7
ecuaciones que dan la forma general de 71. En realidad, las 7 ecuaciones describen
la misma forma, por lo que podemos tomar una cualquiera de ellas, por ejemplo
la primera:

T2 = (—0,0136)(—0,93766)(0,3476)" 8 — (1,5057 106)(—0,99118)(—0,1325)" 8

vdlida para n > 8. Cambiamos n — 2 por 7, y operamos para obtener:

7, = 0,0127635(0,3476)" ® +1,49242107%(—0,1325)"® n>6 (4.34)

Por tanto tenemos ya una expresion que nos da todas las componentes de 7T a
partir de la sexta (las seis primeras ya las teniamos del sistema de ecuaciones).

Sin embargo, para poder resolver el sistema hemos hecho la hipotesis de que
7o = 1, lo cual es claramente falso, puesto que en este caso la suma de todos los
componentes de 7T no puede ser 1. El tltimo paso serd entonces calcular la su-
ma del 7t que hemos obtenido y dividir todos sus términos por ella, para obtener
un nuevo 7T que pueda ser una funcién de probabilidad y que por tanto serd la
distribucion de la carga estacionaria que buscdbamos.

La suma de los componentes de 7T se puede hallar, a pesar de que 7 tiene infini-
tos componentes, gracias a que a partir de un componente dado todos los demds
siguen la ecuacion (4.34) que es una suma de exponenciales. Por tanto:
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00 6 00
Y =) M+, W
i=0 i=0 i=7
= Z T + Z 0,0127635(0,3476)' ¢ + 1,49242 107%(—0,1325)' 6
i=0 i=7

7t +0,0127635 ¥ 0,3476' ¢ +1,49242107¢ } " (-0,1325)°
i=7 =7

I
™

Il
o

7t +0,0127635 ¥ 0,3476/ +1,49242107° ¥ (—0,1325)/
j=1 j=1

I
™

Il
o

La suma de la serie geométrica, al ser su razén menor de 1, converge y puede
calcularse con ayuda de la férmula

0o pn
o' = p<1
Le o1

Por otro lado, la suma de los términos 71, . . ., 7T €s conocida, puesto que te-
nemos los valores numéricos de las primeras componentes de 7t. Con todo ello,
calculamos finalmente que la suma del vector 7T es:

Y i =1,353413768
i=0

Por tanto, dividiendo todos los valores obtenidos para 71, 711, . . ., 7712 entre esta
cantidad, tendremos los valores correctos. Y dividiendo la ecuacién (4.34) tendre-
mos la férmula general para cualquier componente a partir del sexto.

El resultado final es, por tanto el que se muestra en el cuadro 4.8. Observar que
los términos 717, 713, . . ., 7112, se obtienen de dos formas diferentes, pero deben
salir lo mismo en ambas. Por un lado salen del sistema de 12 ecuaciones, y por
otro lado salen de la férmula general cerrada valida parai > 6.

Conclusiones Elmétodo desarrollado en detalle en el ejemplo anterior, es aplica-
ble a cualquier sistema con U < 1. Sin embargo hay que destacar la complejidad
computacional de la solucidn, a la que contribuyen los siguientes factores:

= Por unlado es necesario computar  columnas de la matriz de Markov, y ca-
da columna exige aplicar el método “convolucionar y encoger” a lo largo de
todo un hiperperiodo. Cuantos mas trabajos se ejecuten en un hiperperiodo,
mas costosa serd la obtencion de cada columna de P.

115



4. Analisis

Primeros 12 componentes

o 0.738872 | gy 0.007869 | 7rg  0.000114
t1 0.158917 | t5  0.002705 | 719  0.000040
1o 0.068203 | 71  0.000944 | 71190 0.000014
3 0.021987 | 7ty 0.000328 | 7111 0.000005

Férmula general para los restantes

71; = 0,000943062(0,34766568)'
+1,1027107%(—0,1324854)° i >6

Cuadro 4.8.: Distribucion estacionaria normalizada

= Por otro lado, es necesario diagonalizar la matriz A. La dimension de esta
matriz es m,, que es la longitud de la columna r-ésima de P. Esta columna
es el resultado de la convolucion de todos los tiempos de ejecucion de los
trabajos a lo largo de un hiperperiodo por lo que, de nuevo, cuantos mas
trabajos haya mayor serd la matriz A y el coste de su diagonalizacion.

» Finalmente es necesario resolver un sistema de m, + r ecuaciones con n, +
r incognitas, lo cual de nuevo es tanto mds costoso cuanto mayor sea el nu-
mero de trabajos lanzados en un hiperperiodo.

En el capitulo 6.1 se realizard un analisis detallado de la complejidad computa-
cional del problema, pero ya se puede apuntar que es tan elevada que este méto-
do “analitico” para obtener la distribucién estacionaria resulta prohibitivo, salvo
para sistemas “de juguete”. Por ello desarrollaremos (en la seccion 4.6) algunos
métodos aproximados para resolver el problema més rapidamente.

De todas formas, la solucion analitica tiene un cierto interés tedrico, y es que
nos da la forma general que tiene la distribucion estacionaria. Vemos que en to-
dos los casos se compondra de unos cuantos puntos iniciales, cuya distribucién
es arbitraria y depende de los parametros del sistema, y seguidamente viene una
cola que tiende a cero. La forma general de esta cola es una suma de exponencia-
les, y las razones de estas exponenciales son las raices del polinomio (4.32) que
tienen moédulo menor de 1. Observar que es posible que algunas de estas razones
sean complejas, en cuyo caso la cola tendrd una forma “ondulada” debido a las
componentes senoidales, que se ird amortiguando.
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4.6. Métodos aproximados para la obtencién de la
distribucion estacionaria

4.6.1. Problemas de la solucién analitica

La solucién analitica presentada en la pagina 105 tiene dos graves problemas
que reducen su aplicabilidad en la practica. De un lado, el coste computacional
es muy elevado, como ya se apunto, restringiendo su uso a sistemas en los que
el nimero de trabajos por hiperperiodo no sea demasiado grande, y en el que la
PF de los trabajos esté especificada por un nimero pequefo de puntos. El coste
computacional se analizara teéricamente con més detalle en la seccion 6.1.

Pero hay otro problema afiadido que puede afectar incluso a los sistemas pe-
quenos haciendo imposible su resoluciéon por computador. El método descrito
requiere resolver un sistema de ecuaciones, que en la mayor parte de los casos
estard muy mal condicionado (es decir, una ligera variaciéon en uno cualquiera de
sus coeficientes puede llevar a una solucién muy diferente).

Esto se debe a que el sistema a resolver contiene ecuaciones con coeficientes
extremadamente pequenos (del orden de 10719, por ejemplo) junto con otros ex-
tremadamente grandes (del orden de 109, por ejemplo). Al resolver este tipo de
sistemas en un computador que, tipicamente, utiliza un formato de coma flotante
para almacenar los coeficientes, aparecen errores de redondeo numérico. Un for-
mato de coma flotante no puede ser a la vez muy preciso y almacenar nimeros
muy grandes. Estos errores numéricos pueden causar que la soluciéon obtenida a
través del computador sea muy diferente de la solucion “verdadera’.

El origen del problema se puede encontrar en cémo se construye el sistema de
ecuaciones a resolver. El lector recordara que las (1, 4+ 1) primeras ecuaciones
se obtenian de la matriz P, por lo que los coeficientes de estas ecuaciones seran
menores que 1, y tipicamente muy pequenos, pues son el resultado de convolu-
ciones. Las restantes r ecuaciones se obtenian de la relacién de recurrencia que se
originaba en la columna r de la matriz. Esta recurrencia usa los coeficientes de la
columna r-ésima, y al despejar de la relacion el término con subindice mads alto,
es necesario dividir por el coeficiente que afecta a este término. Este coeficiente
es el que llamabamos by, (), véase eq. (4.16), y representa la probabilidad de que
en un hiperperiodo la carga total sea la maxima posible. Es por tanto el produc-
to de las probabilidades del peor caso para todos los trabajos del hiperperiodo.
Se comprende que su valor ha de ser extremadamente pequefno en casos practi-
cos. Al despejar este término, y dividir por un coeficiente tan préximo a cero, se
obtienen coeficientes con valores numéricos muy grandes, véase eq. (4.27), que
aparecerdn en la ultima fila de la matriz A,

Esta combinacién de coeficientes muy pequefnos y muy grandes, hace que el
sistema sea casi imposible de resolver numéricamente por computador.
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Por estas razones se hace necesario investigar en métodos que permitan obte-
ner una aproximacion de la solucién buscada, que no presenten estos inconve-
nientes, es decir, métodos con menor complejidad computacional y menor sen-
sibilidad a los errores numéricos.

En esta seccion se presentan dos aproximaciones bastante triviales, pero este
podria ser un campo abierto a una investigacién mas exhaustiva.

4.6.2. Método de truncacion de la matriz de Markov

Recordemos que el problema a resolver era despejar 7t en la ecuaciéon 7t = P,
y que esto no era inmediato debido a que la matriz P era infinita. Una aproxima-
cién obvia consistird en truncar la matriz P, dejandola en una matriz finita P’ de
dimension M x M, eliminando simplemente todo lo que esté mds all4 de la fila
M —1ylacolumna M — 1.

De este modo planteamos la nueva ecuacién aproximada 77 = P’7t’. Resolver
esta ecuacion se convierte en un problema de hallar el vector propio de P’ co-
rrespondiente al valor propio 1. Este problema se puede resolver numéricamente
aplicando cualquiera de los métodos en la literatura de algoritmos numéricos (por
ejemplo, los contenidos en [Press et al., 1992]).

Ahora bien, puesto que P’ # P, es muy posible que P’ no tenga ningtin valor
propio igual a 1. En este caso elegiremos el mds préximo a 1, y nos quedaremos
con el vector propio correspondiente a ese valor.

Es evidente que 7T’ no es mds que una aproximacion de 7, en primer lugar por-
que 7’ s6lo tiene M elementos, mientras que 7 tenia infinitos, y en segundo lugar
porque 7T’ no corresponde a un valor propio de 1, sino a una aproximacién. Tam-
bién resulta evidente que, cuanto mayor sea M, mejor serd la aproximacion.

Esta aproximacion reduce la complejidad del problema, aunque no demasia-
do, ya que sigue siendo necesario de todas formas obtener la matriz P/, 1o cual
requiere aplicar el método “convolucionar y encoger” M veces a lo largo de todo
un hiperperiodo, y resolver un sistema de M ecuaciones con M incégnitas para
despejar 7t/. Su principal ventaja sobre el método “analitico” es que no requiere
la matriz A, ni su diagonalizacién, con el consiguiente ahorro de tiempo, y sobre
todo que es mucho mads robusto frente a errores numéricos en los coeficientes de
|

Sin embargo plantea un grave problema, y es que el vector 7t hallado por trun-
cacion, no coincide en ningin punto con la solucién 71 “auténtica”. Es decir, al
truncar P, no obtenemos una “version truncada” de 7, sino una solucion dife-
rente. El error introducido al truncar P, se manifiesta en todos los puntos de 7t’.
El principal problema es que no se puede predecir de qué forma influird sobre
el andlisis posterior este error introducido. Es decir, como consecuencia de esta
truncacion, el andlisis posterior dard unas probabilidades de perder plazos dife-
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rentes a las “reales”, pero no se puede predecir si las aproximaciones estaran por
encima o por debajo.

Por tanto, esta técnica sirve tan sélo para obtener un valor aproximado de la
probabilidad de perder plazos, que puede usarse como métrica de calidad para
un sistema de tiempo real blando. En cambio no puede usarse para obtener una
cota superior a esta probabilidad, que seria ttil para sistemas mas estrictos.

4.6.3. Meétodo iterativo

Otro enfoque diferente, que ni siquiera requiere obtener la matriz P, seria sim-
plemente aplicar el método “convolucionar y encoger” a lo largo de N hiperpe-
riodos. Al final de cada hiperperiodo se obtiene una distribucion de la carga, que
se usa como carga inicial para el hiperperiodo siguiente. Hemos demostrado que
si U < 1 esta carga ird convergiendo hacia 7t. Por tanto basta comparar la PF
que hemos obtenido para el hiperperiodo j con la que habiamos obtenido para
el (j —1). Cuando sean lo suficientemente parecidas (esto es, cuando su diferen-
cia cuadrdtica sea menor que un cierto € preestablecido), dejaremos de iterar, y
tomaremos la tltima PF obtenida como una aproximacion de 7t.

Este método tiene dos ventajas importantes. En primer lugar, no requiere ob-
tener la matriz de Markov, por lo que su coste computacional, en general, es mu-
chisimo menor que la solucion exacta, e incluso que el método de truncacion.
Ademds, es muy robusto frente a los errores de redondeo numérico.

Sus inconvenientes son también dos. Por un lado no conocemos de antemano
cudntas veces serd necesario iterar hasta lograr la convergencia. Cabe esperar que
cuanto mads proximo a 1 sea el valor de U, mayor serd el naumero de iteraciones
necesarias, y los experimentos asi lo han confirmado. Si U es casi 1 (del orden de
0.995 por ejemplo), el nimero de iteraciones que requiere este método puede ser
muy grande, tanto que podria resultar més efectivo calcular la matriz de Markov.
Sin embargo, para valores de U por debajo de 0.9 el método converge sorpren-
dentemente rdapido.

El segundo inconveniente es similar al que se plante6 para el método de trun-
cacion. Y es que la aproximacion obtenida no sirve para obtener cotas superiores
de la probabilidad de perder plazos. De hecho, en este caso, la probabilidad de
perder un plazo que se obtendria a través de esta aproximacion es siempre menor
que la “verdadera” probabilidad. Esto se debe a lo siguiente. Imaginemos que el
método converge tras N iteraciones, y da lugar a una aproximacion 7t’. Esta apro-
ximacion tendrd un nimero finito de elementos, puesto que es el resultado de un
numero finito de convoluciones. Digamos que tiene 7 elementos. De acuerdo con
esta distribucion, la probabilidad de que la carga del sistema tome un valor ma-
yor de n — 1 seria cero. Sin embargo, la solucién “real” tiene infinitos términos,
por lo que, siguiendo la verdadera distribucion, la probabilidad de que la carga

119



4. Analisis

tome un valor mayor de 7 — 1 es no nula. Esto implica que los tiempos de res-
puesta “reales” pueden tomar valores mds altos que los obtenidos a partir de la
aproximacion, puesto que parten de un sistema con condiciones iniciales peores.

El método iterativo, por tanto, es util para obtener una cota inferior a la pro-
babilidad de perder plazos. Esta cota es muy ajustada, practicamente igual a la
“verdadera” probabilidad de perder plazos, pero no obstante, desde un punto de
vista tedrico, estd por debajo, por lo que no podria usarse para tomar decisiones
de planificabilidad en un sistema de tiempo real estricto.

A modo de ejemplo, el cuadro 4.9 muestra el resultado de aplicar el método
iterativo sobre el sistema de ejemplo del cuadro 4.7, que ya fue resuelto por el
método “exacto”. La tltima columna de la tabla reproduce de nuevo la solucién
obtenida por el método exacto, con fines de comparacion. La figura 4.21 muestra
c6mo evoluciona el error cuadratico entre cada iteracion y la siguiente, en esca-
la logaritmica. Vemos que la gréfica se asemeja a una recta, lo que apunta a un
decrecimiento exponencial en el error cuadratico.

Wo W1 W» W3 Ws Wio Wao Weo

1 0.837500 0.789734 0.768523 0.750897 0.740816 0.738968 0.738872
- 0.131250 0.150109 0.155394 0.158160 0.158899 0.158919 0.158917
- 0.031250 0.050976 0.059129 0.065050 0.067794 0.068186 0.068203
- - 0.008203 0.013632 0.018639 0.021485 0.021964 0.021987
- - 0.000977 0.002906 0.005524 0.007464 0.007850 0.007869
- - - 0.000385 0.001372 0.002430 0.002690 0.002705
- - - 0.000030 0.000299 0.000779 0.000934 0.000944
0.000053 0.000238 0.000321 0.000328
- - - - 0.000007 0.000069 0.000110 0.000114
- - - - 0.000000 0.000019 0.000037 0.000040
0.000000 0.000005 0.000013 0.000014

- 0.000000 0.000004 0.000005

- 0.000000 0.000001 0.000001

—
NCBEwxo~Nous W ~Oo
1
1
1
1

Cuadro 4.9.: Evolucion de la funcién de probabilidad de la carga por el método
iterativo

4.7. Analisis de los trabajos no-basales. Retroceder y
Rehacer

Las ideas de “trabajo basal” y “trabajo base” (que se definird en esta seccion),
son clave para poder aplicar el andlisis antes descrito a los sistemas planificados
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Iteracién

mediante EDE Estas ideas son originales de Kanghee Kim (Universidad de Korea)
y Lucia Lo Bello (Universidad de Catania). Estos autores y yo hemos establecido
una relaciéon de colaboraciéon como consecuencia de la similaridad de algunos
de nuestros enfoques, y hemos publicado conjuntamente un articulo [Diaz et al.,
2002al.

Originalmente, mi anadlisis estaba mdés centrado en el planificador RM y DM
(la aplicacion a este caso particular se explica en la pagina 129), pero gracias a
las ideas de Kim y Lo Bello es facilmente extensible a EDE Por ello, aunque las
ideas no sean originales mias, he considerado de interés incluir este punto en la
tesis. Por otro lado, la demostracion de la existencia de un trabajo basal bajo EDF
(teorema 8) si es original mia.

4.7.1. Conceptos previos

En las secciones anteriores hemos resuelto el problema para los trabajos ba-
sales. Usando las técnicas expuestas en la seccion precedente, obtendremos la
distribucion de la carga estacionaria. Usando esta carga como inicial, podemos
obtener la carga en cualquier otro instante del hiperperiodo, en particular en el
instante en que un trabajo basal llega. Esta carga serd la que hay que tener en
cuenta como carga inicial en el algoritmo “partir, convolucionar y juntar”, expli-
cado en la seccion 4.4 y asi obtener la distribucién del tiempo de respuesta.

Sin embargo, si el trabajo es no-basal, la carga calculada incluye contribuciones
de trabajos de menor prioridad que el considerado, por lo que no toda esta carga
se convertird en retraso. Es necesario recalcular la distribucion que tiene la carga
que “realmente” afectard al trabajo en curso, descontando el efecto de los trabajos
con menor prioridad que élL.
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Para ello, lo que haremos serd “retroceder” hasta el anterior trabajo basal con
prioridad mayor que el considerado. Partiendo de la carga en ese instante, avan-
zaremos de nuevo usando el algoritmo “convolucionar y encoger”, pero esta vez
en lugar de ir aplicdndolo para cada nuevo trabajo que llega, lo haremos sé6lo para
aquellos de mayor o igual prioridad que el considerado, hasta llegar de nuevo al
instante considerado.

Formalicemos estas ideas.

Definicion 12. Llamaremos trabajo base del trabajo I'j al trabajo basal anterior
a Aj que tenga prioridad mayor o igual que P;, y con instante de activacion mds
proximo a A;.

Aclaremos el concepto con un ejemplo. Supongamos que tenemos una secuen-
cia de 8 trabajos, I'y, . . ., I's, cada uno de ellos con su prioridad P;, que se muestra
en el cuadro 4.10. No nos importa como han sido asignadas estas prioridades, ni
tampoco los instantes precisos de activacion de cada trabajo, con tal de que estos
instantes estén ordenados, es decir, que A; < Aj41.

I, P I P

I'n 10 I's 4 Cuadro 4.10.: Serie de trabajos con diferentes
Io 5 I'g 1 prioridades

I's 8 Iy 2

Iy 7 I's 1

La figura 4.22 muestra para cada indice 7, la prioridad p; en una escala vertical,
para poder comparar mas facilmente las prioridades entre si.

P

04 @
; ®

74 @) Figura 4.22.: Representacion grafica de
6 las prioridades

3 ©7 o
1 2 3 4 5 6 7 8 i

Los trabajos basales, tal como se han definido en 2, son los que tienen menor o
igual prioridad que todos los que habian llegado antes. Si en la figura 4.22 dibuja-
ramos un rectdngulo infinito hacia la izquierda, que tenga como esquina superior
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derecha el punto que representa al trabajo, este rectangulo no contendria ningtiin
otro trabajo. En la figura se muestra esta situacion para el trabajo I's, que por tan-
to seria un trabajo basal. El lector puede comprobar que los trabajos I'1, 2, I's, I'g
y I's son basales (el primer trabajo de la secuencia siempre es basal, puesto que no
tiene otros a su izquierda), mientras que los restantes I'3, I'4 y I'7 son no-basales:
I'3 deja a su izquierda I'», de menor prioridad, lo mismo para I'4, y I'7 deja a su
izquierda a I'. La figura marca con un circulo mas grueso los trabajos basales.

Aplicando la definicién 12 al ejemplo de la figura 4.22 vemos que el trabajo base
de I'3 seria I'1, ylo mismo para I'4. El trabajo base de I'7 seria I's.

4.7.2. Calculo del retraso experimentado por cada trabajo

Para los trabajos basales, la carga total de sistema existente en el instante de
su activacion coincide con el retraso que experimentardn. Esta carga se obtiene
partiendo del instante inicial y aplicando el método “convolucionar y encoger” a
todos los trabajos que vamos encontrando. Este método por tanto se puede apli-
car directamente para obtenerla cargade ', I'2, I's, sy I's.

Para los no-basales, en cambio, el método no vale ya que incluye carga debida
a trabajos de menor prioridad. En este caso lo que debe hacerse es “retroceder”
hasta su trabajo base, y aplicar el método “convolucionar y encoger” de ese punto
en adelante, pero esta vez saltdndose todo trabajo de prioridad menor al consi-
derado. Por ejemplo, para el trabajo I'3, se buscard su trabajo base, que es I'1; se
retrocede hasta el instante A1, y desde ese punto se aplicara el algoritmo “convo-
lucionar y encoger” hasta llegar de nuevo al instante A3 pero esta vez saltdindose
todo trabajo con prioridad menor de P;, es decir, saltdndose I';. De forma andlo-
ga, para calcular el retraso del no-basal I'4, se retrocede hasta A1, y partiendo de
la carga en ese punto, se avanza de nuevo hasta A4, saltdndose los trabajos con
prioridad menor de Py, es decir, saltdindose I';. Finalmente, para el tercer y ulti-
mo trabajo no-basal, I'7, se retrocede al instante A5 y, partiendo de la carga en ese
instante, se avanza de nuevo hasta A7, saltindose en este caso el trabajo I's que
prioridad menor de P;.

La figura 4.23 muestra un “grafo de computo” de los retrasos de los diferentes
trabajos. Se parte del nodo marcado como un disco negro, en el cual se tiene como
dato de partida la PF de la carga en el instante Ag = 0. Una flecha que une dos
nodos i — ] representa una operacion “encoger” de magnitud (A; — A;). Ala
izquierda de un nodo 7, se tiene la PF de la carga “justo antes” del instante A;, y
a su derecha “justo después”. Por tanto cada nodo i representa una convolucién
entre la PF que tiene a su izquierda y la funcién fe,.

La parte superior del grafo es la que va calculando la carga total de sistema,
aplicando “convolucionar y encoger” sobre todos los trabajos que llegan. Sobre
esta rama del grafo estardn los trabajos basales, marcados con un borde mas grue-
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Figura 4.23.: Grafo de computo de la
carga-retraso

so. Los circulos con lineas discontinuas representan operaciones intermedias que
son necesarias, pero que no representan el retraso de ningun trabajo en particu-
lar. El retraso experimentado para los trabajos no-basales se obtiene siguiendo
otra rama del grafo, que parte del trabajo base correspondiente. Los circulos de li-
nea continua fina representan los trabajos no-basales. Asi, por ejemplo, para ob-
tener el retraso que sufrira el trabajo I'7, siguiendo el grafo anterior, vemos que
serd necesario aplicar el método “convolucionar y encoger” desde el instante ini-
cial hasta el instante A5, y finalmente convolucionar con fe, y “encoger” (A7 — As)
unidades.

Este grafo muestra algo interesante, y es que, en este ejemplo, podemos aho-
rrarnos una de las convoluciones. En efecto, la rama que indica co6mo calcular el
retardo de I'4 (rama inferior de la figura) tiene gran parte en comun con la que cal-
cula el retardo de I'3. Esto se debe a que, entre I'3 y ['4 no llegan trabajos de menor
prioridad que I'4, como se ve en la figura 4.22. Por tanto podriamos “optimizar”
el grafo anterior si aprovechamos el resultado que se obtuvo para I'3 a la hora de
computar I'4. El nuevo grafo “optimizado” seria el mostrado en la figura 4.24.

Figura 4.24.: Grafo de computo de la
carga-retraso “optimizado”

Por tanto, el método general para hallar el tiempo de respuesta de todos los
trabajos del sistema seria:

1. Se clasifican todos los trabajos del hiperperiodo en basales y no-basales

2. Sebusca el primer trabajo basal que aparece en el hiperperiodo. Si el primer
trabajo basal no coincide con el primer trabajo del hiperperiodo, se desplaza
el origen del hiperperiodo para que lo sea.

3. Se aplica el andlisis Markoviano para determinar la carga de régimen per-
manente existente en el instante de activacion de este trabajo basal.

4. Para cada trabajo basal, se obtiene la carga existente en el instante de su
activacion, por el método “convolucionar y encoger”, tomando como dato
de partida la carga existente en el trabajo basal anterior. Una vez obtenida
la carga en el instante de activacién del trabajo, se aplica la técnica “partir,
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convolucionar y juntar” para obtener el tiempo de respuesta de ese trabajo
basal.

5. Para cada trabajo no-basal, se obtiene el retraso que sufrird por el método
“convolucionar y encoger”, pero en este caso se parte de la carga existente
cuando lleg6 su trabajo base, y las convoluciones se aplican sélo a los traba-
jos de mayor prioridad que el que se esta considerando. Una vez obtenido
este retraso inicial, se aplica la técnica “partir, convolucionar y juntar” para
obtener el tiempo de respuesta de este trabajo no-basal.

En el procedimiento anterior quedan dos importantes cuestiones en el aire. En
primer lugar ;es posible encontrar siempre un trabajo basal en cualquier hiper-
periodo que nos sirva como “punto de partida” a partir del cual derivar el retraso
para cualquier otro trabajo? Y en segundo lugar, para los trabajos no-basales ;es
posible encontrar siempre un trabajo base anterior a él que nos permita recalcular
el retraso que sufrird? Es decir, queda en el aire la cuestion de la existencia de los
trabajos basales y de los trabajos base. Esta cuestion se clarifica a continuacion.

4.7.3. Existencia de los trabajos basales y los trabajos base

Teorema 6. Dado un sistema S para el cual la secuencia relativa de prioridades
entre sus trabajos se repite periédicamente, con periodo T, es siempre posible en-
contrar al menos un trabajo basal en el primer hiperperiodo. Ademds, los trabajos
basales encontrados en el primer hiperperiodo volverdn a ser basales en todos los
hiperperiodos siguientes.

Demostracion. Supongamos que todos los trabajos en un hiperperiodo tienen di-
ferente prioridad. Si no fuera el caso, siempre se pueden re-asignar las prioridades
de modo que todos las tengan diferentes y se respete la politica de que el primero
en llegar es mads prioritario.

Si todas las prioridades son diferentes, siempre podremos encontrar en un hi-
perperiodo cualquiera, un trabajo I'; que tenga la menor prioridad, P}, de todas.
Este trabajo, que llega en el instante A;, tiene menor prioridad que todos los tra-
bajos anteriores a él en ese hiperperiodo, es decir, que todos los trabajos que lle-
garon en el intervalo [kT, A;). Es mds, tiene también menor prioridad que los que
habian llegado antes, en el intervalo [Aj — T, kT). Esto se debe a que, al tener ' la
prioridad minima dentro de su hiperperiodo, su anterior instancia® en el instante
Aj — T también tendrd la prioridad minima en el hiperperiodo anterior (puesto
que por hipétesis se mantienen la prioridades relativas). Por tanto todos los tra-
bajos que lleguen en [A; — T, kT) tienen prioridad mayor que la anterior instancia

6 No nos referimos aqui a instancias de la tarea a la que pertenece el trabajo, sino por asi decir al
“mismo” trabajo en un hiperperiodo anterior
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de T';. Pero esta instancia a su vez también tiene prioridad mayor que I';, debido
a la politica de “primero en llegar, primero en servirse”, de donde se deduce que
todos los trabajos llegados entre [A; — T, Aj) tienen mayor prioridad que I';.

Repitiendo este razonamiento hacia atras, llegamos a la conclusion de que T
tiene menor prioridad que todos los trabajos que llegaron antes que €1, y por tanto
es un trabajo basal. De modo que siempre es posible encontrar uno.

Por otro lado, el mismo razonamiento utilizado para probar que es un trabajo
basal, prueba que también son basales sus anteriores instancias en hiperperiodos
previos. Y a la inversa, si un trabajo es basal en el primer hiperperiodo, también lo
serd en todos los siguientes. O

Por tanto, para encontrar los trabajos basales en un hiperperiodo basta con fi-
jar un intervalo de tiempo cualquiera [t, t + T) y buscar el trabajo I'; de prioridad
minima en ese intervalo. Ese serd un trabajo basal. Posteriormente, se analiza una
ventana de tamafio T que comience en el instante de activacion A; de dicho tra-
bajo, y se compara la prioridad de cada nuevo trabajo que llega en esa ventana
con la de los que han llegado antes en esa misma ventana. Si es menor que todos,
también sera basal, sino no. Es decir, que para clasificar los trabajos en basales y
no-basales no es necesario mirar los que llegan antes de A;.

Abordemos a continuacion el problema de la existencia o no existencia de los
trabajos base.

Teorema 7. Dado un sistema S para el cual la secuencia relativa de prioridades en-
tre sus trabajos se repite periodicamente, con periodo T, si fuera posible encontrar
un trabajo basall'j tal que su prioridad P; es mayor que la de todos los trabajos que
le siguen, entonces siempre se podrd encontrar el trabajo base de cualquier trabajo
no-basal que llegue en el intervalo [Aj, Aj + T).

Demostracion. Es sencillo demostrarlo por reduccién al absurdo. Supongamos
que un trabajo I'x no-basalllegaen [Aj, A; + T), y supongamos que no tiene traba-
jo base en ese intervalo. Esto significaria que en dicho intervalo no existe ningin
trabajo basal con prioridad mayor que py (ya que esta es la definicion de traba-
jo base). Pero esto contradice la hipdtesis, ya que I'; cumple estas condiciones.
Luego I'x tendra un trabajo base que en el peor de los casos sera I';. O

Por tanto, si tenemos un sistema S que cumple el enunciado del teorema 7,
serd posible para €l determinar los tiempos de respuesta de todos sus trabajos,
analizando simplemente una ventana del tamafno de un hiperperiodo.

Si no cumple la condicién anterior, serd necesario buscar el trabajo base en el
hiperperiodo previo, y eventualmente puede ser necesario retroceder un cierto
numero de hiperperiodos para encontrar el correspondiente trabajo base.

126



4.7. Anadlisis de los trabajos no-basales. Retroceder y Rehacer
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Figura 4.25.: Ejemplo de dos tareas planificadas con EDF

4.7.4. Aplicacion a politicas habituales de asignacion de
prioridades

Observar que para aplicar nuestro andlisis se requiere tan s6lo que la politica
de asignacion de prioridades asigne éstas de forma predecible y que las priorida-
des relativas entre los trabajos se repitan periédicamente. Estas condiciones son
cumplidas por las bien conocidas politicas RM (Rate Monotonic), DM (Deadline
Monotonic) y EDF (Earliest Deadline First). No obstante hay una gran diferencia
a la hora de aplicar el andlisis a una politica que asigna prioridades fijas a las ta-
reas (como RM o DM) y otra que asigna una prioridad diferente a cada instancia
de la tarea (como EDF). Analicemos estos casos por separado.

Politica EDF

En esta politica cada trabajo tiene diferente prioridad aunque pertenezca a la
misma tarea, ya que la prioridad se basa en los plazos absolutos de cada trabajo.
El trabajo que tenga el plazo mds préximo al instante actual serd el de mayor prio-
ridad. Esto significa que una tarea que podria ser la de méaxima prioridad en un
instante dado, puede pasar a ser de menor prioridad cuando llegue otro trabajo
con un plazo mds cercano.

La figura 4.25 muestra un ejemplo con dos tareas de periodos 20 y 70, y en el
que suponemos que el plazo de cada tarea coincide con su periodo. Vemos que
los trabajos I'1,I'3 y I'4 pertenecientes a la tarea 71 son de mayor prioridad que
el trabajo I'p, perteneciente a la tarea 1, debido a que sus plazos absolutos son
menores que el de 'y, que ocurre en el instante { = 70. Sin embargo, el trabajo
I's tiene su plazo absoluto en el instante = 80, por lo que su prioridad es menor
que la de I';. Queda pues ilustrado que no todos los trabajos pertenecientes a una
misma tarea tienen la misma prioridad.

Si quisiéramos representar graficamente las prioridades de cada trabajo, debi-
do a que los primeros en llegar suelen tener plazos absolutos més tempranos,
tendran mayor prioridad. A medida que avanzamos en el tiempo, la prioridad “en
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Figura 4.26.: Evolucion de las prioridades en el ejemplo anterior

general” de los nuevos trabajos va disminuyendo. Es decir, en cada nuevo hiper-
periodo, las prioridades de los trabajos son menores que las de “los mismos” tra-
bajos del hiperperiodo anterior. Aun asi se mantiene la prioridad relativa entre los
trabajos. Esta situacion se ilustra en la figura 4.26.

En EDF hay por tanto una tendencia a que la mayor parte de los trabajos sean
trabajos basales, que tienen menor prioridad que todos los que llegaron antes. No
obstante aparecen ocasionalmente trabajos no-basales. En el ejemplo anterior,
serian trabajos no-basales I'3,I'4, I'7 y I's. Los dos primeros tienen su trabajo base
en I'1 ylos dos segundos en I's.

Parece intuitivamente que bajo EDF encontraremos un trabajo base sin nece-
sidad de retroceder mucho, ya que buscamos un trabajo basal (que abundan),
que tenga mayor prioridad que el actual (lo que también es probable dada la ten-
dencia de las prioridades a crecer a medida que retrocedemos en el tiempo). Esta
intuicion es correcta, como queda demostrado en el siguiente teorema.

Teorema 8. Para un sistema planificado por EDE siempre es posible encontrar el
trabajo base de un trabajo cualquiera dentro de una ventana temporal no mayor
que D™ + T, siendo D" = méx;(D;) y T la longitud del hiperperiodo.

Demostracion. Sea T; la tarea que tiene el plazo relativo méximo entre todos las
del sistema. Sea T; j la instancia de dicha tarea que llega en el instante A; ;. El plazo
absoluto de este trabajo serd (A;; + D™®). Es evidente que todos los trabajos
que han llegado antes que éste han de tener un plazo absoluto menor, pues han
sido lanzados antes y su plazo relativo no puede ser mayor. Por tanto, bajo EDE
tendran mayor prioridad. Asi pues tenemos un trabajo que tiene menor prioridad
que todos los anteriores y por tanto es un trabajo basal.

La siguiente instancia del “mismo” trabajo, llegard en A; j + T, y serd también un
trabajo basal, puesto que la “basalidad” es periddica por ser periddicas las priori-
dades relativas de los trabajos.
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Sea Iy ; un trabajo no-basal que llega en un instante A tal que (A; j + D™®) <
Akl < (Aijj + D™ 4 T). Puesto que llega después del instante (A;; + D™),
su plazo absoluto habré de estar situado también después de ese instante , y por
tanto I'; ; tiene mayor prioridad que I'y ;. Por tanto, en el peor de los casos, cuando
estemos buscando el trabajo base de I'x; habremos de retroceder como méximo
hasta T’ j, puesto que este ya puede servir como trabajo base, al ser un trabajo
basal de mayor prioridad que I' ;.

El instante mads tardio permitido para I'y; es (A; i + D™® + T) y por tanto el
tamafo maximo de la ventana a retroceder es (D™# + T). Para todo trabajo que
llegue después de (A;;j + D™ + T), podemos usar como trabajo base la instan-
cia de la tarea 7; que llega en (A;j + T), usando el mismo razonamiento.

Luego para cualquier trabajo podemos encontrar un trabajo base retrocediendo
alo sumo (D™ + T, O

Como corolario, podemos concluir que en un sistema “razonable” en el que los
plazos de las tareas no excedan la duracién de un hiperperiodo, siempre encon-
traremos el trabajo base de cualquier trabajo no-basal dentro de una ventana de
tamarno 27.

Politica RM y DM

En estas politicas ocurre algo diferente. Puesto que todos los trabajos corres-
pondientes a una misma tarea tienen la misma prioridad, esto acarrea las siguien-
tes consecuencias:

1. Todos los trabajos correspondientes a la tarea de menor prioridad son tra-
bajos basales.

2. Todos los restantes trabajos correspondientes a tareas de prioridad distinta
de la minima son no-basales.

3. Es imposible encontrar el trabajo base para cualquiera de los trabajos no-
basales.

En efecto, la tercera se deduce de las dos primeras. Todos los trabajos basales
tienen menor prioridad que cualquier trabajo no-basal, por tanto serd imposible
encontrar entre ellos un trabajo base que requiere, por definicion, ser de mayor
prioridad.

Asi pues, bajo RM y DM (y en general bajo cualquier politica que asigne prio-
ridades fijas a todos los trabajos de una misma tarea), no es posible construir el
grafo de dependencias de la carga entre trabajos basales y no-basales.

La solucion a este problema es sencilla si caemos en la cuenta de que, una vez
analizados los tiempos de respuesta de los trabajos basales, tendremos calcula-
do el tiempo de respuesta de la tarea de menor prioridad. De modo que podemos
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eliminar esta tarea del sistema, dando lugar a un nuevo sistema con una tarea me-
nos. Este nuevo sistema tendrd a su vez una tarea de menor prioridad que podra
ser analizada (puesto que ahora todas sus instancias son trabajos basales al haber
eliminado la tarea de menor prioridad). Y asi sucesivamente, el sistema puede ser
analizado en diferentes fases, considerando en cada una de ellas sélo los trabajos
por encima de una prioridad.

Por tanto, el algoritmo para resolver un sistema con planificacién de priorida-
des fijas seria:

1. Para cada tarea del sistema, comenzando por la de menor prioridad

a) Plantear el sistema formado por todas las tareas de prioridad mayor o
igual a la que se considera

b) En este sistema todos los trabajos de menor prioridad son basales, de
modo que se puede:

1) Obtener la distribucion estadistica estacionaria de la carga para el
primero de ellos por andlisis Markoviano

2) Aplicar el método “convolucionar y encoger” para obtener la carga
de los restantes trabajos basales en el hiperperiodo

3) Aplicar el método “partir, convolucionar y juntar” para obtener la
PF del tiempo de respuesta para estos trabajos basales.

¢) Promediando los PF obtenidos, se tiene el PF del tiempo de respuesta
para la tarea considerada

2. Eliminar del sistema la tarea ya calculada, avanzar a la siguiente tarea por
orden de prioridad creciente y volver al paso 1a

Vemos por tanto que la principal diferencia entre la planificacién de prioridades
fija y la dindmica es que la fija requiere un anélisis Markoviano para cada nivel de
prioridad del sistema, mientras que la dindmica hace un tnico andlisis Markovia-
no para la “carga total” y de él puede deducir la carga a otros niveles de prioridad
por el mecanismo de los trabajos base.
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If the only tool you have is a hammer,
you tend to see every problem as a
nail.

(Abraham H. Maslow)

En este capitulo plantearemos como eliminar ciertas limitaciones del modelo,
de forma que el andlisis estocdstico siga siendo posible.

En todos los casos, un andlisis exacto deja de ser viable. En ocasiones porque el
modelo del sistema no incorpora suficiente informacién como para poder prede-
cir la probabilidad exacta de cada tiempo de respuesta, y en otros porque, aunque
tedricamente seria posible obtenerla, en la practica la complejidad computacio-
nal involucrada resulta prohibitiva.

De modo que en este modelo ampliado el andlisis estocéstico deja de ser exac-
to, esto es, la probabilidad real de que una tarea pierda un plazo es diferente de
la que se obtiene en el andlisis. Por supuesto interesa que la probabilidad real sea
siempre menor que la que se obtiene en el andlisis, de forma que este analisis sea
util para tomar decisiones de factibilidad. Es decir, interesa que el andlisis garanti-
ce ser pesimista. Por esta razon, antes de entrar en las ampliaciones propiamente
dichas, comenzaremos por una seccion que plantea formalmente qué se entiende
por pesimismo en el caso del andlisis estocdstico, y enuncia algunas propiedades
que se utilizaran en el desarrollo posterior.

Las ampliaciones que posteriormente se introducirdn permitiran que las tareas
interfieran en el acceso a recursos compartidos (bloqueo), la posibilidad de que
el instante de llegada de los trabajos esté sometido a una pequefia variacién alea-
toria (jitter), y la posibilidad de que en el sistema existan tareas esporddicas, cuyo
instante de llegada es desconocido. También se discute brevemente el problema
de la correlacion estadistica de los tiempos de ejecucion de las tareas, que no es
contemplado por el modelo.

5.1. Analisis pesimista. Distribuciones “peores”
Supongamos que estamos interesados en conocer la probabilidad de que una

cierta tarea del sistema pierda su plazo. Si tuviéramos toda la informacién necesa-
ria sobre el sistema, y toda la potencia computacional que quisiéramos, podria-
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mos hallar la probabilidad exacta de que una tarea del sistema pierda su plazo.
Llamemos a esta probabilidad “real” PPP.

Pero si nuestro modelo no es tan exacto, o bien el andlisis recurre a algiin mé-
todo aproximado para ahorrar tiempo de computacién, entonces obtendremos
como resultado una probabilidad de perder plazo que puede no coincidir con la
“real”. Llamemos a la probabilidad de perder plazo obtenida del analisis PPP’.

Es evidente que el analista y el disefiador estaran dispuestos a aceptar PPP’ co-
mo una aproximacion de PPP sélo si:

» PPP’ viene acompaiiada de una cota del error cometido
» O bien el andlisis garantiza que PPP' > PPP

El primer caso serviria para sistemas de tiempo real blando, ya que se obtiene
una aproximacion de la verdadera probabilidad, junto con una informacion de
c6mo es de buena la aproximacion. En cambio para sistemas de tiempo real mas
estricto resulta preferible el segundo caso, ya que si construimos un sistema que
segun el andlisis tiene una probabilidad de perder plazos PPP’, sabemos que en
su funcionamiento real, la frecuencia de pérdida de plazos serd aiin menor que
PPP’.

En este capitulo nos centraremos en el segundo caso. Es decir, las ampliacio-
nes al modelo aqui desarrolladas junto con el andlisis propuesto proporcionardn
de forma garantizada unas probabilidades de pérdida de plazos que serdn mayo-
res que las reales para todas las tareas del sistema. El andlisis propuesto no pro-
porcionara informacion sobre como de buena es la aproximacion. Puede que la
probabilidad “real” esté muy lejos de la obtenida del andlisis, pero en todo caso
garantizaremos que esta por debajo, lo cual es el tipo de garantias que necesita el
disefiador de un sistema de tiempo real estricto.

Formalizaremos esta idea a través de un operador de comparacion de funciones
de probabilidad, que nos permita decir si una funcién de probabilidad es “peor”
que otra (en el sentido de proporcionar probabilidades de pérdida de plazo ma-
yores).

5.1.1. Distribuciones “peores”

Definicién 13. Dadas dos variables aleatorias A y B, diremos que A es peor que B,
y lo denotaremos por A = B, si entre sus funciones de probabilidad acumuladas se
cumple la siguiente relacion:

Fu(i) < Fg(i) Vi

O lo que es lo mismo:
P{A<i} <IPP{B<i} Vi
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La figura 5.1 muestra un ejemplo. Para que A = 3B, la funcién de probabilidad
acumulada de A no debe estar por encima de la de B en ningtin punto (aunque
puede coincidir en algunos o en todos).

Fq, Fp |

Figura 5.1.: Ejemplo de una distri-
bucién “peor” que otra (A = B)

—k— B
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Observar que si A y B fuesen tiempos de respuesta de diferentes tareas, para
cualquier plazo D que fijadramos, se cumpliria que la probabilidad de que A cum-
pla el plazo es menor que la de B. O inversamente, A tiene mayor probabilidad de
perder el plazo que B, para cualquier plazo que fijemos. Esto cumple con la con-
dicion de pesimismo que queriamos imponer al sistema, y podemos formalizarlo

en la siguiente definicion.

Definicién 14. Dado un sistema de tiempo real, aplicamos sobre él dos andlisis
diferentes A y A'. Cada andlisis produce como resultado los tiempos de respuesta
de todas las tareas del sistema (en realidad sus funciones de probabilidad). Sean
R;i los tiempos de respuesta obtenidos con el andlisis A y R los obtenidos con el
andlisis A’.

Diremos que el andlisis A’ es mds pesimista que A si

Ri=Ri Vi

De la anterior definicion de pesimismo y de la definicién del comparador “>=”,
se deduce que un andlisis mds pesimista producird mayores valores para las pro-
babilidades de pérdida de plazos (PPPs), lo que encaja con la definicion intuitiva
de pesimismo en el andlisis.

5.1.2. Propiedades de la relacién “peor que”

Larelacion “peor que” (=) tiene una serie de propiedades que nos serdn de uti-
lidad en las secciones siguientes. La demostracion de estas propiedades es bas-
tante sencilla en casi todos los casos y por no distraer la atencién del lector, se ha
relegado a un apéndice.

Por conveniencia, definiremos una variable aleatoria “nula” y llamaremos va-
riables aleatorias positivas a las que son peores que la nula.
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5. Extensiones al modelo

Definicion 15. Llamamos variable aleatoria nula, y la denotaremos por O, a aque-
lla que solo puede tomar el valor cero.

Su funcién de probabilidad es cero en todos sus puntos, excepto en cero donde
toma el valor 1. Su funcién de probabilidad acumulada presenta un escalén de
altura 1 en la ordenada cero.

Definicién 16. Diremos que una variable aleatoria A es positiva, si A = O.

La figura 5.2 muestra un ejemplo de una variable aleatoria positiva, comparan-
do su funcién de probabilidad acumulada con la de la variable nula O.

FO/ F.A
1 L
o Figura 5.2.: Ejemplo de la distribu-
cién de una variable positiva
0.5
—— A
0.25 —— O
: : T T T T | T T T T | T T T T | x
0 5 10 15

Esta definicion implica que la variable aleatoria A no puede tomar valores ne-
gativos (la probabilidad de que A sea menor que cero, es cero), lo cual concuerda
con la idea intuitiva de variable positiva. Observar que tanto el “tiempo de eje-
cucion”, como la “carga pendiente” como el “tiempo de respuesta’ son variables
positivas.

Algunas propiedades importantes de la relacion “peor que” son las siguientes:

P-1 Reflexiva. A = A.
P-2 Transitiva.Si A >= By B ’= C, entonces A = C.

P-3 Orden no completo. No es cierto que o bien A >> B o bien B = A. Existen
pares de variables aleatorias A, B que no son comparables. Por ejemplo, la
figura 5.3 muestra un caso asi. Ninguna de las dos funciones esta por debajo
de la otra en todos sus puntos. En general, si las funciones de probabilidad
acumulada se cruzan, las variables no son comparables. Si no se cruzan, en-
tonces la variable que corresponde a la grafica que queda por debajo es peor
que la otra.

P-4 Conservacion de la relaciéon “peor que” con la suma. Si A > B, entonces
A+ € = B + C para toda C positiva.

Es maés, siA »= Bytambién C > D, entonces A+ B = C+ D

P-5 Incremento del pesimismo con la suma. A + B >> A para toda B positiva.
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F.A/F‘B

0.75

Figura 5.3.: Ejemplo de dos varia-
bles aleatorias no comparables
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5.1.3. Propiedades del andlisis estocastico

Mas ttiles para nuestros propdsitos son las propiedades que cumplen los ope-
radores “desplazar y encoger”, y “partir, convolucionar y juntar”. Para enunciar
formalmente estas propiedades, conviene definir antes estos operadores en for-
ma de funcion:

Definicién 17. La funcion Encoge(W, A) convierte una variable aleatoria positiva
W en otra variable aleatoria positiva W' :

W' = Encoge(W, A)

cuya funcioén de probabilidad viene dada por:

0 paraw < 0

fw (w) = ZiA:_oo fw(i) paraw =0
fw(w+A)  paraw >0

La definicion de este operador implica que la funcién de probabilidad acumu-
lada de W’ se construye simplemente desplazando a la izquierda A unidades la de
W, y haciendo cero todo lo que quede a la izquierda del origen (ver fig. 5.4). Por
tanto es trivial ver que cumple las propiedades siguientes:

P-6 Conservacion de la relaciéon “peor que” al encoger. Si A = B, entonces
Encoge(A,A) = Encoge(B,A), para cualquier valor de A > 0. Esto es asi
porque las funciones de probabilidad acumulada de A y B se desplazan a la
izquierda solidariamente la misma cantidad A, manteniendo por tanto las
distancias relativas entre todos sus puntos, como se muestra en la figura 5.4.

P-7 Decremento del pesimismo al encoger. La variable aleatoria original A es
siempre peor que su version encogida. Y entre dos versiones encogidas, es
peor la que ha sufrido un encogimiento menor. Es decir, A = Encoge(A, A1) =
Encoge(A, Ay) para Ay > A1 > 0. El por qué se comprende facilmente ob-
servando la figura 5.5
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Fu, Fp

Figura 5.4.: Efecto del operador “en-
coger” sobre la funcion de proba-
bilidad acumulada

FA’/ FrB/
0.75
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0.25 —e— Encoge(A, A)
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Figura 5.5.: Efecto del operador
“encoger” con diferentes valores
del pardmetro A

—— Encoge(W, 12)
—+— Encoge(W, 7)

—e— W
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P-8 Conservacion de la relacion “peor que” con el método “partir, convolucio-
nar y juntar”. Si aplica la misma secuencia de operaciones “partir, convolu-

cionar y juntar” a dos variables aleatorias TR]<0> y CR,<{O> tales que ‘(RI<<0> = TR]<O>,

en cada paso del proceso se mantiene la relacion, esto es: ﬂ%fcm = 3%}"” para
m=20,1,2,...

P-9 Incremento del pesimismo con el método “partir, convolucionar y juntar”.
En cada iteracion de este algoritmo, el tiempo de respuesta que se obtiene es
“peor” que el de la iteracion anterior. Es decir:

(k) {k=1)
3%] = 9%]
Esto es intuitivamente claro, ya que en cada nueva iteracién tomamos en

cuenta la interferencia de otro trabajo mas, y por tanto los tiempos de res-
puesta tendrdn probabilidades mayores de ser més altos.

En base a las propiedades anteriores podemos probar un par de hechos que
intuitivamente son evidentes, pero que es conveniente tener demostrados para
poder hacer uso de ellos mds adelante. Se enuncian y demuestran en las proposi-
ciones siguientes.

Proposiciéon 4. Dados dos sistemas idénticos (con los mismos pardmetros en todas
sus tareas), pero con diferentes condiciones iniciales, W(0) y W'(0), si W (0) =
W(0), entonces W' (t) = W(t) para cualquier instante posteriort.

Demostracion. Supongamos que llega un trabajo en ¢ = 0, con un tiempo de
computacion Cp, y que el siguiente trabajo llega en t = A1. Para obtener la carga
en cualquier instante antes de que llegue el siguiente trabajo, t < A1, es necesario
aplicar el algoritmo “convolucionar y encoger”, convolucionando primero con Cy
y encogiendo seguidamente en f unidades. La nueva variable aleatoria W(t) serd
entonces:

W(t) = Encoge(W(0) +Co,t) t < Aq

En el segundo sistema la carga inicial es W' (0), pero el resto de los pardmetros son
idénticos (los instantes de llegada de los trabajos, las funciones de probabilidad
de sus tiempos de ejecucion), de modo que llegamos a una expresion analoga:

W (t) = Encoge(W'(0) + o, t) t < Aq

Por hipétesis W' (0) = W(0), por tanto W' (0) 4 Co = W(0) + Cp, en virtud de la
propiedad P-4. Asi pues, usando la propiedad P-6, tenemos que Encoge(W’(0) +
Co, t) = Encoge(W(0) + Cp, t), lo que demuestra W' (t) = W(t) para t < Aj.

Usando este resultado en t = A1 podemos demostrar de forma anédloga que se
cumple también para t < A,, y asi sucesivamente. O
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Proposicion 5. Sean dos trabajos I'x y I'j con el mismo tiempo de computacion
Cr = 6’]', y la misma secuencia de interferencias (expulsiones), es decir, cumplen
Chri = Cjpir (Akti — Ak) = (Aji = A)) ¥ (Peyi — Bx) = (Pjyi — Py) parai =
1,2,... Estos trabajos solo se diferencian en la carga existente, para su nivel de
prioridad, en el instante de su llegada, que denotaremos por Wp, (Ax) y Wp;(A;),
respectivamente.

SiWp, (Ak) = Wp].(/\j), entonces Ri = R;.

Demostracion. La demostracion es trivial, ya que para obtener Ry aplicando el
algoritmo “partir, convolucionar y juntar” hay que comenzar por obtener RI<<O> =
Wp, (Ak) + Ck, el cual es peor que R0 = Wp.(A}) + Cj, por ser €, = Cjy Wp, (Ak) =
Wp]. (A}) por hipétesis. Por tanto R,{m = R}Og, luego, por la propiedad P-8 se cum-
plird para toda iteracion posterior del algoritmo. Es decir Rli’m = fR}m> , yhaciendo
m — oo llegamos a que Rk = R; ]

Estas dos proposiciones, que intuitivamente son muy evidentes, nos dan la jus-
tificacion tedrica para afirmar que el método iterativo visto en 4.6.3 no es un mé-
todo de andlisis que proporcione probabilidades pesimistas, como ya se dijo sin
demostrarlo entonces. En efecto, siguiendo la proposicién 4 vemos que la carga
al comienzo de cada hiperperiodo serd “peor” que la que habia al comienzo del
hiperperiodo anterior. Por tanto, también en cualquier instante intermedio del
hiperperiodo, es decir W(kT +t) = W((k —1)T + t). En particular, en los instan-
tes de llegada de cada trabajo la carga que le retrasara serd “peor” a medida que
avanzamos en los hiperperiodos, por lo que aplicando la proposicién 5, su tiempo
de respuesta serd peor.

De modo que en cada iteracion del método iterativo, se obtiene un andlisis mas
pesimista. Por tanto, al detenernos en un hiperperiodo cualquiera, obtenemos
un andlisis mds optimista que el que obtendriamos si siguiéramos iterando, y en
particular, que el que obtendriamos aplicando la solucién “exacta” para la distri-
bucién estacionaria. Por esto el andlisis iterativo no es pesimista.

Pero el método iterativo puede ser convertido en pesimista si en lugar de supo-
ner la carga inicial cero, la suponemos igual a un valor Wy, que sea “peor” que la
carga de régimen permanente. Es decir, W = We. Aplicando el método iterativo
partiendo de esta carga inicial, obtendremos aproximaciones cada vez mas cer-
canas a W, pero todas ellas serdn “peores”, por lo que garantizardn tiempos de
respuesta pesimistas. El tinico problema estriba en encontrar un Wy inicial que
sea peor que el estacionario. Este es un tema abierto a la investigacion.

5.1.4. Maximo de un conjunto de variables aleatorias

En ocasiones tendremos un conjunto de variables aleatorias {X;} y querriamos
obtener la peor de todas ellas, que denotariamos por max;{X;}. Sin embargo es
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posible que en el conjunto no exista ninguna variable X, tal que X, > X; para
todo i. En este caso podemos crear una variable aleatoria nueva que silo cumpla,
haciendo que su distribucién de probabilidad sea la frontera inferior de las dis-
tribuciones de las X;. Por analogia con el concepto de “supremo” de un conjunto,
denotaremos esta variable como sup,{X;}, y lo definiremos formalmente como
sigue:

Definicién 18. Dado un conjunto de variables aleatorias {X;}, llamaremos “su-
premo” de ese conjunto y lo denotaremos porsup,{X;} a la variable aleatoria cuya
funcion de distribucion se construye en la forma siguiente:

Fsupi{xi} (x) = mlin in (x)
Esta variable aleatoria, por construccién cumple que:

sup{xi} =X; Vi
i

Por tanto se trata de una variable aleatoria que es peor que cualquiera de las
variables X;. En un abuso del lenguaje nos referiremos en ocasiones a ella como
“la peor de todas”, si bien debe quedar claro que en realidad esta “peor de todas”
puede no pertenecer de hecho al conjunto.

La figura 5.6 muestra un par de ejemplos. En el primero de ellos, la “peor de
todas” resulta ser una de las variables del conjunto, pero en el segundo es una
variable creada artificialmente que no pertenece al conjunto. En cualquier caso,
la definicién anterior nos da la forma de encontrar su funcién de probabilidad
acumulada.

El supremo del conjunto es peor también que cualquier ponderacion de las va-
riables del conjunto. Definamos esto formalmente:

Definicién 19. Dado un conjunto de variables aleatorias {X;} y un conjunto de
“pesos”{p;}, que cumplan_; p; < 1, definimos la ponderacién del conjunto {X;}
con respecto a los pesos { p;}, como la variable aleatoria X cuya funcién de proba-

bilidad viene dada por:
fx() = Lpifx, (5.1
1

Proposicion 6. Si X = X; para todo i, entonces X = X, siendo X una ponderacion
cualquiera del conjunto {X;}.

Demostracion. De la definicion de ponderacion se deduce una expresion anéaloga
para las funciones de probabilidad acumuladas:

Fy(-) = ZPini(')
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(a) En este caso X3 = sup;{Xy, X2, X3}, ya que X3 es peor que
cualquiera de ellas

: T
T

0.5 1
r —— X3
0.25 —k— :X:Z
e i i | T T T T | T T T
0 5 10

(b) En este caso ninguna de las X; es peor que las otras. El
supremo se construye artificialmente como la variable alea-
toria cuya funcioén de probabilidad acumulada es la dibujada

en trazo grueso

Figura 5.6.: Supremo de un conjunto de variables aleatorias
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Por hipdtesis X = X;, luego Fy(-) < Fy., yllevando esto al sumatorio anterior:
Fr() <} piFx(-) = Fx(-) ) pi
1 1

y ya que los pesos p; deben cumplir que su sumatorio sea menor o igual que uno,
se sigue que Fy(-) < Fy(-), es decir, X > X. O

Esta propiedad es til, por ejemplo, para aproximar el tiempo de ejecuciéon de
una tarea por el supremo de sus tiempos, en lugar de usar el promedio de todos
ellos. También sera ttil en la demostracion de otros teoremas.

5.1.5. Minimo de un conjunto de variables aleatorias

Siguiendo la misma idea de la seccion anterior, podemos definir el minimo (o
infimo) de un conjunto de variables aleatorias como aquella cuya funcién de pro-
babilidad acumulada estd siempre por encima de las de las demds. Aunque en
principio este concepto parece menos util de cara a un andlisis conservador, vere-
mos en la siguiente seccion que resultard ttil para aproximar tiempos de bloqueo.
Por tanto lo definiremos también formalmente a continuacion.

Definicién 20. Dado un conjunto de variables aleatorias {X;}, llamaremos “in-
fimo” de ese conjunto y lo denotaremos por inf;{X;} a la variable aleatoria cuya
funcion de distribucion se construye en la forma siguiente:

Fing, ;3 (x) = méx Fy,(x)
Esta variable aleatoria, por construcciéon cumple que:

i

5.2. Bloqueo

5.2.1. Introduccién al problema y analisis clasico

El modelo de sistema enunciado en el capitulo 3, exigia que las tareas fuesen
independientes. Esta suposicion no es muy razonable, ya que en cualquier aplica-
cion util las tareas deberdn comunicarse entre si de alguna forma para cooperar.
Un método habitual para esta comunicacion es el acceso a recursos compartidos.
Una tarea puede acceder por ejemplo a una posicion de memoria para dejar un
dato que otra tarea puede leer mas adelante.

El problema del acceso a los recursos compartidos es que debe garantizarse que
sean accedidos en forma exclusiva. Es decir, mientras una tarea estd utilizando ese
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recurso, ninguna otra deberia poder usarlo. Esto se logra habitualmente median-
te el uso de semdforos. Cuando una tarea requiere utilizar un recurso compartido,
solicita al sistema operativo la posesién de un seméforo. Si lo obtiene, puede co-
menzar a utilizar el recurso. Cuando haya finalizado con é€l, liberard el seméforo.
El operativo no dara el semaforo a ninguna otra tarea mientras tanto. El problema
es que si la tarea solicita el semaforo, pero éste estd en posesion de otra, la ta-
rea debe bloquearse. En este estado, la tarea no compite por el procesador. Saldra
de este estado cuando el seméaforo que necesitaba quede libre. Entonces podra
competir de nuevo por el procesador, y si es la de mayor prioridad, entrard en
ejecucion.

Esto introduce una nueva fuente de retardo (o interferencia) en la tarea. Ademas
de poder ser expulsada por trabajos de mayor prioridad, la tarea puede quedar
bloqueada por otras tareas (incluso de menor prioridad) cuando intenta acceder
a un recurso compartido.

Peor atin, la implementacion de los seméforos en el operativo puede causar lo
que se denomina “inversion de prioridades”. Cuando ocurre este problema, una
tarea de alta prioridad puede verse interferida por una de baja prioridad incluso
si no usan los mismos seméforos. Esto ocurre, por ejemplo, si una tarea de alta
prioridad necesita un recurso que es poseido por una tarea de baja prioridad, y
se bloquea. Durante el bloqueo, la tarea de baja prioridad puede ser expulsada de
todas formas por tareas de prioridad intermedia, impidiéndole liberar el recurso.
Durante este tiempo en que estd expulsada, la tarea de alta prioridad est4 sien-
do interferida en realidad por la tarea de prioridad media. Ya que esta situacién
puede repetirse un numero arbitrario de veces, el tiempo durante el cual puede
permanecer bloqueada la tarea de alta prioridad no estd acotado, lo que impo-
sibilita el andlisis desde un punto de vista de tiempo-real. Para una descripcion
detallada del problema véase [Buttazzo, 1997; Burns y Wellings, 2001].

En la literatura se han sugerido varias formas nuevas de implementar el blo-
queo mediante seméaforos, de forma que se evite el problema de la inversiéon de
prioridades y de forma que el tiempo méximo que una tarea puede permanecer
bloqueada esté acotado y sea calculable. Por ejemplo, el mecanismo de Herencia
de Prioridades o PIP! [Sha et al., 1990] hace que, si una tarea de alta prioridad ne-
cesita un recurso que esta poseido por una tarea de baja prioridad, la tarea de baja
hereda la prioridad alta mientras posea el seméaforo, de modo que no pueda ser
expulsada por otras de prioridad intermedia.

El mecanismo de Techo de Prioridades o CPP 2 [Sha et al., 1990] hace que una
tarea de alta prioridad que solicita un recurso por primera vez, lo obtenga sdlo si
puede garantizarse que encontrard libres todos los demds que va a necesitar. De
este modo, sila tarea se bloquea lo hara s6lo una vez al entrar en su primera region

! Priority Inheritance Protocol
2 Ceiling Priority Protocol
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critica. En este protocolo resulta mucho més sencillo calcular el maximo tiempo
de bloqueo que una tarea cualquiera puede experimentar. El inconveniente es
que requiere que el programador de las tareas calcule de antemano para cada
semaforo que utiliza una cifra llamada “Techo de prioridad de un seméforo”, ya
que el operativo necesita este dato para decidir si conceder o no un recurso a la
tarea que lo pide.

El Techo de Prioridad Inmediato o ICPP 3 [Burns y Wellings, 2001] es una im-
plementacion mads sencilla y directa de la idea anterior, en la que cada tarea se
ejecuta con una prioridad igual al techo de prioridad de los seméforos que usa. Al
igual que con el protocolo anterior, cada tarea se bloquea una vez como maximo,
y la diferencia es que en este caso lo hace justo al principio de su ejecucién (es
decir, en realidad no entra en ejecucion hasta que no se pueda garantizar que en-
contrard todos los recursos necesarios libres), en lugar de bloquearse al entrar en
su primera region critica. Desde el punto de vista del andlisis de planificabilidad
este protocolo es idéntico al anterior, pero desde el punto de vista de su imple-
mentacion en un sistema operativo es mds sencillo.

Finalmente, la Politica de Pila de Recursoso SRP # [Baker, 1991] es una genera-
lizacion de los métodos de techo de prioridades, que a diferencia de éstos, puede
ser aplicada también con planificacién EDE

Cualquiera de estos métodos en el fondo es un mecanismo para garantizar que
el maximo tiempo que una tarea puede estar bloqueada por otras de menor prio-
ridad esta acotado. Llamemos B; al bloqueo maximo que puede experimentar la
tarea T;. Cada politica de implementacion de los semaforos que hemos comenta-
do da lugar a un B; diferente, y proporciona diferentes métodos para calcular su
valor. Los pardmetros necesarios para obtener B; suelen ser las duraciones ma-
ximas de las regiones criticas que cada tarea 7; tiene, guardadas por el seméaforo
Sk. Denotaremos esta cantidad por Dj, que es la mds frecuente en la literatura.
Aunque la notaciéon puede confundirse a primera vista con la del plazo, obsérvese
que el plazo tiene un tnico subindice. Ademads el contexto dejaré claro cuando se
trata de una duracién de seccion critica.

Sea cual sea la politica y el método para obtener B;, una vez calculado éste va-
lor se afiade a la férmula del andlisis cldsico como si fuera parte del tiempo de
ejecucion de la tarea.

Esta forma de operar introduce pesimismo que proviene de varias fuentes dife-
rentes:

1. Se asume que la tarea va a ser bloqueada todas las veces que pueda blo-
quearse. Por ejemplo, en la politica CPP la tarea s6lo podra bloquearse una
vez, pero se asume que lo hard, cuando en la practica habra veces que no

3 Inmediate Ceiling Priority Protocol
4 Stack Resource Policy
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se bloquee. Que se bloquee o no depende en realidad de si hay otras tareas
accediendo al mismo recurso que ella necesita en ese momento, lo cual de-
pende de los instantes de llegada de las restantes tareas.

2. Se asume que cuando una tarea se bloquea por culpa de otra, lo hace en el
peor momento posible, esto es, justo cuando la otra acababa de entrar en su
region critica. Por tanto el bloqueo durard tanto como dure la region critica
de la otra.

3. Seasume que las regiones criticas de cada tarea duran un tiempo D x deter-
minista. En la préctica el tiempo que una tarea requiera para completar su
region critica serd una variable aleatoria, pero el andlisis toma solamente su
valor méaximo.

Las dos primeras fuentes de pesimismo son muy dificiles de erradicar, ya que
para tener en cuenta la “verdadera” probabilidad que existe de que una tarea se
bloquee, necesitariamos conocer no s6lo las duraciones de las regiones criticas
D; ., sino también en qué momento aparece cada una dentro del flujo de ejecu-
cion de cada tarea. Si ademads tenemos en cuenta que los tiempos de ejecucion
de los trabajos no son deterministas, vemos que el instante de entrar en una re-
gion critica tampoco lo es. El andlisis estocéstico exacto de esta situacion implica
tener en cuenta todos los posibles escenarios de bloqueo y la probabilidad de ca-
da uno. Esto produce una explosién combinatoria que hace el tiempo de andlisis
exponencial.

En cambio, la tercera fuente de pesimismo si puede ser erradicada de una forma
que apenas complica el andlisis. Presentamos en esta seccion una forma de incluir
en el andlisis los tiempos de las secciones criticas D; , como variables aleatorias,
y de determinar a partir de sus distribuciones una distribucién estadistica para
el tiempo de bloqueo de cada tarea, que garantizaremos “peor” que la verdadera.
Anadiendo este tiempo de bloqueo al tiempo de ejecucion de cada tarea, obten-
dremos una distribucién del tiempo de respuesta pesimista, que tiene en cuenta
el efecto del bloqueo.

5.2.2. Caso estocastico

En realidad el tiempo que un trabajo I'; puede estar bloqueado por otros de me-
nor prioridad es una variable aleatoria que denotaremos por B;, que puede tomar
cualquier valor entre cero y su méximo. De hecho, es frecuente que tome el valor
cero, es decir, que la tarea no experimente bloqueo alguno porque no coincide
que entre en su zona critica mientras otra de menor prioridad tiene ocupado el
recurso necesario. El andlisis clésico se centra en obtener el valor maximo de Bj,
sin tener en cuenta su probabilidad.
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Desde el punto de vista estocdstico, seria deseable poder encontrar la funcién
de probabilidad de Bj, es decir, qué probabilidad hay de que el bloqueo sea de
0, 1, 2,...unidades de tiempo. Sin embargo, como ya se mencioné en la introduc-
cion, este problema resulta inabordable debido a que, por un lado, el modelo del
sistema deberia incluir informacién sobre el instante en que cada tarea entra en
su region critica, y por otro el andlisis requeriria un tiempo que creceria exponen-
cialmente con el nimero de tareas y secciones criticas. Ademads, la probabilidad
de que la tarea sufra un bloqueo de b unidades, es diferente en cada instante del
tiempo, por lo que en realidad B; es un proceso estocéstico que depende de £, de
una forma muy compleja ya que las probabilidades de que sufra un nuevo blo-
queo dependen de si ya lo ha sufrido antes.

Es evidente que un andlisis exacto que incorpore el efecto del bloqueo resul-
ta intratable. En su lugar usaremos una serie de simplificaciones, demostrando
que en todo caso el tiempo de respuesta que obtenemos en el anélisis es siempre
“peor” que el verdadero, y que por tanto el andlisis es conservador.

Estas son las simplificaciones:

1. Cada trabajo I'j sufrira tantos bloqueos como permita el protocolo usado®.

2. De cara al andlisis, suponemos que todos estos bloqueos tienen lugar cuan-

do el trabajo llega al sistema®.

Estas dos simplificaciones producirdn un tiempo de respuesta con una distri-
bucién “peor” que la que obtendriamos considerando la realidad. En la realidad,
algunos de los bloqueos no tienen lugar en todas las activaciones del trabajo, si-
no s6lo en algunas de ellas dependiendo de los patrones de llegadas de las otras
tareas. Al asumir en nuestro andlisis que siempre tendran lugar, introducimos pe-
simismo. Por otro lado, en la realidad los instantes de bloqueo no estan todos al
principio de la tarea. Al moverlos a este punto estamos incrementando artificial-
mente la probabilidad de que el trabajo sea expulsado por otro de mayor prio-
ridad que llegue después, y por tanto produciendo un tiempo de respuesta peor
que el real.

Pero gracias a este par de simplificaciones podremos obtener el tiempo de res-
puesta que tiene en cuenta el bloqueo de una forma trivial:

RO = Wp.(A)) + € + B

5 Por ejemplo, bajo CPP el maximo de bloqueos es uno, mientras que bajo PIP es igual, bien al na-
mero de secciones criticas que tiene el trabajo, bien al nimero de trabajos de menor prioridad
que podrian bloquearle, el que sea menor.

6 Esto es cierto para el protocolo ICPP, pero no lo es para el CPP en el que el bloqueo sélo puede
ocurrir cuando el trabajo entra en su primera seccion critica, ni para el PIP en el que el bloqueo
puede ocurrir cada vez que el trabajo entra en una de sus secciones criticas.
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Asumiendo que conocemos la funcion de probabilidad de Bj, basta convolu-
cionar ésta con la del tiempo de ejecucion del trabajo, Cj, y con la carga de prio-
ridad P; existente en A; para obtener una primera aproximacion del tiempo de
respuesta. A partir de este punto se contintia aplicando el andlisis estocéstico ya
conocido, es decir, el método “partir, convolucionar y juntar” para cada uno de
los trabajos posteriores de mayor prioridad que pueden expulsaraI';.

Evidentemente queda el problema de calcular la funcién de probabilidad de
B;. De nuevo un célculo exacto no seria posible, pero si podemos obtener una
distribucion de B; que sea peor (garantizada) que la real. Esto es lo que haremos
en las siguientes secciones, segtin la politica de implementacién de los seméforos.

5.2.3. Ampliacion del modelo para incluir las duraciones de las
secciones criticas

El modelo se amplia en la forma siguiente:

= El sistema se compone de N tareas {11, T2, ..., TN } que pueden acceder a
recursos compartidos, los cuales se guardan con K seméforos {S1, Sy, ..., Sk }-

= Cada tarea se caracteriza por los pardmetros ya contemplados en el modelo
anterior, esto es: periodo, fase, tiempo de ejecucion (aleatorio) y plazo.

= Para cada pareja tarea-semaéforo, (T;, Si), tenemos una variable aleatoria D; i
que es la duracion de la region critica que tiene la tarea 7; guardada por el
seméaforo Sj. Esta variable aleatoria viene definida por su funcién de proba-
bilidad.

Si la tarea T; no tiene ninguna regidn critica guardada por el seméforo Sy, el
correspondiente D; ; serd la variable aleatoria nula O de la definicion 15.

Si por el contrario la tarea T; tiene varias regiones criticas guardadas por el
semaforo Sy, cada una con una duracién diferente’, tomaremos D;  como
el supremo de estas duraciones, como se defini6 en la definicion 18.

5.2.4. Funcion de probabilidad del bloqueo para el protocolo de
herencia de prioridades

Este protocolo cumple un par de interesantes propiedades [Buttazzo, 1997],
que enunciamos aqui de un modo mds conveniente para nuestro andlisis:

1. Untrabajo I'; no puede bloquearse dos veces a causa de un mismo seméforo.

7 Esto es, con una distribucion estadistica diferente de la duracién
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2. Un trabajo I'; no puede ser bloqueado dos veces por un mismo trabajo de
menor prioridad.

De estas dos propiedades, se deduce cldsicamente que el nimero de bloqueos
que I'; puede sufrir es min(m, n), siendo m el nimero de seméforos que pueden
bloquearle, y 7 el nimero de trabajos de menor prioridad que pueden bloquearle.
Sin embargo, para conocer el tiempo maximo de bloqueo que puede experimen-
tar, no basta con conocer 1 y m, sino que es necesario conocer la duracion de
cada una de las secciones criticas de otros trabajos que podrian causarle bloqueo
y analizar todas las posibles combinaciones de bloqueos que pueden ocurrir, para
tomar la peor.

Buttazzo [1997] propone un método menos costoso para encontrar, sino el ca-
so peor, al menos uno que sea atin peor que el caso peor. El método consiste en
calcular primero el tiempo de bloqueo que el trabajo experimentaria si todos los
semaforos le bloquearan, y por otro lado el que sufriria si todos los trabajos de
menor prioridad le bloquearan. Finalmente se queda con el menor de estos dos.
Este método no es 6ptimo, ya que puede encontrar un valor para el bloqueo que
nunca podria darse en la practica porque violaria una de las condiciones antes
enumeradas, pero garantiza que el valor obtenido es mayor o igual que el que se
obtendria analizando exhaustivamente todos los posibles casos. Esta aproxima-
cion puede ser “traducida” al caso estocdstico como veremos mds adelante.

Algoritmo de busqueda exhaustiva

Daremos a continuacion un algoritmo que rastrea exhaustivamente todas las
combinaciones de bloqueo “legales” (autométicamente excluye las que violarian
las propiedades del protocolo PIP antes enunciadas). A medida que se produce el
rastreo, se va actualizando una variable global que mantiene la peor distribucién
encontrada hasta el momento. Para simplificar, asumiremos que las tareas estan
numeradas por orden de prioridad, esto es, 71 es la de mayor prioridad y Tn la
menos prioritaria.

Al igual que Buttazzo [1997], denominaremos “techo de prioridad” de un semé-
foro Sy, y lo denotaremos por C(Sy), al méximo de las prioridades de las tareas
que tienen secciones criticas guardadas por el semaforo Si. Es evidente que una
tarea s6lo podra sufrir bloqueo por un seméforo S; si el techo de prioridad del
semaforo es mayor o igual que la prioridad de la tarea.

Nuestro algoritmo hace uso de unas marcas asociadas a cada semaforo que lo
clasifican como “disponible” o “no-disponible”8. Sélo se tendra en cuenta el blo-
queo causado por una region critica, si el semaforo que la guarda estd marcado
como “disponible”. Inicialmente todos los semaforos que pueden causar bloqueo

8 Estas marcas solo afectan al algoritmo para el célculo de la distribucién de B;, no necesitan ser
implementadas en el sistema operativo
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estan disponibles. Estos son los seméaforos con un techo de prioridad mayor o
igual que la prioridad de la tarea cuyo B; estamos buscando. A medida que se van
considerando los bloqueos que cada tarea de menor prioridad puede causar, se
marcan como “no-disponibles” los correspondientes seméforos. De este modo se
evita considerar dos bloqueos causados por el mismo seméforo.

El cuerpo principal del algoritmo seria muy simple:

: Calcular techo de prioridad C(Sj) para cada Sy

: parai =1,..., N hacer

Marcar como “disponible” todo Sy tal que C(S;) > P;
B; «— O

ACTUALIZARPEORBLOQUEO(i + 1, O)

: fin para

En este pseudocodigo nos referimos a B; que es en realidad una variable alea-
toria. En una implementacion real operaremos en realidad con sus funciones de
probabilidad o de probabilidad acumulada, segiin convenga.

Evidentemente el verdadero trabajo lo hace la rutina ACTUALIZARPEORBLOQUEO,
cuyo pseudocddigo seria el mostrado en la figura 5.7.

Esta rutina recibe dos parametros:

» Elindice de la tarea por debajo de la cual (inclusive) debe calcularse el blo-
queo. Asi, para obtener B; para la tarea T;, es necesario considerar todas las
tareas de menor prioridad, de ahi el (i + 1). (Recordar que suponemos las
tareas ordenadas por prioridades, siendo 77 la de mayor prioridad).

= El valor del bloqueo calculado hasta el momento. En la primera llamada es
O, pero a medida que la funcién se llama recursivamente a si misma, va
incrementindose.

La explicacion del algoritmo de la figura 5.7 es como sigue. Si no estamos en
la tarea de menor prioridad de todas (que es la tarea N-ésima), entonces se con-
sidera “qué pasaria si la tarea actual no entrara en la seccion critica”, mediante
la llamada recursiva de la linea 3, que se limita a calcular los bloqueos debidos
a tareas inferiores, sin afiadir nada a la variable tmp recibida. Posteriormente se
considera el “qué pasaria si la tarea actual entrara en la seccién guardada por el
semaforo S;.”, para cada Sy disponible, mediante la llamada de la linea 6. En ella
se afiade al tiempo de bloqueo temporal el debido a la region D; 4, y llama recur-
sivamente para continuar con tareas de menor prioridad. Observar que cuando
estamos mirando “qué pasaria al bloquearse en el semaforo S;”, marcamos este
semaforo como no-disponible, de modo que ya no sera considerado como posibi-
lidad para las tareas de menor prioridad en la llamada recursiva. Con este método
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1: ACTUALIZARPEORBLOQUEO(], tmp)

2: sij < N entonces

3. ACTUALIZARPEORBLOQUEO(j + 1, tmp)

4: paratodo k tal que S; esté disponible hacer
5: Marcar S; como no-disponible

6 ACTUALIZARPEORBLOQUEO(j + 1, tmp + Dj 1)
7 Marcar S; como disponible

8: fin para

9: sino

10:  Bloqueo« tmp + sup{Dj | Sy disponible}
11:  B; « sup{Bloqueo, B;}

12: finsi

Figura 5.7.: Algoritmo recursivo para encontrar el peor caso de bloqueo, bajo el
protocolo de herencia de prioridades

garantizamos que cada semaforo no causard mas de un bloqueo. Notar que la su-
ma tmp + Dj y es en realidad una suma de variables aleatorias, por lo que lo que
habria que realizar en este punto es la convoluciéon de sus funciones de probabi-
lidad.

Eventualmente la recursividad alcanzard la tarea de menor prioridad ty. En es-
te caso, anadimos al bloqueo temporal que teniamos hasta entonces el maximo
bloqueo que podria causar esta tarea de menor prioridad, es decir, el maximo (su-
premo) entre los Dy  para aquellos k tales que Si no hayan sido marcados como
ocupados (linea 10). Para cubrir el caso en que ya todos los seméforos estdn mar-
cados, asumiremos por convenio que el supremo de un conjunto vacio es la va-
riable aleatoria nula O. De nuevo esta suma es de variables aleatorias, por lo que
lo que se realiza es la convolucion de sus funciones de probabilidad. La variable
aleatoria asi obtenida, se compara con B; para quedarse con la peor (supremo) de
ambas, y actualizar B; con el resultado, cosa que se realiza en la linea 11.

Observar que la variable B; se va actualizando cada vez que la recursividad lle-
ga a la tarea de menor prioridad. Al final, B; contendrd la peor distribuciéon de
entre todas las posibles. Este método es también aplicable al caso determinista,
sustituyendo los supremos por maximos.

Ejemplo

Plantearemos el mismo ejemplo que el resuelto en [Buttazzo, 1997], en el que
las duraciones de las secciones criticas son deterministas. Mds adelante daremos
otro ejemplo con duraciones aleatorias.

El cuadro 5.1 muestra la duracién de cada region critica para cada tarea y cada
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semaforo. Un guion indica que la tarea en cuestion no tiene regiones guardadas
por ese semaforo. Nos planteamos calcular el peor bloqueo que puede sufrir la
tarea de mayor prioridad 77, aplicando el algoritmo recursivo antes visto.

S1 S2 S3
1 1 .
» - 9 3
? 2 g Cuadro 5.1.: Ejemplo de cdlculo de B;, con duraciones deter-
4

ministas [Buttazzo, 1997]

En primer lugar, el techo de prioridad de los seméforos (definido como la prio-
ridad mads alta entre la de los trabajos que usan ese semaforo) serd P; para S1y Sy
(ya que ambos seméforos son usados por 11) y P, para Ss. Por tanto a la hora de
calcular el bloqueo sufrido por 17, s6lo se deben tener en cuenta Sy Sp, pero no
S3.

El algoritmo comienza pues marcando como disponibles S y Sy, inicializando
el peor bloqueo Bj con cero, y haciendo la llamada ActualizarPeorBloqueo(2,0).
Llamaremos “nivel” al primer parametro. A partir de aqui, la secuencia de llama-
das recursivas transcurre en la forma siguiente:

= Nivel 2, lamamos recursivamente para el siguiente nivel, pasando el mismo
tmp = 0.

¢ Nivel 3, se llama recursivamente para el siguiente nivel, pasando el mis-
mo tmp = 0.

o Nivel 4. estamos en la tarea més baja. Ya no hay llamada recursiva.
Se suma a tmp la duracién mas larga de las regiones criticas “dis-
ponibles”. Tenemos disponibles ambos semaforos S1 y Sy, por lo
que tomamos 6 que es la correspondiente a S;. El bloqueo de esta
combinacién es por tanto 6, y actualizamos B con este valor.

e De nuevo en nivel 3, consideramos ahora cada uno de los semaforos
que tenemos libres a este nivel. Primero S1. Lo marcamos como no dis-
ponible, y afiadimos 8 (duracién de la region critica guardada por S1) a
tmp. Llamamos recursivamente

o Nivel 4, ahora solo tenemos disponible S;. El méximo bloqueo que
podemos causar serd por tanto 5, lo que sumamos a tmp. El blo-
queo de esta combinacion es 13. Actualizamos B;

e Y ahora probamos usando el otro seméforo S;. En este caso tmp se in-
crementa en 7. Llamamos recursivamente
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o Nivel 4, ahora solo tenemos disponible S,. El maximo bloqueo que
esta tarea puede causar es 6, lo que se suma al tmp recibido. El blo-
queo de esta combinacion es 13. No es peor que el B; almacenado,
luego éste no se actualiza.

e Agotadas todas las posibilidades en el nivel 3, retornamos.

= De nuevo en nivel 2, consideramos ahora cada uno de los seméforos que
tenemos libres a este nivel. Tenemos disponibles S; y S, pero la tarea 1, s6lo
usa Sy, de modo que ésta es la tnica posibilidad. Lo marcamos como no-
disponible y sumamos a tmp (que era cero en este nivel) el valor 9 (duracién
de la region critica asociada a Sp). Llamamos recursivamente.

e Nivel 3, ahora con tmp = 9y con S, no disponible. La primera llamada
recursiva no usa ningiin seméforo adicional ni incrementa tmp:

o Nivel 4, tenemos disponible S1, por tanto el peor bloqueo que esta
tarea puede causar es 6, que se suma a tmp 'y produce 15. Actuali-
zamos B; con este valor.

e De nuevo en nivel 3, consideramos ahora cada uno de los semaforos
que tenemos libres a este nivel. Sélo estd libre S1. Lo marcamos como
no disponible y afiadimos 8 tmp. Llamamos recursivamente

o Nivel 4, encontramos todos los semaforos no-disponibles. Esta ta-
rea no puede causar bloqueo adicional en esta combinacion. No se
afade nada a tmp que resulta ser 17. Se actualiza B; con este valor

e Nivel 3, finalizadas todas las posibilidades, retornamos

= Nivel 2, finalizadas todas las posibilidades, retornamos

Al finalizar el algoritmo y la cadena de llamadas recursivas, vemos que tenemos
finalmente en B; la cantidad 17, que es por tanto el peor bloqueo que puede sufrir
la tarea 1.

Aproximacion para evitar la bisqueda exhaustiva

La simplificacién propuesta por Buttazzo [1997] consiste en:

= Para cada tarea que pueda bloquear a 71 tomar su seccion critica mas lar-
ga (independientemente de qué semaforo la guarde), y sumar todas estas
cantidades. En el ejemplo saldria: max(9,3) + max(8,7) + max(6,5,4) =
9 + 8 + 6 = 23. Es decir, se suma el maximo de cada fila (tras eliminar la
columna correspondiente a Sz, cuyo techo de prioridad es menor de P;). El

resultado es denotado por Bi.
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» Para cada semaforo que pueda bloquear a 11 (esto es, aquellos con C(S;) >
Py), tomar su seccion critica mds larga entre todos los trabajos de menor
prioridad y sumar todas estas cantidades. En el ejemplo saldria: max(8, 6) +
max(9,7,5) = 17. Es decir, se suma el maximo de cada columna (tras elimi-
nar la columna S3 como se ha dicho). El resultado es denotado por Bj

= Tomar la menor de las dos cantidades anteriores, como aproximacion pesi-

mista del tiempo de bloqueo. Es decir B; < min(Bl , Bf). En el ejemplo sale
17, que en este caso coincide con lo obtenido por bisqueda exhaustiva.

Vemos que, para el ejemplo desarrollado antes, obtendremos exactamente la
misma respuesta por bisqueda exhaustiva que con la aproximacién. En general
esto no serd asi, como se puede mostrar mediante el siguiente contraejemplo:

51 S
1 1 1
™ 2 3
3 4 5

Para calcular Bq en este sencillo sistema, si aplicamos la simplificacién de But-
tazzo [1997] obtendremos: sumando las peores secciones criticas de cada trabajo
(maximos por filas): 3+5:8:Bi; sumando las peores secciones criticas de cada se-
méforo (méximos por columnas): 4+5=9=B]. Tomando la menor de ambas sale 8.
Sin embargo, este tiempo de bloqueo s6lo puede aparecer si la tarea 7> causa blo-
queo a través del seméforo S, y la tarea 73 también. Esta combinacién no puede
ocurrir nunca en la practica, ya que un mismo seméforo (S,) estaria causando dos
bloqueos, lo que viola una de las propiedades del protocolo. La bisqueda exhaus-
tiva localizaria correctamente el peor caso posible, de 7 unidades, que aparece
cuando 1> causa bloqueo a través de S, y 13 a través de Sj.

En el caso determinista, la simplificacion de Buttazzo [1997], encuentra un blo-
queo que no es exacto, pero que al menos es mayor que el exacto, por lo que es
una aproximacion “segura” o conservadora. Cabe preguntarse si esta aproxima-
cién sigue siendo segura cuando se aplica al caso estocdastico. La traduccion de
este algoritmo al lenguaje estocdstico seria la siguiente:

» Para cada tarea 7; de menor prioridad que 7;, tomar el supremo de D; 4, pa-

ra aquellos k tales que C(S;) > P;. Es decir, construimos una distribuciéon
estadistica “peor” que la de cualquiera de sus secciones criticas.

Sumar (convolucionar) todas las obtenidas. Llamese al resultado B%.
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» Para cada semdforo S; tal que C(S;) > P;, tomar el supremo de las Dk
guardadas por ese seméforo, en tareas 7j de menor prioridad que P;

Sumar (convolucionar) todas las obtenidas. Lldmese al resultado B}
= Elegir el infimo entre B! y B¢,

Comenzaremos mostrando un ejemplo en el que veremos que efectivamente
este método produce una distribucién que, aunque no es exacta, si es “peor” que
la que se obtiene por busqueda exhaustiva. Seguidamente demostraremos que
esto ocurrird siempre, para cualquier sistema, y que por tanto ésta es una aproxi-
macion segura.

Usaremos el mismo contraejemplo anterior, pero haciendo que algunas de las
secciones criticas tengan duraciones aleatorias, en lugar de deterministas. El cua-
dro 5.2 muestra estas nuevas duraciones. Hemos hecho que las duraciones D; »
y D3, sean ahora variables aleatorias, uniformemente distribuidas entre 1y su
valor médximo, que es de 3 y 5 respectivamente. Los restantes valores son deter-
ministas, la notacién D[2], por ejemplo, indica representa una variable “aleatoria”
que s6lo puede tomar el valor 2.

51 S»
71 D[1] D[]
T D[2] U[1,3]
73 D[4] U[l1,5]

Cuadro 5.2.: Ejemplo que muestra que la simplificacion
de Buttazzo [1997] también es aplicable al caso estocds-
tico

En este caso el método de busqueda exhaustiva recorrera todas las posibles
combinaciones de bloqueos legales que se pueden plantear y que son:

1. Latarea T» no causa bloqueo, y la tarea 13 si. El “peor” bloqueo en este caso
seria el supremo entre D[4] y U[1,5].

2. Latarea T se bloquea en Sq yla tarea 13 en S,. El bloqueo en este caso seria
D[2]®U[L,5].

3. Latarea T se bloquea en S; y la tarea 3 en S1. El bloqueo en este caso seria
U[1,3]®D[4]

El resultado de la busqueda exhaustiva serd el supremo entre todos los anterio-
res, es decir:

By = sup{D[4], U[1,5], D[2] ® U[1,5], U[1,3] @ D[4]}

La figura 5.8 muestra las CDFs de estos cuatro casos y puede observarse que el
supremo de ellas coincide con U[1,3]®DI4]. Esta seria por tanto la distribucion
del bloqueo B1 que buscdbamos, que garantiza un analisis conservador.
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. o x x  H—m
T Figura 5.8.: Solucion del
" contraejemplo
o D[4]
o P— —x—U[1,5]
. —— D[2] ® U[1,5]
£ 5+ U[1,3] @ D[4]

i PSR S o
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Si en cambio intentamos usar la aproximacién que evita la bisqueda exhausti-
va, los pasos a realizar serian:

= Para cada tarea 7, 73, encontrar el supremo de sus D; k. Asi, para T seria

sup{D|2], U[1,3]}. El resultado se muestra en la figura 5.9(a). Por otro lado,
para 13 seriasup{D[4], U[1, 5]}, y el resultado se muestra en la figura 5.9(b).

Finalmente, se suman (convolucionan) las distribuciones obtenidas. El re-
sultado se muestra en la figura 5.9(c), etiquetado como Bll.

= De forma andloga, se procede para cada seméforo Sq,S», encontrando el
supremo de sus D; ; y sumandolos (convolucionandolos). Es decir:

Bl = sup{DI[3], D[4]} @ sup{U]1,3],U]1,5]} = D[4] ® U]1,5]
La figura 5.9(c) muestra también el resultado de esta operacion.

= Finalmente se elige el infimo de los dos, que se representa en la figura 5.9(c)
en linea gruesa.

Si comparamos el resultado obtenido por aproximaciéon y por bisqueda ex-
haustiva, vemos que son diferentes. La figura 5.10 muestra uno al lado del otro. Lo
interesante es que la solucién obtenida por aproximacion estd en todo momento
por debajo de la obtenida por busqueda exhaustiva, es decir, es “peor” en el sen-
tido estocastico definido en este capitulo. En el siguiente teorema se demuestra
que esto es asi para cualquier sistema.

Teorema 9. Llamemos BZE a la variable aleatoria que representa el bloqueo que
puede experimentar una tarea T;, obtenido mediante el algoritmo de buisqueda ex-
haustiva, y BZA al obtenido mediante la aproximacion antes descrita. Para cual-
quier sistema se cumple que BZA = BIE .
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0.667

—— U]1, 3] —— U[1,5]
0.333 —— D[2] o —— D[4]
) 1 2 3 4 é 1 2 3 4 é

(a) Supremo del conjunto {D|[2],U][1,3]} (b) Supremo del conjunto {D[4], U[1,5]}

(en linea gruesa) (en linea gruesa)
1 —r .
0.8
0.6
0.4 —— B3
0.2 —— Bll
v v : : :

(c) Comparacién entre B} y B§

Figura 5.9.: Solucion del contraejemplo por aproximacion [Buttazzo, 1997]

Demostracion. Para calcular el bloqueo de la tarea 7; es necesario considerar las
restantes tareas tareas de menor prioridad, T;+1, Ti+2, . .., Tn. Cada una de estas
tareas tiene k secciones criticas que pueden, al menos en principio, causar blo-
queo a T;.

El algoritmo de busqueda exhaustiva, en cada iteracion, considerard un caso de
interbloqueo que a lo sumo toma una seccion critica de cada una de estas tareas,
puesto que respeta la propiedad de que una tarea no puede causar mas de un
bloqueo. Sea G el conjunto de las secciones criticas que se estdn considerando en
una iteracion de la bisqueda exhaustiva. En el conjunto G no habra dos secciones
criticas pertenecientes a la misma tarea, ni al mismo seméforo, por lo que en G
habrd min(N, K) secciones criticas, siendo N el nimero de tareas y K el nimero
de semaéforos.

Un ejemplo ayudara a comprender el desarrollo que sigue. La figura 5.11 mues-
tra una tabla en la que se organizan las duraciones de las secciones criticas en
un sistema con 5 tareas y 3 semaforos. Supongamos que se estd buscando el blo-
queo de la tarea 1, para lo cual hay que considerar las diferentes combinaciones
de las secciones criticas de las restantes tareas de menor prioridad, 7, ..., 7s. En
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Figura 5.10.: Comparacién entre la solucion aproximada y la encontrada por bts-
queda exhaustiva

un instante dado el algoritmo de buisqueda exhaustiva estd considerando el caso
marcado con circulos en la figura. Como vemos, se considera la primera seccién
critica de la tarea 1, la segunda seccion critica de 75 y la tercera seccion critica
de 13. Para la tarea 74 no se considera seccion critica alguna, pues ello implicaria
que un semaforo estaria siendo considerado dos veces. Asi pues, el conjunto G de
secciones criticas que se estd examinando en el instante recogido en la figura es

G ={Dy1,D23, D57}

Tl D12 D13 Figura 5.11.: Ilustracion para la demostraciéon del teore-
Q2 ¢ DZZ ma9

7 D31 D32 ‘

T Dy Dy 3

5 Ds, D5,2 Dsj3

Consideremos uno cualquiera de los conjuntos G generados durante la bus-
queda exhaustiva. Llamemos k; al indice de la secci6n critica con la que la tarea
Tj contribuye al conjunto G. Si la tarea no contribuye, k]- = 0. Asi, en el ejemplo
anterior tendremos que k, = 1, k3 = 3, k4 = 0y ks = 2. El bloqueo que generaria
la situacion descrita por este conjunto G, que denotaremos por B;(G), seria por
consiguiente la suma de estas secciones criticas, una por fila:

Z@

j=i+1

asumiendo que una seccion critica de la forma D, o (esto es, con un cero en su
segundo subindice) tiene una duracion nula, o si se prefiere, igual a la variable
aleatoria O. En el caso del ejemplo, el conjunto G marcado con circulos en la figu-
ra genera un bloqueo igual a Dy 1 + D33 4+ Dy g + D5 . Observar que Dy = O.
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El algoritmo de busqueda exhaustiva calculara el tiempo de bloqueo como el
“peor” (supremo) de todos los obtenidos para cada uno de los posibles conjuntos
G, es decir:

B; = sup{Bi(G)}
G

El algoritmo aproximado, en cambio, computard una aproximacion “por tareas”
(o si se prefiere, por filas), denotada por B% y otra “por seméforos” (o si se prefiere,
por columnas), denotada por B, para finalmente quedarse con la “mejor” (infi-
mo) de las dos.

Nos centraremos de momento en el cdlculo por tareas o filas. Esta aproximacion
consiste en sumar (convolucionar) la distribucién peor de cada fila, por debajo de
la fila 7, es decir:

N

l

Bi= ) sup{Djx}
j=i+1 k

Si comparamos esta aproximacion con el valor de B;(G) obtenido para un con-
junto G en la bisqueda exhaustiva, encontraremos que, sea cual sea G, la apro-
ximacion por filas es “peor”. En efecto, en la aproximacién cada término del su-
matorio es el supremo de una fila, y este supremo es “peor” por definicion que
cualquiera de los elementos de la fila, en particular, peor que el elemento que
contribuye a la solucién por biisqueda exhaustiva. Es decir:

sup{Dj} = Dj,
k

Esta afirmacion es cierta también si la fila (tarea) ] no contribuye al conjunto G,
ya que en este caso k]- = 0y por tanto Dj,kj = O; y es evidente que supk{D]',k} =
O. Por tanto podemos asegurar que siempre

N N
Bl= Y sup{Djs} = Y Djx; = Bi(G)  seacualseaG
j=i+1 k j=i+1

De donde, B% = Bi(G), es decir, la aproximacién “por filas” (o por tareas) es
peor que la solucion hallada en cualquiera de los pasos de la bisqueda exhaus-
tiva. Por tanto también sera peor que el supremo de todos los B;(G), que es el
resultado final de la biisqueda exhaustiva. Por tanto Bf = BE.

Un razonamiento totalmente andlogo nos lleva a la conclusién de que la aproxi-
macion “por columnas” (o por seméaforos) es también peor que la solucién hallada
por busqueda exhaustiva, es decir B¢ = BF.
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5. Extensiones al modelo

Comparando las funciones de probabilidad acumuladas, tenemos pues que,
para cualquier valor de x se cumplira que

Fgs(x) < Fge(x)
Fpi(x) < Fge(x)

De modo que atin quedéndose con el médximo, punto a punto, de Fgs y Fyp la
1
funcion que se obtiene es menor o igual que Fyg, para cada uno de los puntos.
1
Y ya que la funcién que, punto a punto, se queda con el méximo de Fps y Fg
1

corresponde a B, se deduce que B/ = BE, como se queria demostrar. O

5.2.5. Funcion de probabilidad del bloqueo para los protocolos
de techo de prioridad

Los protocolos de techo de prioridad, tanto el “original” como el “inmediato”
(que es una elaboracion posterior) garantizan que cada trabajo se bloqueard una
vez como maximo. El andlisis cldsico busca la region critica mas larga de entre las
que podrian causar bloqueo a la tarea 7;. Su longitud es el valor de B;, el bloqueo
maximo que T; puede sufrir.

La “traduccioén” al caso estocastico es directa, sustituyendo el concepto de “ma-
ximo” por el de “supremo” establecido en la definicién 18. Un algoritmo directo
seria el siguiente:

1: Calcular el techo de prioridad C(Sy) para cada seméforo Sy
2: parai =1,..., N hacer
3: Bi«— 0O

4: paraj=1+1,...,N hacer
5: parak =1,...,K hacer
6: si C(Sx) > P; entonces
7: Bi «— sup{B;, ®]3k}
8: fin si

9: fin para

10: fin para

11: fin para

Es evidente que este algoritmo es mucho menos costoso que el presentado para
la busqueda exhaustiva bajo PIP. Desde el punto de vista del andlisis, los meca-
nismos de techo de prioridades son pues preferibles. Ademads, el propio funcio-
namiento de este protocolo garantiza que, si un trabajo ha de sufrir bloqueo, lo
sufrird al principio de su ejecucion (como una especie de retraso afladido). Esto
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coincide con nuestra hip6tesis 2 de la pagina 145, por lo que en este caso la hip6-
tesis no incrementa el pesimismo, y por tanto los resultados de nuestro analisis
serdn mds cercanos a la solucion “real”.

5.3. litter

Una segunda restriccion del modelo del capitulo 3 es que los instantes de llega-
da de los trabajos son deterministas. La mayoria de los sistemas de tiempo real se
componen de bucles de control, que deben ser ejecutados periédicamente cada
cierto tiempo. En este sentido si es cierto que los instantes de llegada deberian ser
deterministas, al menos para este tipo de tareas.

Sin embargo, la implementacion real hace que en ocasiones el instante en que
el trabajo se activa esté ligeramente retrasado con respecto al instante tedrico en
que deberia haberse activado (debido a imprecisiones del planificador, por ejem-
plo). La diferencia entre el instante de llegada tedrico y el real y es lo que se de-
nomina jitfer. Una llegada retrasada de un trabajo puede hacer que éste cause
interferencia a otros a los que no podria haber causado interferencia de haber lle-
gado en el instante tedrico. Es decir, pueden aparecer condiciones en la realidad
que no habian sido previstas en el andlisis. Como consecuencia las probabilida-
des reales de perder los plazos se incrementan con respecto a las obtenidas en el
analisis.

Nos planteamos en esta seccién modificar el andlisis de modo que los las PF
que se obtengan para el tiempo de respuesta sean peores que las reales, incluso
teniendo en cuenta que en la realidad cada trabajo puede sufrir un jitter aleatorio
(aunque acotado).

5.3.1. Ampliacién al modelo para incluir el jitter

Cada tarea T1; del sistema lleva un pardmetro adicional, J; que representa el jiz-
ter. Este es una variable aleatoria que puede tomar valores negativos (lo que indi-
caria que el trabajo puede adelantarse con respecto a su instante de llegada te6-
rico) o positivos (lo que indicaria que puede retrasarse). Caracterizaremos esta
variable aleatoria inicamente por sus valores extremos J/™™ y [/ El anélisis no
hara uso de otra informacion estadistica sobre ella (es decir, no se requiere la PF
del jitter, tan s6lo sus valores extremos).

El problema que se nos plantea por tanto es el de determinar la PF de los tiem-
pos de respuesta de un sistema S en el cual el trabajo T’ ; (que es la j-ésima acti-

vacion de la tarea 7;) puede llegar en un instante aleatorio dado por:
Aij= @i+ Ti(j — 1) + 3

siendo J; una variable aleatoria de la que desconocemos su distribucion.
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5. Extensiones al modelo

5.3.2. Moadificacion del analisis para incluir el jitter

Lo que haremos sera transformar el problema en otro, en el que los instantes de
llegada sean deterministas, para poder aplicarle el mismo analisis ya visto en el
capitulo 4. La transformacién sera tal que garantice que la solucién del problema
transformado es més pesimista que la del problema original.

La transformacion es como sigue. Dado el sistema S = {7;} con N tareas, en
el que cada tarea se especifica mediante la tupla ; = (®;, T;, D;, €;, J;) (opcio-
nalmente también pueden incluirse los parametros de bloqueo vistos en la sec-
cion 5.2.3), construimos el sistema simplificado S’ = {7/}, en el que cada tarea 7/
viene definida por la tupla:

®j = @; + J"
Ti/ =T;

5.2
Di_ D, (5.2)

€ = Ci + (JM™ — J)

(Los parametros relacionados con el bloqueo, si los hubiera, serian los mismos
para el sistema S’ que para el S).

Es decir, el nuevo sistema S’ es idéntico al S, excepto en los tiempos de ejecu-
cién de las tareas, que se han incrementado en una cantidad (J/& — Jmin) yen
que los instantes de llegada de los trabajos ya no son aleatorios, sino determinis-
tas y ocurren en:

Mj=@i+ MM 4 Ti(j— 1) = Ayj+ " (5.3)

Dicho de otro modo, hacemos que todos los trabajos lleguen en el instante méas
temprano posible teniendo en cuenta su jitfer. De este modo, garantizamos que la
interferencia sobre los trabajos anteriores serd méas pesimista que la real. Por otro
lado incrementamos artificialmente su tiempo de ejecucion para garantizar que
la influencia sobre los trabajos posteriores serd también peor que la real. Demos-
traremos rigurosamente que el sistema S’ sirve para extraer conclusiones sobre el
sistema S, desde el lado del pesimismo.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos una tarea T; Cuyos parametros
son®; = 3, T; = 10, ¢; = U[2,5], Ji = [—1,1]. Su plazo no es relevante. La
expresion del jitter [—1,1], indica que la tarea podria llegar con un jitter de -1,
0 6 1, con probabilidades desconocidas. La figura 5.12(a) muestra esto de forma
grafica. Los rectangulos grises son los intervalos de tiempo en los cuales el trabajo
podria llegar.

La transformacién propuesta convertiria a esta tarea en otra, de parametros:
o, =2, T; = 10, ¢; = U[4,7]. El periodo es el mismo que el original. La fase
es la original mas el jitter minimo, que es -1. El tiempo de ejecucion de la tarea
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5.3. Jitter

transformada es igual al original més la diferencia entre el jitfer maximo y el mi-
nimo, que es 2. La nueva distribucion del tiempo de ejecucion es igual a la origi-
nal, simplemente desplazada dos unidades a la derecha. La figura 5.12(b) muestra
graficamente las llegadas de esta tarea transformada.

I IIIIII|IIIIIIII|I IIIII|IIIIIIt
10 20 30

D; T; Jdi

(a) Llegadas de trabajos con jitter en el sistema original

fe fer fer fer

IIIIIIII|IIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIt
10 20 30

T!

1

P!

1

(b) Llegadas deterministas en el sistema transformado

Figura 5.12.: Transformaciéon de un sistema con jitter aleatorio en otro con llega-
das deterministas

Para demostrar que el anélisis de este sistema es mds pesimista que el del origi-
nal, procederemos en varias fases. Primero demostraremos que si en una secuen-
cia dada de trabajos, con instantes de llegada deterministas, movemos el instante
de llegada de uno de ellos a la izquierda, a la vez que incrementamos su tiempo
de ejecucion en la cantidad que lo hemos movido, la nueva secuencia de traba-
jos resultante tiene peores tiempos de respuesta en todos sus trabajos. A partir de
este resultado, demostraremos que en un sistema con jitter, si cambiamos uno
solo de sus trabajos aplicandole la transformacion propuesta, el andlisis resultan-
te es mas pesimista. Finalmente, repitiendo este resultado para cada trabajo del
sistema se llega a la conclusién deseada.

Teorema 10. Sea la secuenciade trabajosI'1,1', ..., con tiempos de ejecucionCy,Cy, . . .

y cuyos instantes de llegada deterministas son A1, Ay, . . .. Si se adelanta la llegada
de uno de los trabajos, I'j al instante (Aj — A), con A > 0, a la vez que se incre-
menta el tiempo de ejecucion de dicho trabajo en A unidades, la nueva secuencia
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de trabajos tiene peores tiempos de respuesta (en el sentido estocdstico dado en la
definicion de “peor”).

Demostracion. La prueba se divide en tres partes. En primer lugar se demostra-
ra que el tiempo de respuesta empeora para los trabajos con indice menor que ;.
En segundo lugar, se demostrara que también empeora para los que tienen indi-
ce mayor que j. Finalmente, se demuestra que también empeora para el propio
trabajo I'; que ha sufrido el desplazamiento.

Parte 1. Lafigura5.13 muestralareordenacion de los trabajos como consecuen-
cia del desplazamiento sufrido por I';. Al desplazar A hacia la izquierda A unida-
des, hay una serie de trabajos que originalmente eran anteriores a I'; (inclusive),
pero que ahora son posteriores a él. Llamamos I';_j al primero de estos trabajos
(ver figura). Se asume que en el intervalo entre (A; — A) y Aj no llegan trabajos
con prioridad igual a la del trabajo I';. Esta asuncion es cierta siempre que el jitter
sea inferior al periodo de las tareas, para el caso de asignaciones de prioridad RM,
o0 a sus plazos, para el caso EDE lo que parece razonable.

¥

A |
Ljk—1 Tk Tji2 Tja it Ljt
1 S I
Ajk Nk A2 A A A A t

Figura 5.13.: Reordenacion de los trabajos al adelantar uno de ellos

Es evidente que para los trabajos anteriores a I'j_, el tiempo de respuesta seréd
peor que siI'j no se hubiera adelantado, puesto que se aumentan las probabilida-
des de que I'; cause interferencia sobre ellos. Mas formalmente, cuando se calcula
la PF del tiempo de respuesta de I'j_x—1, usando el método “partir, convolucionar
y juntar”, si el trabajo I'j ya causaba interferencia en su posicion original, la cau-
sard también en la nueva posicion adelantada, y si no la causaba, ahora cabe la
posibilidad de que sila cause. Por otro lado, el tiempo de ejecucion de I'; es mayor
en la nueva posicion, con lo que la interferencia serd mayor. Por ambas razones
los tiempos de respuesta de los trabajos anteriores a I'j_¢—1 serdn peores a causa
del adelanto de I’;.

Para los trabajos entre I'j_k y I';_1, el adelanto de I'; tiene dos efectos: de un
lado se disminuye la interferencia que estos trabajos sufren (ya que I'; no les ex-
pulsard), pero de otro lado se incrementa la carga existente cuando estos trabajos
entran en ejecucion, ya que I'j llegé antes que ellos incrementando esta carga. Por
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otro lado, ya que el tiempo de ejecucion del nuevo I'j es como minimo iguala A, se
garantiza que la carga afiadida en (A; — A) no se habra extinguido cuando los tra-
bajosI'j_g,...,I'j—1llegan. De modo que estos trabajos sufriran con probabilidad
1 la interferencia de I';, si bien en forma de carga inicial, en vez de expulsion. En
todo caso esta situacion es peor que la original, en la que cabia la posibilidad de
que estos trabajos no sufrieran expulsion de I'; si terminaban su ejecucion antes
de que éste llegara.

Parte 2. Los trabajos con indice superior a j, como vemos en la figura 5.13, pa-
rece que comienzan con una carga inicial inferior debido al adelanto de I';. Pero
esto no es asi debido a que el tiempo de ejecucion de I'j también se ha incremen-
tado en A unidades. La carga en el instante A;" es exactamente la misma que si I
no se hubiera adelantado, ya que las A unidades extra de tiempo de ejecucion de
I'j se han consumido durante el lapso de tiempo entre su llegada y A;. Asi pues, los
tiempos de respuesta de los trabajos I'j+1,I'j12, . . . no se ven influidos por el ade-
lanto de I';. Pero, por la propiedad reflexiva de la propiedad “peor que”, podemos
decir que son peores que los originales (aunque en realidad son los mismos).

Parte 3. Veamos ahora qué ocurre con el propio trabajo I';. Como consecuencia
de haberse adelantado, la carga que encontrard a su llegada no incluye la contri-
bucién de los trabajos Fj_k, e, Fj_l. Sin embargo todos estos trabajos le causa-
rdn interferencia, ya que al ser el nuevo tiempo de ejecucion de I'; mayor que A,
['; estard en ejecucion con probabilidad uno cuando I'j_g, ..., I'j—1 lleguen. Por
tanto los tiempos de ejecucion de estos trabajos se sumaran al de I'; para aumen-
tar su tiempo de respuesta. El tiempo de respuesta serd como minimo igual a la
carga existente en (A; — A) mds el propio tiempo de computacion de I';, més el
de todos los trabajos Fj_k, e, Fj_l. Podriamos por tanto decir que:

k
RO = WA —A)+ ) € i+€
i=1
y a partir de este R}OW aplicar el método “partir, convolucionar y juntar”, siendo el

primer trabajo a considerar el que llega en Aj; 1. Demostraremos a continuacién
que el trabajo I"; sufrird las mismas interferencias que las que habria sufrido de
no haber llegado adelantado, y que su tiempo de respuesta es peor.

Llamemos, por brevedad, X a la variable aleatoria:

k
X =WAj—A)+ Z Cj—i
i=1
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Tenemos por tanto que: fR]<0>’ = X + €j. Por otro lado €; = €; + A, por lo que
finalmente:

RO =X+ A+ ¢ (5.4)

y ya que A es una cantidad fija, el efecto de sumarlo a una variable aleatoria es
desplazar hacia la derecha el PF de ésta. Asi que para obtener R{0) podriamos

convolucionar la PF de X con la de C;j y desplazar el resultado A unidades a la
derecha.
Por otro lado, para calcular el 52]<0> del trabajo original, si no se hubiera adelan-

tado, seria necesario sumar la carga existente en A; con el tiempo de ejecucion del
propio trabajo. Es decir:

RO =W(A) + ¢ (5.5)

Comparando la eq. (5.5) con la eq. (5.4) vemos que son bastante parecidas, y se
puede demostrar que fR]<0>' = 32]«)), debido a dos razones:

1. Deunlado, X > W(A;), ya que X es la carga que habia en (A; — A), mas
las cargas de los trabajos intermedios I'j_, . . ., I'j_1, mientras que W(A;) es
esto mismo menos el tiempo transcurrido A.

2. Ademas, TR}O> " incorpora el sumando +A que hace que X se desplace A uni-
dades a la derecha, lo que la hace definitivamente peor.

La figura 5.14 muestra la funcién de probabilidad acumulada de 3%]<O> compara-

0)

daalade 9%]<0>’ . Se muestra también la (%)’ antes de desplazarse A unidades a la

derecha, para remarcar que incluso sin este desplazamiento ya era peor debido a
larazén 1. Las acotaciones sobre la figura son para un razonamiento posterior.

Veamos ahora que ademads el trabajo adelantado I"; sufrird las mismas interfe-
rencias que las que sufriria de no haberse adelantado. Es decir, si existia una pro-
babilidad no nula de que el trabajo I'j fuese interferido por I'j11, también habra
una probabilidad no nula de que I’;— sea interferido por I'; 1, y asi sucesivamente
para cualquier trabajo futuro.

Si el trabajo I'j puede ser interferido por I'j;1, esto quiere decir que su tiempo
de respuesta puede llegar a ser mayor que (Aj+1 — A}), es decir, se cumple

0 .
P{RY > (Aj11—Aj)} >0
Queremos demostrar que si esto es asi, entonces también I'; podra sufrir esta

interferencia, esto es, su tiempo de respuesta puede ser mayor que (Aj1 — Aj —
A), es decir, que se debera cumplir:

P{R>(Aj11 = Aj+A)} >0
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Figura 5.14.: Grafico de apoyo a la demostracion del teorema 10

Esto es cierto como se deduce facilmente de la figura 5.14. Supongamos que A
es 5,y que la distancia entre Aj y A1 es 8. Buscamos pues la probabilidad de que
IR<O>’ sea mayor que 13. Esta probablhdad es la cantidad marcada como b en la

ﬁgura. y es la misma que b/, debido al desplazamiento de A unidades. Por otro
lado, b’ ha de ser mayor que a debido a que, como ya demostramos, X era peor
que W(A;). Pero a es la probabilidad de que iR<0> sea mayor que Aj1 — Aj. De

donde se deduce que si esta probabilidad es no nula, a > 0, y entonces b > 0,
como queriamos demostrar.

Delo anterior se desprende que para calcular 3%;- son necesarias exactamente las
mismas operaciones “partir, convolucionar y juntar” que para calcular R;, pero ya
que se parte de una inicial peor, al final iR’ serd también peor. O

El teorema anterior muestra por tanto que si adelantamos la llegada de un tra-
bajo, pero a la vez incrementamos artificialmente su tiempo de ejecucion en una
cantidad igual a lo que habiamos adelantado la llegada, el nuevo sistema presen-
ta un andlisis mds pesimista que el original. Usaremos este resultado en relaciéon
con el jitter en la proposicion siguiente.

Proposicién 7. Supongamos una secuencia de trabajos I'1,12, . .. todos ellos con
instantes de llegada deterministas A1, A2, . . . excepto uno de ellos, Fj, cuyo instan-
te de llegada presenta jitter. Para este trabajo, el instante real de llegada, x, serd
aleatorio alrededor de un instante teérico Aj, es decir, x = Aj + J;.

Si sustituimos el trabajo1'; por otro I’; con instante de llegada determmzsm )U =
Aj+ ] min y con tiempo de ejecucion Ci = ¢+ (J"™ - ]mm) entonces el nuevo
szstema tiene peores tiempos de respuesta que el orzgmal pam todos sus trabajos.
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Demostracion. El verdadero tiempo de respuesta del sistema original podria cal-
cularse, al menos desde un punto de vista teérico, mediante la técnica exhaustiva
de analizar cada posible instancia del sistema. Es decir:

= Para cada posible instante de llegada, x, del trabajo I';

e Plantear una instancia del problema, que denotaremos por Sy, en la
que I'j llega en ese instante. La probabilidad de que esta instancia apa-
rezca viene dada por la PF del jitter. Llamemos py a ésta probabilidad,
incluso si es desconocida.

e Resolver el sistema Sy (que tiene ya llegadas deterministas) y obtener
asi las PF de los tiempos de respuesta de todos los trabajos. Llamemos
Rk x al tiempo de respuesta del trabajo I'x obtenido al resolver el la ins-
tancia del sistema Sy.

= Lasolucion al sistema S es un promedio ponderado de las soluciones a todas
sus instancias Sy, siendo el factor de ponderacién la probabilidad de cada
uno de estos sistemas. Es decir, la funciéon de probabilidad de los tiempos de
respuesta se obtendria mediante la férmula:

fre() =Y pafr, () VK (5.6)

Si comparamos el sistema S’ del enunciado del teorema con cada uno de los
sistemas Sy, vemos que S’ es mds pesimista que cualquiera de ellos, pues se ha
adelantado la llegada de I'j y se ha incrementado su tiempo de ejecucion en una
cantidad igual o mayor al adelanto sufrido. En virtud del teorema 10 los tiempos
de respuesta de todos los trabajos de S’ serdan peores que los de cualquier sistema
Sy. Por tanto:

Rie = Rex  Vk,x

Si R} es peor que cualquier R y, también serd peor que su ponderacion (propie-
dad demostrada en la proposicion 6, pag. 139), de donde R} = Rk para cualquier
k, que es lo que se queria demostrar. O

La técnica demostrativa de la proposicion anterior puede aplicarse para demos-
trar el siguiente teorema, de mayor interés practico:

Teorema 11. Sea una secuencia de trabajos1'1,1'2, ... con unos instantes de llega-
da teéricos A1, Ao, ... y unos instantes de llegada reales tj = Aj + 3j, siendo Jj una
variable aleatoria.

Si sustituimos uno solo de los trabajos, T, por otro T}, con instante de llegada
determinista: A}, = A + [ y con tiempo de ejecucion €} = Cx + (J*¥* — Jimin),
entonces el nuevo sistema tiene peores tiempos de respuesta que el original para
todos sus trabajos.
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Demostracion. La demostracion usa una técnica similar a la de la proposicién an-
terior. Para calcular la distribucion “exacta” de un tiempo de respuesta es necesa-
rio plantear todas las posibles instancias del sistema, es decir, todas las combina-
ciones posibles de llegadas de todos los trabajos. El nimero de instancias a ana-
lizar creceria factorialmente con el nimero de trabajos, pero en todo caso seria
un numero finito, por lo que desde el punto de vista tedrico es posible realizar tal
célculo.

Imaginemos una “instancia” del sistema, en la que tenemos fijados los instantes
de llegada de todos los trabajos, excepto el de 'k, al cual dejamos con un instante
de llegada “borroso” (es decir, no instanciamos este trabajo). Tenemos entonces
un sistema como el del enunciado de la proposicion anterior. En ella se demostré
que cambiar I'x por T, lleva a un caso peor que esa instancia del problema.

Puesto que lo anterior es cierto para cada posible instancia del problema, se
concluye que al cambiar I'x por I'; se obtiene un problema que es peor que el
original en cada una de sus posibles instancias. Por tanto la solucion final, que
seria una ponderacion de estas soluciones, serd también peor. O

Corolario 4. Dado un sistema S compuesto por N tareas periddicas, cada una de
ellas con un jitter aleatorio J;, si modificamos el sistema usando el conjunto de
ecuaciones (5.2), el nuevo sistema S’ resultante tiene peores tiempos de respuesta
(en sentido estadistico) en todos sus trabajos.

Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior a cada uno de los trabajos. Ca-
da vez que un trabajo con jitter se cambia por otro con llegada determinista y su
tiempo de ejecucién aumentado, el nuevo andlisis es mds pesimista. Si se cam-
bian todos los trabajos, el resultado serd més pesimista. O

Este corolario es el que nos permite resolver sistemas con jitter usando la téc-
nica descrita, y con garantias de que la solucion obtenida es mds pesimista que la
del sistema original.

5.4. Tareas aperiddicas y esporadicas

El modelo inicial suponia que los instantes de activacion de cada tarea eran
completamente deterministas. En el apartado anterior hemos ampliado el mode-
lo para que tenga en cuenta una pequefia variacion en el instante de activacion,
a costa de introducir pesimismo en el andlisis. Cuanto mayor sea la posible varia-
cion del instante de activacion (jitter), mayor serd el pesimismo introducido.

Cuando los instantes de activacion son completamente aleatorios, como es el
caso de las tareas aperiddicas, el enfoque anterior deja de ser ttil. No es posible
en este caso modelar el instante de llegada como un “instante teérico mdas un
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jitter”, a menos que estemos dispuestos a utilizar valores de jitter arbitrariamente
grandes, los cuales introducirian un pesimismo inaceptable en el anélisis.

El enfoque clésico para tratar con este tipo de tareas consiste en acotar el inter-
valo minimo entre llegadas (tareas esporadicas), y asumir un “peor caso” en el que
todas las tareas llegan con esa separacion. Es decir, se las trata como periddicas
siendo el periodo igual al tiempo minimo entre llegadas. Este método también in-
troduce un gran pesimismo, y no es aplicable a las tareas aperiodicas en las cuales
el tiempo entre llegadas no tiene cota inferior.

Hemos visto en la seccion sobre trabajo relacionado (pag. 21) algunos enfoques
estocdsticos al problema. En particular, el enfoque de Abeni y Buttazzo [2001] es
prometedor, y ademds puede ser facilmente integrado con el andlisis propuesto
en esta tesis.

En el enfoque de Abeni y Buttazzo [2001] es necesario modificar el planifica-
dor, de modo que garantice un tiempo de servicio cada cierto periodo de tiempo
para cada tarea. De este modo se separan los parametros de planificacion de las
tareas de sus pardametros intrinsecos (instantes de llegada, tiempo de ejecucion).
Con independencia de cudl sea el tiempo de ejecucion de las tareas y de cudles
sean sus instantes de llegada, el planificador asegurard que la tarea 7; podra eje-
cutarse durante Q7 unidades de tiempo cada T} unidades de tiempo, siendo estos
dos parametros decididos por el disefiador del sistema. Un planificador asi es el
“Servidor de ancho de banda constante” [Abeni y Buttazzo, 1998]. Una vez que el
planificador ha garantizado esto, las tareas aperiddicas quedan “aisladas” unas de
otras desde el punto de vista del andlisis.

En nuestro caso, seria posible tener un conjunto de tareas periddicas junto con
una serie de tareas aperiddicas o esporadicas. Las tareas aperiédicas serian servi-
das por este servidor de ancho de banda constante. En realidad habria tantos ser-
vidores como tareas aperi6dicas. Cada uno de estos servidores seria tratado por
nuestro andlisis como una tarea periédica, de periodo T? y de tiempo de ejecu-
cion determinista Qf, de cara a analizar su influencia sobre las tareas periddicas.
De este modo, utilizando el anadlisis ya explicado en esta tesis, se obtendrian las
probabilidades de pérdida de plazos para las tareas periddicas del sistema.

En cuanto a las tareas aperiodicas, cada una de ellas es analizable de forma
independiente al resto del sistema (pues el servidor asegura su aislamiento), y
para obtener sus probabilidades de pérdidas de plazo se recurriria al modelo de
colas expuesto en el trabajo de [Abeni y Buttazzo, 2001].

Esta idea atiin puede elaborarse mas, puesto que el tiempo de ejecucion del ser-
vidor no es en realidad determinista. El disefiador fija el valor de Q?, que es el
tiempo mdximo que se ejecutard el servidor de la tarea aperiddica 7; en cada ciclo
de servicio (ciclos que se repiten cada T; unidades). Si las instancias de la tarea
que llegan en ese ciclo requieren menos tiempo, el servidor puede finalizar an-
tes. De modo que el andlisis se podria refinar tratando de obtener la distribucién
estadistica de Q3, de cara a reducir el pesimismo en el célculo de la interferencia
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que este servidor causa sobre las restantes tareas periddicas. Esta es una linea de
investigacion abierta.

5.5. Dependencia estadistica entre tareas

El modelo ha supuesto que los tiempos de ejecucion de cada trabajo son varia-
bles aleatorias independientes de los tiempos de ejecucion de los restantes traba-
jos. Enla practica esto puede no ser asi, ya que pueden aparecer correlaciones. Por
ejemplo, podria ocurrir que, cuando una instancia de una tarea requiera un tiem-
po de ejecucion alto, haya mayores probabilidades de que la siguiente instancia
también requiera un tiempo alto. O la correlacién podria ser inversa.

Al ignorar la posible correlacion, si en realidad existia una, las probabilidades
que obtendremos para las pérdidas de plazo no serdn correctas. Y lo peor es que
no serian necesariamente pesimistas ni tampoco optimistas, como mostraremos
a continuacion con un ejemplo.

El problema de la correlacion aparece al calcular la funcién de probabilidad
de la suma de dos variables aleatorias X e Y. En el andlisis desarrollado en esta
tesis, la PF de la suma se ha obtenido mediante la convolucién de las PFs de X e
Y, pero esta operacion soOlo es vdlida si las variables X e Y son estadisticamente
independientes.

En el caso més general posible, la probabilidad de que la suma X + Y tome el
valor z, se calcula simplemente sumando las probabilidades de todas las combi-
naciones de X e Y que al sumarse produzcan z, es decir:

[e 9]
P{X+Y=-z} = ) P{X-iAY-z—i} (5.7)
i=—00
En el caso particular en que las variables X e Y sean estadisticamente indepen-
dientes, se tendra que

P{X-iAY-z — i} = P{X=i} - P{y-z — i}

y en este caso la ecuacion (5.7) se convierte en una convolucion.

Sin embargo, si las variables no son estadisticamente independientes, la pro-
babilidad de la interseccién (X=i A Y=z — i) no puede obtenerse a partir de las
probabilidades de (X=7) y (Y=z — i), sino que debe ser suministrada como dato.
Naturalmente esto plantea el problema de como obtener dicho dato. Sobre todo
si se tiene en cuenta que en muchos casos las variables aleatorias que sumamos
no son dos tiempos de ejecucion de dos tareas, sino la carga en un instante con el
tiempo de ejecucion de un trabajo. ;C6mo obtener la correlacion entre estas dos
variables aleatorias? La respuesta no parece trivial, y no se ha abordado en esta
tesis.
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Supongamos, de todas formas, que el problema ha sido resuelto, y que dispo-
nemos de las probabilidades de cada posible par (X, Y). Esta informacién vendria
representada por una funcién de dos variables: la funcién de probabilidad con-
juntade X e Y

fay(x,y) =P{X-xAY-y}

por lo que la PF de la suma podria calcularse a partir de esta distribucién conjunta

(o]
friy(@) = ), foyli,z—i) (5.8)
1=—00

En nuestro problema particular, ya que las variables aleatorias son siempre po-
sitivas y acotadas por un valor méximo, la funcién de probabilidad conjunta po-
dria almacenarse en un array bidimensional. Mostramos un ejemplo en la figu-
ra 5.15. La suma por filas (o por columnas) nos produce la “funcién de proba-
bilidad marginal” de la variable X (0 Y), es decir, las probabilidades de que esta

variable tome cualquier valor dado, con independencia de la otra variable.

S o1 2 3 4| fx

0 0 0.06 002 008 0.04]| 0.2
Figura 5.15.: Ejemplo de funcién de pro-
babilidad conjunta, y probabilidades

2 |0.02 008 002 008 0 |02 marginales

1 1004 0.02 0.1 0 0.04] 0.2

3 (002 0 006 0 012] 0.2

4 1002 004 01 004 O 0.2

fy o1 02 03 02 02/ 1

La funcién de probabilidad de la suma X + Y se obtendria aplicando la ecua-
cion (5.8), que equivale a sumar los elementos del array alo largo de las diagona-
les NE-SO, como se muestra en la figura 5.16.

En el modelo utilizado en esta tesis, tan s6lo conocemos las distribuciones mar-
ginales, pero no la funcién de probabilidad conjunta. Es decir, sabemos lo que
debe sumar cada fila y cada columna de la tabla, pero no los valores particulares
de cada elemento. Al asumir independencia entre variables, estamos rellenando
cada elemento de la tabla con el producto de las correspondientes probabilida-
des marginales, como se muestra en la figura 5.17. Sumar las diagonales en esta
segunda figura equivale a realizar la convolucién.

El problema es que las probabilidades obtenidas por convolucién no son “peo-
res” (en el sentido estadistico definido en esta tesis) que las obtenidas a partir de
la “verdadera” funcién de probabilidad conjunta. La figura 5.18 compara las CDF
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0.1

0.06

0.28

0.08

0.02

0.06

0.12

0.16

0.2

o1 2 3 4| fx
0 @ 0.08 0.2
1@ @ @ @ @) o
0 @ @ @ @) o
16 © @ @ @) o
V@@ O ©)
fy |01 02 03 02 02 1

022 01 016 O

S o 1 2 3 4| fx
fy |01 02 03 02 02| 1

0.18 0.14 0.08 0.04

Figura 5.16.: Ejemplo del cdlculo de la
probabilidad de la suma, a partir de
la funcién de probabilidad conjun-
ta

Figura 5.17.: Ejemplo del célculo de la
probabilidad de la suma, suponien-
do independencia estadistica
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de ambos resultados y se observa que se cruzan, por lo que ninguna es peor que
la otra.

Fxyy
! —_ Figura 5.18.: Comparacion
'f entre considerar la corre-
o lacién o asumir indepen-
05 dencia
—+— Asumiendo independencia
0.2 —e— Verdadera
. . — T ; Ty

Se puede pensar en ampliar el modelo para incluya mds informacion estadis-
tica. Los tiempos de ejecucion de las tareas ya no vendrian dados por una tinica
funcién de probabilidad, sino por una distribucién conjunta multidimensional.
Este enfoque tiene dos importantes desventajas practicas:

= El coste computacional del anélisis aumenta atin mas, y posiblemente de
forma exponencial, ya que es necesario introducir funciones de distribucién
multidimensionales, y el nimero de dimensiones podria llegar a ser en ulti-
ma instancia igual al niimero de trabajos por hiperperiodo®

= Queda por resolver como se obtendria toda esta informacion estadistica pa-
ra alimentar el modelo. Si ya el encontrar la PF de un tiempo de ejecucion
para una unica tarea parece un problema suficientemente complejo [Ber-
nat et al., 2002], el tratar de hallar las funciones de distribucién conjuntas de
varias tareas puede ser imposible.

Asi pues, parece poco practico tratar de conocer las funciones de probabilidad
conjuntas de todas las variables aleatorias que participan en el modelo y en su
andlisis. En cambio, las probabilidades marginales son perfectamente conocidas.
Cabe plantearse la pregunta de si seria posible “inventar” una funcién de probabi-
lidad conjunta, a partir de las probabilidades marginales, que si bien no coincida
con la auténtica, que es desconocida, al menos sea “peor” que ella. Es decir, que
la PF de la suma utilizando esta funcién conjunta inventada salga “peor” (en el
sentido definido en esta tesis) que la que se obtendria con la auténtica, sea cual
sea ésta.

En el contexto de la obtencion estadistica del WCET, Bernat et al. se han en-
contrado con el mismo problema. Los citados autores han inventado un nuevo

9 Asumiendo que no hay correlacién estadistica de un hiperperiodo a otro
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operador de convolucién (que denominan “convolucién sesgada”'?) que no ne-
cesita conocer la funciéon de probabilidad conjunta, sino tan solo las marginales.
El método se basa en la idea de que, de entre todas las posibles funciones de pro-
babilidad conjuntas que son coherentes con las funciones marginales dadas, ha-
brd una que sea “la peor” (en un sentido claramente definido por los autores). Se
demuestra que tal funcidn existe y se proporciona un algoritmo para obtenerla.
El problema radica en que la definicién de “peor” suministrada en dicho ar-
ticulo no coincide con la de esta tesis. Para Bernat ef al. una distribucion es peor
que otra si su centro de gravedad estd mas a la derecha. Formalmente, definen la
funcién f “peor” como aquella que maximice el valor de B( f) definida como:

(e e]

B(f)y= Y f(h)

I=—o00

Sin embargo esta definiciéon no garantiza que la CDF de la funciéon “peor” esté
siempre por debajo de las otras, como exigimos en esta tesis. De hecho, se cruza
con ellas, como mostraremos a continuacion con un ejemplo. Aplicando la técni-
ca de la convolucidn sesgada a las funciones marginales de la figura 5.16, obtene-
mos una funcién conjunta “inventada” que es coherente con dichas distribucio-
nes marginales, y que se muestra en la figura 5.19. No mostramos aqui los detalles
de como se ha encontrado este resultado, basta seguir el algoritmo claramente
detallado en [Bernat ef al., 2002]. Una vez obtenida esta funcién conjunta artifi-
cial, que el lector puede verificar es coherente con las distribuciones marginales
dadas, la probabilidad de la suma se obtiene como en los demds casos sumando
las diagonales.

o 1 2 3 4| fx

DD OO @) -

0.2  Figura 5.19.: Cdlculo de la probabili-
dad de la suma usando el operador

X

©e®
©e®
OO0,

01 2 0.2 “convolucion sesgada”
0.1 3 @ 0.2
" DO )

0006

01 fy |01 02 03

0.2 0 0.2 0 0.2

El resultado obtenido tiene la maxima B( f) entre todas las funciones conjuntas
f compatibles con las funciones marginales, tal como se demuestra en [Bernat

10 pijased
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et al., 2002]. La figura 5.20 compara las PF obtenidas por los tres métodos mos-
trados hasta ahora, esto es, usando la “verdadera” funcién conjunta, asumiendo
independencia estadistica, o utilizando la convolucién sesgada. Vemos que ésta
ultima es la que produce una PF mas “desviada” hacia la derecha, y el lector puede
comprobar que es la que tiene un mayor valor de B(f).

afxry fo+y fo+‘d
5 X+ y 5 X+ y 5 x + y
(a) Usando la verda- (b) Asumiendo inde- (c) Usando la “convolu-
dera probabilidad con- pendencia estadistica, cién sesgada’, f(f) =
junta, B(f) = 21,08 B(f) = 21,2 24,06

Figura 5.20.: Comparacion de las funciones de probabilidad obtenidas por tres
métodos diferentes

Por desgracia, si comparamos las CDF en lugar de las PE vemos que la obtenida
por convolucion sesgada no es peor que las demads (ver figura 5.21). De hecho, las
tres se cruzan entre si, por lo que no hay ninguna peor que otra. En mi opinion,
la definicién de “peor” usada en [Bernat et al., 2002] no es adecuada para obte-
ner cotas superiores a la probabilidad de perder plazos, al menos desde un punto
de vista tedrico. Desde un punto de vista practico tal vez pueda usarse, si se de-
muestra que, al menos para valores por encima del plazo, 1a funciéon que maximiza
B(fx+y) estd por debajo de cualquier otra fy,y (coherente con las distribuciones
marginales de X e Y). En todo caso, este es un punto a investigar.

Fxyy Figura 5.21.: Comparacién
! de las funciones de distri-
bucién acumuladas obte-
nidas por tres métodos di-
ferentes

0.5 ®

—»— Convolucién sesgada
—+— Asumiendo independencia
—e— Verdadera

: ! x+y

Siguiendo la misma idea de Bernat et al. podriamos preguntarnos si, entre todas
las funciones de probabilidad conjunta que son coherentes con las distribuciones
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marginales f, fy, habrd alguna que produzca una fy_y “peor” en el sentido defi-
nido en esta tesis. Demostraremos a continuacién que, por desgracia, tal cosa no
existe.

Definicién 21. Diremos que una funcion de probabilidad conjunta fxy(-,-) es
peor que otra fy (-, -), y lo denotaremos por fyxy(-,-) = fxy(:,+), si la funcién
de probabilidad acumulada de X + Y obtenida de f estd siempre por debajo de la
obtenida de ', es decir, si

Z Z fay(Gri—j) < Z Z f&,y(j,i—j) para todo z

i=—00 j=—00 i=—00 j=—00

Teorema 12. Sea G el conjunto de todas las funciones de probabilidad conjunta
fxy(-,-) que son coherentes con las funciones de probabilidad marginal fx(-) y

fy()-
La funcion f tal que f(-,-) = fxy(-,-) paratodo fxy(-,-) € G noestdenG.

Demostracién. Podemos representar la funcién fy y(-, -) mediante una matriz rec-
tangular, que denominaremos M. Lamemos a sus elementos ; ;, de modo que
mij = fxy(i,j).

Para que una funcién fy y(-, -) pertenezca a G, debe ser coherente con la fun-
ciéon marginal fy (-), es decir, la suma “fila a fila” de la matriz debe ser igual a f(-).
Esto debe cumplirse en particular, para la fila cero:

Y mg; = fx(0)
i>0

También debe ser coherente con la funcién maginal fy, para lo cual la suma “co-
lumna a columna” debe ser igual a fy. En particular para la columna cero:

Y mjo = fy(0)
=0

De las ecuaciones anteriores podemos despejar el elemento 11 1 y el elemento
mj o, respectivamente, y obtener:

moy = fx(0) —moo— Y mp; =k —moy
i>1
mi = fy(0) —moo— Y mjo=1—mog
j>1
donde, para simplificar la expresion, hemos agrupado el primer sumatorio con el

sumando fy(0), llamando al resultado k, y andlogamente el segundo sumatorio
con fy(0), llamando al resultado [.
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La probabilidad de que X + Y tome el valor cero, es la probabilidad conjunta de
que X tome el valor cero e Y también. Esto es el valor de m .

La probabilidad de que X + Y tome el valor 1, es la suma de las probabilidades
deque (X =0)A(Y=1)y (X =1) A (Y =0), estoes, lasumamyg + mj o.

Esto nos permite determinar los dos primeros puntos de la funcién de proba-
bilidad acumulada de la suma, Fy_y(-)

FDC—FH (O) = ]P{DC + 1AZO} = m,0
Froy(1) = P{X +Y-0} + P{X +y-1)
= mo,0 + (mo,1 + m1,p)

=k+1— no,0

(5.9)

Esto nos dalos dos primeros valores de Fy._, y, y s6lo con ellos ya podemos com-
probar que no hay forma de encontrar un 7o que nos garantice un caso “peor”
en el sentido definido antes. En efecto, para cualquier valor que demos a m1 g, si
lo disminuimos en una pequefia cantidad, lograremos una nueva FDIC 4y que estd
por debajo de Fy_y enla abcisa cero, pero en cambio esta por encima en la abcisa
1 (ya que al disminuir 11 9, aumentamos Fy, y(1) como se deduce de las féormu-
las anteriores). Y si aumentamos 11 o, lograremos que la nueva F’ esté por debajo
para la abcisa 1, pero entonces estara por encima para la abcisa cero.

Es por tanto imposible encontrar una FD’C Ly que esté por debajo de Fy,y en
todas sus abcisas, y que cumpla las restricciones de la ecuacion (5.9), que deben
ser cumplidas para garantizar que la funcién pertenece a G. ]

Asi pues, si planteamos el problema de analizar un sistema que presenta co-
rrelaciones estadisticas entre sus variables, pero en ausencia de informacion, es
decir, disponiendo tan sélo de distribuciones marginales y no de las probabilida-
des conjuntas, tal sistema no puede ser analizado, ni siquiera desde un punto de
vista pesimista, como acabamos de demostrar.

Es por tanto un problema abierto el investigar en c6mo la informacién sobre
las correlaciones podria ser afladida al andlisis. Probablemente la soluciéon mas
simple sea que el analista identifique las causas de la correlacion, y en base a estas
causas disefie el escenario en el cual la correlacion es la peor posible, a la hora de
obtener las funciones de probabilidad de los tiempos de ejecucion de las tareas
que se introduciran en el modelo. Es decir, el analista no introduce en el modelo
las distribuciones marginales de los tiempos de ejecucion, sino las distribuciones
condicionadas al caso en que son peores. De este modo se podria llevar a cabo un
andlisis que asuma independencia, que produciria resultados conservadores. Por
ejemplo, si se encuentra que una causa de correlacion estadistica son los fallos de
cache, el analista deberia buscar el perfil de los tiempos de ejecucién de las tareas
cuando haya fallos de cache, e introducir estos perfiles en el modelo, en lugar de
los perfiles obtenidos “promediando” los casos en que hay fallos de cache con los
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casos en los que no los hay (que seria los que obtendria en una medicién que no
tenga en cuenta el estado de la cache).

5.6. Ampliaciones triviales

El andlisis ha asumido siempre un modelo de tareas periédicas simple, en el
que cada tarea se caracteriza por un periodo constante. Sin embargo no hay nada
en el andlisis que fuerce esta limitacion. Las tareas pueden tener cualquier patrén
de activaciones, con tal de que sea determinista y que presente algin tipo de pe-
riodicidad. Por otro lado se ha supuesto un planificador con desalojo, por ser el
caso mds complejo. Sin embargo la solucion para el caso sin desalojo se puede
obtener trivialmente a partir del andlisis propuesto. En esta secciéon abordamos
estos dos aspectos.

= Patrén de activaciones. Las tareas pueden tener cualquier patron de acti-
vaciones determinista y periddico. Esto cubre el caso ya analizado en el que
cada tarea tiene un periodo constante, pero también el caso de las tareas
periddicas por rafagas (un periodo indica la separacién entre rafagas y otro
la separacion entre tareas dentro de la rafaga) u otros patrones mdas com-
plejos. Por ejemplo, podriamos suponer un tipo de tarea 7; que presente un
intervalo T; 1 entre la primera y segunda activacion, seguido de otro inter-
valo T; , entre la segunda y la tercera, etc. de forma que este patron de in-
tervalos comience a repetirse en algin momento. La tinica limitacién es que
los instantes de llegada deben ser deterministas y presentar algtn tipo de
periodicidad.

Los parametros que modelan los instantes de activacion de las tareas inter-
vienen en el andlisis inicamente para determinar qué tarea sera la proxima
en activarse a partir de un instante dado. Es decir, se necesitan para conver-
tir el modelo de tareas en una secuencia de activaciones de trabajos. Una
vez conocida esta secuencia, el andlisis procedera “a nivel de trabajo”, apli-
cando los métodos ya descritos. Puesto que cada tarea presenta algun tipo
de patrén periodico, la secuencia de trabajos también lo presentara. El hi-
perperiodo serd ahora el intervalo de tiempo entre dos repeticiones de esta
secuencia de activaciones. Sulongitud ya no sera tan sencilla de calcular, pe-
ro en todo caso podré obtenerse. La existencia de un hiperperiodo permitira
aplicar el andlisis Markoviano también a este tipo de sistemas.

= No-expulsion. Si el planificador no permite expulsion, en el momento que
una tarea entre en ejecucion ya no podra sufrir interferencia de ninguna
otra tarea. Por tanto su tiempo de respuesta seria igual a la carga de mayor
prioridad existente en el instante de su activacion, mds su propio tiempo
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de ejecucion. Esto es precisamente lo que denominabamos Rl@ (el tiempo
de respuesta de una tarea suponiendo que serd expulsada por los siguientes
“cero” trabajos). Ya hemos dado el método para obtener la distribucién de
esta cantidad.

Por tanto los sistemas sin expulsion estdn cubiertos también dentro de nues-
tro andlisis, de una forma trivial.



6. Coste computacional y resultados
experimentales

No amount of experimentation can
ever prove me right; a single
experiment can prove me wrong.

(Albert Einstein)

En este capitulo se cubren dos objetivos diferentes. Por un lado (seccion 6.1)
se analiza en detalle el coste computacional del andlisis estocéstico propuesto en
el capitulo 4. Las conclusiones son también véalidas con ligeras modificaciones
para las extensiones propuestas en el capitulo 5. Se obtiene un limite teérico al
crecimiento del coste, y se muestran resultados experimentales (seccién 6.2) que
corroboran este limite tedrico.

En una segunda parte (seccién 6.3) se comparan los resultados obtenidos me-
diante el andlisis estocdstico propuesto en esta tesis con los de otros métodos
propuestos en la literatura, y con los obtenidos por simulacién. Se observa que
los valores obtenidos con nuestro andlisis son mucho més préximos a los simula-
dos que usando cualquier otro método, y que se requiere mucho menos tiempo
que en la simulacién para llegar a resultados mucho mas exactos.

6.1. Coste computacional

El andlisis propuesto presenta una gran complejidad computacional, debido al
elevado nimero de convoluciones que es necesario realizar. En esta seccion en-
contraremos el limite asint6tico en el niimero de operaciones necesarias, en fun-
cion de ciertos parametros del sistema, y veremos que a pesar del elevado coste,
éste no es de tipo exponencial, sino polinémico en funcién del nimero de traba-
jos en un hiperperiodo y del tamafio de las funciones de probabilidad que definen
el sistema.

Atn creciendo de forma polinémica, el tiempo necesario para resolver un sis-
tema numéricamente con la ayuda de un computador se va haciendo més y mas
prohibitivo a medida que crece el tamano del problema. Resulta por tanto de inte-
rés conocer los limites practicos de aplicabilidad de este andlisis, esto es ;estamos
hablando del orden de minutos, de horas, de dias? ;Cuél es el tamafio maximo de
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un sistema que podriamos resolver en un tiempo “razonable”? Estudiaremos en la
seccion 6.1 el tiempo requerido por un ordenador personal de gama media para
resolver diferentes tipos de sistemas, y daremos gréficas y tablas que permitirdn
estimar de antemano el tiempo que ser requerira para resolver un sistema dado.

6.1.1. Modelo para el analisis del coste computacional

Para estudiar el coste computacional, consideraremos al sistema S definido,
no por un conjunto de tareas periddicas, sino como una secuencia de n traba-
josI'1, Iy, ..., T} cuyos instantes de llegada vienen dados por A1, Ag, ..., Ay. Ca-
da trabajo tiene un tiempo de ejecucion aleatorio Cj, definido por su funcion de
probabilidad. Cada una de estas funciones de probabilidad viene definida por m
puntos, que pueden ser almacenados en un vector. Para simplificar el estudio del
coste computacional, asumiremos una implementacion ineficiente, en la que los
m puntos almacenados representan las probabilidades de que la carga €; tome los
valores 0,1,2,...,CMaX En este caso C]malX = m — 1. Una implementacién mas
eficiente almacenaria s6lo los m puntos en los que estas probabilidades fueran
distintas de cero.

Asumiremos que los trabajos presentan una periodicidad a nivel de hiperperio-
do, es decir, en el instante A; + T llega una nueva instancia de I'j, con la misma
distribucién de su tiempo de ejecucion.

Cualquier modelo de tareas periddicas puede convertirse a un modelo como el
anterior, por lo que lo que sigue es vélido para el modelo clasico de tareas perio-
dicas.

Para dotar de mayor generalidad al estudio de la complejidad, asumiremos que
los instantes A; de llegada de los trabajos no siguen ningtin patrén regular dentro
del hiperperiodo, sino que llegan en instantes aleatorios cuyos intervalos entre
llegadas siguen una cierta distribucién, que no nos concierne. Sabemos que esto
no es asi, ya que normalmente los trabajos provienen de tareas periddicas y por
tanto si que hay regularidad en sus llegadas. Sin embargo, para no introducir en el
estudio los periodos de las tareas, y cubrir asi un sistema que sea de alguna forma
el “caso promedio” de todos los sistemas posibles, asumiremos que los intervalos
entre llegadas son aleatorios. Llamaremos T al tiempo promedio entre llegadas.
En sistemas de tareas periodicas, este parametro se calcularia dividiendo la lon-
gitud del hiperperiodo entre el niumero de trabajos que llegan en €I, es decir:

T

T— -
YN (T/Ty)

En nuestro caso de trabajos no periodicos, seria simplemente T = T /n.
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6.1. Coste computacional

6.1.2. Analisis del coste

Para encontrar el tiempo de respuesta de un trabajo, I';, son necesarios los si-
guientes pasos:

= Obtener la distribucion estacionaria de la carga al principio del hiperperio-
do, ya sea mediante andlisis Markoviano o mediante aproximacion iterativa.

= Avanzar, usando el método “convolucionar y encoger” hasta el instante A;
en que llega el trabajo bajo consideracion.

= Aplicar el método “partir, convolucionar y juntar” para cada uno de los futu-
ros trabajos que pueden causar interferencia al trabajo actual, y que llegan
en la ventana [Aj, Aj + Dj]. Recordar que no es necesario tomar en consi-
deracion los que llegan después de A; + D; porque éstos ya no afectan a la
probabilidad de perder el plazo.

Para situarnos en el peor caso, supongamos que el trabajo I'; del cual queremos
obtener su tiempo de respuesta, es el de menor prioridad del sistema. En este ca-
so, todos los trabajos anteriores del hiperperiodo contribuyen a su retraso inicial,
y todos los posteriores podrian contribuir a su interferencia, dentro de la ventana
[Aj, Aj+ Djl.

Con estas premisas, calculemos el nimero de operaciones que serd necesario
realizar para obtener la PF del tiempo de respuesta del trabajo I';. Nos centrare-
mos Unicamente en el nimero de operaciones necesarias para realizar las con-
voluciones, ya que éstas representan el grueso de la carga computacional. Dividi-
remos el estudio en las tres fases del algoritmo, pero comenzaremos suponiendo
que la carga estacionaria al principio del hiperperiodo ya ha sido obtenida de al-
gun modo, y dejaremos para mds adelante el estudio del coste de obtener dicha
carga estacionaria.

Coste computacional del método “convolucionar y encoger”

Supongamos que la carga al comienzo del hiperperiodo ya ha sido obtenida, y
estd representada por una funcién de probabilidad definida por b puntos, alma-
cenada en un vector de modo que el elemento con indice 0 indica la probabilidad
de que la carga inicial sea cero, y el elemento con indice b — 1 (el dltimo) indica la
probabilidad de que la carga tome su valor mdximo b — 1. Para calcular a partir de
ésta la carga en el instante A;, serd necesario aplicar j veces el método “convolu-
cionary encoger’, ya que partimos de la hipétesis de que I'; tiene menor prioridad
que todos los que le preceden.

Cada vez que se realiza una operaciéon “convolucionar”, se requieren 2m1111;
operaciones (sumas mas restas), siendo 11 y my el nimero de puntos de cada
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TW(AO) Co

I|w T T T c

W(Ag) ® €
(b+m—1)

Cmin Cmax + bmax w

Figura 6.1.: Complejidad: paso “convolucionar”

una de las funciones que se convolucionan (ver anexo A). El resultado de esta
convolucion serd una nueva PF definida por (m7 + my — 1) puntos. Por tanto,
en la primera convolucion, entre la carga inicial y el primer trabajo, se realizardn
2bm operaciones, y el resultado tendra (b + m — 1) puntos. La figura 6.1 muestra
graficamente las dimensiones de la PF de la carga inicial, de un trabajo y de la
convolucién de ambas.

A continuacién viene la operacion “encoger”. La cantidad a encoger es igual al
intervalo temporal hasta la llegada del proximo trabajo. Esta distancia en prome-
dio es T, por lo que asumiremos que es necesario encoger T unidades. Como se
puede observar en la figura 6.2, esta operacién requeriré en el peor de los casos T
operaciones (sumas), y un desplazamiento que asumiremos no tiene coste algu-
no'. El resultado serd una nueva PF con (b +m — 1 — T) puntos.

Observar que si T = m — 1 el resultado tendria de nuevo b puntos, es decir no
se aumentaria el tamafo del PF de la carga como resultado de la operacién “con-
volucionar y encoger”. Por otro lado, si T > m — 1, el tamafio de la carga se irfa
reduciendo hasta llegar eventualmente a tener un solo punto (carga cero con pro-
babilidad uno). En este sentido la férmula no es correcta, puesto que puede dar
un resultado negativo. La expresion correcta seria decir que la nueva longitud es
max (1, (b+m—1—T)).Sin embargo, por no complicar la notacion, asumiremos

! Puede implementarse como una simple reasignacién de punteros
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W(Ao) ® Co
(b+m—1)
T Tw
7 !
W(A1)
TTIII|IIII|IIII|IIw
' (b+m—1-T)

Figura 6.2.: Complejidad: paso “encoger”

que T < m — 1, y en este caso cada nueva iteracién del método “convolucionary
encoger” produce un resultado con més puntos que la anterior, por lo que el coste
computacional de cada nueva iteracion ira creciendo.

Cmax [ymax —

Enrealidad, la condicién T < m — 1implicaque T < , Y por tanto
CMmaX /T > 1. Por tanto, la hipétesis T < m — 1 se cumple al analizar sistemas con
U™aX > 1, que son el tipo de sistemas en que estamos interesados. En este caso
cada nueva iteracion incrementa el nimero de puntos en (m — 1 — T) puntos.
En la iteracién i-ésima tendremos que convolucionar una funcién definida por
(b+ (i —1)(m — 1 — T)) puntos, que proviene de la iteracion anterior, con otra
de m puntos que es el trabajo i-ésimo. Seguidamente se realizard una operaciéon

“encoger” de T puntos.

Si denotamos por cw; al coste computacional (numero de operaciones requeri-

das) de los j pasos necesarios para llegar al trabajo I'; y determinar asi W(A;), este
coste sera por tanto:

j
cw; = Y. <2(b+ i—1)(m—-1- T))m+T>
i=1
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Resolviendo el sumatorio y operando, obtenemos:

e, = jom? — jm* — Pm(1+T)

. - - (6.1)
+jm(14+2b+T)+ T

Si en esta ecuacion hacemos T = m — 1, lo que significaria que U™ = 1, se

tiene el caso mds favorable, en el que el tamafo de la carga se mantiene constante
(por término medio) con cada nueva iteracién. Para este caso CW]. saldria igual a

j((2b 4+ 1)m — 1), que como puede verse es del orden de O(jm ), para un tamarfio
de b fijo. El coste es proporcional al producto jm , es decir, del indice del trabajo
que queremos calcular por el tamafio de las PF de los trabajos m.

El caso més desfavorable seria un caso limite en el cual los trabajos llegan tan
juntos que la operacion “encoger” nunca encoge realmente, y el tamano de la car-
ga siempre aumenta. Haciendo T — 0 obtenemos el coste para este caso que re-
sulta ser j2m? — jm? — j*m + jm(1 + 2b). Esta expresion es del orden de O(j?m?),
por tanto en este caso el coste es proporcional al cuadrado del producto jm. Por
consiguiente, incluso para el peor caso, llegamos a la conclusion:

cw, = O(j*m?) (6.2)

Coste computacional del método “partir, convolucionar y juntar”

La PF de la carga en el instante Aj, obtenida por “convolucionar y encoger”,

constard de (b + j(m — 1 — T)) puntos, de acuerdo con lo dicho anteriormente. A
partir de ella, el primer paso es obtener 5R]<0>, para lo cual hay que convolucionar

dicha PF con la del tiempo de ejecucion del trabajo, que se compone de m puntos.
El coste de esta operacion serd 2(b + j(m — 1 — T))m y el resultado constara de
(b+j(m—1—T)+ m—1) puntos.

Analicemos el coste del método “partir, convolucionar y juntar” para la primera
iteracion:

» Partir implica reservar los primeros puntos de fR]<0>. Esta operacion no tiene
coste, pues no requiere operaciones de punto flotante.

El niimero de puntos “reservados” serd en promedio T + 1, para la primera
iteracion. La cola que queda, por tanto tendrd una longitud (b + j(m — 1 —
T)+m—1— (T + 1)) parala primera iteracion.

= Convolucionar. La convolucion se realiza entre la cola y el siguiente trabajo.
El nimero de operaciones requeridas serd

2b+jm—-1-T)+m—-1—(T+1))m
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El resultado de esta convoluciéon tendrd un namero de puntos igual a la su-
ma de las longitudes de las funciones convolucionadas, menos uno. Por tan-
to:

b+jm—-1-T)4+2m—-1—(T+1) -1

= Juntar. Los (T + 1) puntos reservados al principio, se juntan con los obte-
nidos de la convolucion. El namero total de puntos del resultado sera por
tanto

b+jm—-1-T)+2m—2

Y lo mismo se repite para la iteracion siguiente. De lo anterior se deduce fa-
cilmente que cada nueva iteracion incrementa el nimero de puntos de R; en

(m — 1) puntos. Asi pues, para realizar el cdlculo de 5R]<i> es necesario:

= Tomar la PF de gg}{i—1>, que tiene (b + j(m —1 — T) 4+ i(m — 1)) puntos, y
reservar los primeros iT + 1 puntos.

La cola resultante tiene (b + j(m — 1 — T) +i(m —1—T) — 1) puntos.

= Convolucionar dicha cola con el trabajo siguiente, definido por m puntos. El
numero de operaciones a realizar para esta convolucion sera:

2+ (j+i)(m—1-T)—1)m
Y el resultado constard de (b + (j +i)(m —1—T) — 1+ m — 1) puntos.

= Juntar a este resultado los iT + 1 puntos reservados. El resultado final tendré
(b+jm—-1—-T)+ (i+1)(m— 1)) puntos.

El proceso anterior debe repetirse, en el peor de los casos, tantas veces como
trabajos lleguen en el intervalo [Aj, A; + Dj]. Llamemos k; al nimero promedio
de trabajos que llegan en dicho intervalo. Este valor puede calcularse como el co-
ciente D;/ T, y en general es diferente para cada trabajo, puesto que depende de
su plazo D;. En lugar de considerar un k]- para cada trabajo, simplificaremos el es-
tudio de complejidad definiendo un k “global”, que sea el valor promedio de todos
los k;. Es decir?:

1 & _
k:Ezlk] dondekj:Dj/T
]:

2 Mas adelante daremos una férmula para calcular k en sistemas compuestos por tareas periodi-
cas, y veremos que k depende de la relacion entre plazos y periodos y también del ntimero de
tareas en el sistema.
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Con esta aproximacion podemos decir que, en promedio, un trabajo arbitrario
del sistema serd expulsado k veces, por lo que el método “partir, convolucionar
y juntar” deberd realizar k iteraciones. Esto conlleva un ntimero de operaciones
igual a:

R, = Zk;z(b+(j+i)(m—1—:r) “)m
i=0

Resolviendo el sumatorio y simplificando, obtenemos:
CR =mk+1)2b—2+ (2j+k)(m—1-T)) (6.3)

Para el caso més favorable en el que U™ = 1, y por tanto T = m — 1, 1a expre-
sion anterior se reduce a 2m (b — 1) (k + 1), que como se observa tiene una com-
plejidad O(mk), para un b fijo. Es decir, el coste computacional es proporcional
al producto del tamafo de las tareas por el nimero de interferencias. Para el caso
mas desfavorable en que las tareas llegan muy juntas, haciendo tender T — 0 en
la ecuacién (6.3) obtenemos un polinomio que es O(mzkz), y por tanto en este
caso el coste computacional es proporcional al cuadrado del producto mk.

Coste total de analizar los 7 trabajos del sistema

Suponiendo que la carga inicial ya ha sido obtenida por analisis Markoviano o
por alguna aproximacion (mds adelante estudiaremos el coste computacional de
esto), para resolver el tiempo de respuesta de un trabajo I'; basta realizar j itera-
ciones del método “convolucionar y encoger”, seguido de k iteraciones del método
“partir, convolucionar y juntar”. El coste de lo primero es CW;» dado enlaeq. (6.1),

y el coste de lo segundo es ¢ R;) dado en la eq. (6.3). Este andlisis hay que repetirlo

para cada uno de los 7 trabajos del hiperperiodo, por lo que parece obvio que el
coste total seria:

n

c =) (cw, +cr)
i-1

Sin embargo hay un detalle sutil que nos permite afinar més la férmula ante-
rior. Y es que en esa formula se asume implicitamente que para calcular la carga
existente a la llegada de cada trabajo, recomenzamos siempre el método “convo-
lucionar y encoger” desde el inicio del hiperperiodo. Es decir, no reaprovechamos
los resultados obtenidos para trabajos ya calculados. Esto serd asi s6lo si el pri-
mer trabajo es basal y los restantes son no-basales. Esta situacion tan pesimista
nunca se dard en la practica. De todas formas, si resolvemos la férmula anterior,
obtendremos el coste total para este caso pesimista. Como resultado se obtiene la
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ecuacion (6.4), que es demasiado compleja y trataremos de simplificarla a conti-
nuacion.

sm? —m(1+T)

c +n2<m2(1+k)+m(b—1—k(T+1)—T)+T/2)

+ n(T/Z m(R(—1 —T) + 2k(b—2— T) + 3b—8/3 — 2T/3)

+ m?(k* + 2k + 2/3))
(6.4)

Hipétesis simplificadoras La féormula anterior, ademads de ser un tanto farragosa,
depende de demasiados pardmetros y es dificil extraer conclusiones ttiles de ella.
Seria interesante poder dejar la expresion del coste tiinicamente en funcion de n
y m. Esto puede lograrse planteando dos casos extremos, uno aplicable a siste-
mas con baja utilizacién y otro aplicable a sistemas con muy alta utilizacion. El
primer caso serd el de menor coste computacional, y nos proporciona un limite
inferior a la complejidad del algoritmo. El segundo caso, que es el mas costoso
computacionalmente, nos proporciona un limite superior a dicha complejidad.

= Sistemas con baja utilizacién. Si el sistema a estudiar tiene U™ < 1, se
reduce la complejidad del anélisis debido a varios factores:

e No es necesario andlisis Markoviano, y la “carga inicial” en el hiperpe-
riodo estacionario es cero.

e Ladistancia promedio entre activaciones es mayor que la carga prome-
dio generada en cada activacién, esto es, T > m — 1. Esto, como ya se
ha visto, tiene como consecuencia que la PF de la carga inicial no crece
con cada iteracion del algoritmo “convolucionar y encoger”.

e Haybajas probabilidades de que un trabajo sea expulsado por otro, esto
es, k tomara valores bajos.

Estas condiciones nos permiten eliminar algunas variables de la formula an-
terior, gracias a las siguientes ecuaciones:

e b = 1 (debido a que la carga inicial estacionaria es cero, y por tanto
representada por una PF de un solo punto).

e T = m — 1enel peor caso.
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¢ Si hacemos la suposicion de que las tareas tienen plazos iguales a sus
periodos, se puede demostrar (ver pagina 207) que k es igual al nimero
de tareas (no de trabajos). Es decir k = N.

Llevando estas sustituciones de variables a la ecuacion (6.4), obtenemos un
limite inferior al coste, que ya depende sé6lo de n y m:

3m—1
2

» Sistemas con muy alta utilizacién. En estos sistemas U™ > 1, y por tanto
requieren un andlisis Markoviano. No obstante, en este punto supondremos
simplemente que la distribucion de la carga inicial en el hiperperiodo esta-
cionario ya ha sido obtenida de algiin modo, y nos centraremos tinicamente
en el coste de obtener los tiempos de respuesta a partir de ella.

c> (n®+n) = O(n’m) (6.5)

Haremos las siguientes hip6tesis (pesimistas) para tratar de dejar la ecua-
cion (6.4) tan s6lo en funcién de n y m:

e La PF de la carga inicial en el hiperperiodo estacionario se compone

de un méaximo de nm puntos. Esto es, b = mn. Téngase en cuenta que
en realidad esta funcién consta de un nimero infinito de valores, pero
para poder introducirla en la herramienta de anélisis debe ser trunca-
da en algtin punto. Estamos suponiendo simplemente que el punto de
truncacion es a lo sumo nm.
Esta hipotesis se puede justificar en la forma siguiente. Si cada trabajo
genera como maximo m — 1 unidades de tiempo de ejecucion, y hay n
trabajos activados en un hiperperiodo, el producto mn es mayor que la
maxima carga que puede generarse en un hiperperiodo. La probabili-
dad de que la carga inicial sea superior a mn por tanto ha de ser muy
baja, de modo que los puntos que estamos perdiendo al truncar en mn
son muy proximos a cero.

e Los trabajos llegan muy juntos, de modo que hacemos T — 0

e Los plazos de los trabajos son muy largos, del orden de la longitud del
hiperperiodo. Por tanto cada trabajo puede ser expulsado alo sumo por
otros n trabajos, es decir k = n. Obsérvese que esta hipdtesis deja de ser
cierta si los plazos relativos pudieran tener una duracién mayor que el
hiperperiodo, pero considero que un sistema asi es poco realista.

Esto nos permite sustituir b por mn, T por cero, y k por 7 en la ecuacion (6.4),
lo que nos genera el siguiente limite superior al coste computacional:

16m? — 7m 2m? — 8m

< 3
c <n’( 3 3

) + n%(6m* — 5m) + n( ) = O(n®>m?) (6.6)
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Las figuras 6.3 y 6.4 muestran una representacion grafica de las ecuaciones (6.5)
y (6.6), respectivamente, en las que en el eje de abscisas se hace variar 1 y se repre-
sentan curvas para diferentes valores de m. Observar que la escala es logaritmica.

En la figura 6.5 se representan juntas las ecuaciones (6.5) y (6.6), para un caso
en el que m = 20, haciendo variar tinicamente 7. Puesto que estas ecuaciones
representan los limites inferior y superior respectivamente del coste computa-
cional, cualquier otro sistema con m = 20 requerird un nimero de operaciones
comprendido entre ambas curvas.

1012 T T T T T T T
- —miz -
******* m =15

1010 | - -- m = 30 -
| - m = 45 |

10% - .

106

104

Numero de operaciones

100

1 10 100
Numero de trabajos (1)

Figura 6.3.: Variacion del coste en funcién de los parametros m y n, para sistemas
con baja utilizacion

Observar queenelcaso T = m — 1y T — 0 sonlos extremos de un espectro. En
el primer caso el sistema tiene U™ = 1, y en el segundo en cambio U™ — oo.
Puede resultar de interés saber como influyen otros valores intermedios de U™?#*
en el coste computacional. Para ello basta sustituir T por (m — 1) /U™ en la
férmula (6.4) para tener una expresion que relaciona el coste computacional con
la carga méxima del sistema3.

En la figura 6.6 se representa de forma gréfica la variacion del coste en funcién
de U™#* dejando fijos los restantes pardmetros del sistema. Vemos que aunque
U™a influye, su influencia es cada vez menor a medida que crece, pues esté limi-
tada por una asintota horizontal, que viene dada por el valor de la ecuacién (6.4)

paraT — 0.

3 En realidad la expresion sélo seria vélida para U™# > 1, puesto que para valores menores el
método “convolucionar y encoger” iria reduciendo el niimero de puntos en la PF de la carga,
hasta dejarlo eventualmente en 1.
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Figura 6.4.: Variacion del coste en funcién de los parametros m y n, para sistemas
con alta utilizacién
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Figura 6.5.: Comparacion entre el coste de resolver un sistema con baja utilizacion
y otro con alta. En ambos casos m = 20
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Utilizacién maxima (U™3%)

Figura 6.6.: Coste computacional en funciéon de U™?#, para un sistema con 500
trabajos de tamaifio 20, y diferentes valores de k

A continuacion nos centraremos en estimar el coste computacional del céalculo
de la distribucion de la carga al principio del “hiperperiodo estacionario”. Para
ello disponemos de diferentes métodos, a saber: el andlisis Markoviano exacto,
basado en plantear un sistema de ecuaciones recurrentes del que se obtienen los
infinitos puntos de la solucién, el andlisis Markoviano por truncacion, y el método
iterativo que se basa en repetir el método “convolucionar y encoger” a lo largo de
varios hiperperiodos. Cada método tendra un coste diferente.

Coste de encontrar la carga estacionaria mediante analisis Markoviano exacto

Este método requiere varios pasos, todos ellos muy costosos desde el punto de
vista computacional:

1. Obtener la matriz de Markov P que define el proceso de la carga. Como se
vio, solo es necesario obtener sus r primeras columnas, siendo 7 la méxima
cantidad de tiempo libre que puede aparecer en un hiperperiodo. Llamare-
mos cp al coste de obtener esta matriz P.

2. Plantear una matriz A de recurrenciay diagonalizarla. El coste de diagonali-
zar una matriz cuadrada es del orden del cubo de su ntimero de filas. Vimos
que la matriz A tenia m, filas, siendo m1, el nimero de elementos de la co-
lumna r-ésima de P. Llamaremos c 4 al coste de diagonalizar A.

3. Plantear y resolver un sistema con r 4 1, ecuaciones y otras tantas incog-
nitas. En general el coste de resolver un sistema es del orden del cubo del
numero de ecuaciones. Llamaremos cg al coste de resolver este sistema.
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Calculemos pues cual es el coste de cada una de estas fases, intentando poner
todas ellas en funcién de los pardmetros m, ny T (en este caso el factor k no juega
ningtn papel).

Obtencién de la matriz de Markov El calculo de una columna i de esta matriz se
obtiene aplicando el método “convolucionar y encoger”, partiendo de una carga
inicial 7, alo largo de un hiperperiodo, es decir, de # trabajos. La carga inicial viene
dada por un solo punto de probabilidad 1 para la abscisa i. Por tanto el tiempo ne-
cesario para obtener una columna de P viene dado por la ecuacion 6.1, haciendo
b = 1yj = n. Puesto que hay que calcular r columnas, el coste total serd r veces
lo anterior, es decir:

cP:r(nz(mz—m(TJrl))—n(mz—m(TJrB)—i—T)) (6.7)
Resulta mds significativo poner la ecuacién en funcion de U™, en lugar de T.
Es posible hacerlo, ya que U™® = C™® /T, yya que C"® = m — 1, resulta que
uma < m/Typortanto T < m/U™M¥. Llevando esto a la ecuacion anterior y
operando, queda:

2 2
cP<rn2<m2—m— m )—rn(mz—fim—m) (6.8)

umax umax

Podemos hacer que r desaparezca de esta expresion, si tenemos en cuenta que
representa méxima cantidad de tiempo libre que puede aparecer en un hiper-
periodo. Esta cantidad nunca podré ser mayor que la longitud del hiperperiodo,
por lo que r < nT.Y ya que por otro lado T = m/U™3 y estamos en el caso
U™ > 1, concluimos finalmente que » < nm. Por tanto:

5 (M —m? m3 o (mP+m?  md —3m?
cp<n ( [[max umaXZ) +n ( (a2 T max ) (6.9)
En esta expresion puede verse que, para un U™ dado y mayor de uno, el coste
es del orden O(m>n3). Recordemos que si U™® < 1 no es necesario plantear el
andlisis Markoviano, pues en ese caso basta analizar el primer hiperperiodo com-
pleto. Asi pues, el coste de obtener la matriz P es proporcional al cubo del pro-

ducto del nimero de trabajos en el hiperperiodo por el tamafo de estos trabajos
(en el peor de los casos).

Obtencioén y diagonalizacion de A El planteamiento de la matriz A apenas tiene
coste computacional, pues su estructura consta exclusivamente de unos y ceros
salvo en su ultima fila, y para ésta los coeficientes se obtienen directamente de la
columna r de P. La tinica computacién que es necesario realizar es dividir todos
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los coeficientes de la columna » de P por uno de sus coeficientes. Esto requiere 1,
divisiones.

Por otro lado m; es el niimero de elementos de la columna r-ésima de P. Si re-
cordamos, esta columna se habia obtenido convolucionando los 7 trabajos que
llegan en el hiperperiodo. Ya que cada convolucién afiade m — 1 puntos, el re-
sultado final constard de m + (n — 1)(m — 1) = mn — n + 1 puntos. Por tanto
m, < mn, de modo que el namero de operaciones necesario para construir A es
menor que el producto mn.

Para su diagonalizacion se requiere un numero de operaciones del orden de su
dimensién elevada al cubo. Ya que su dimension es también 1, el coste total de
obtener y diagonalizar A sera:

ca < mn+ (mn)? (6.10)

Se comprueba que el coste de este paso es también del orden de O(n3m3).

Planteamiento y solucién del sistema de ecuaciones Una vez diagonalizada A,
se plantea un sistema con m, ecuaciones obtenidas de las primeras filas de P, mas
r ecuaciones adicionales obtenidas de hacer cero ciertos coeficientes para que la
suma de la solucion no sea infinita. El sistema constara por tanto de m, + r ecua-
ciones, por lo que su resolucién tiene un coste del orden de O((m, + 7)3). Como
ya vimos, ¥ < mn y también m, < mn, por lo que el nimero total de ecuacio-
nes es menor de 2mn. Se deduce que la complejidad de resolver este sistema de
ecuaciones es del orden de

cs = O((2mn)®) = O(m>n®) (6.11)

Coste total del analisis Markoviano exacto El coste total del anélisis Markoviano,
por tanto, serd la suma de los tres costes anteriores, es decir:
CM=Cp+ca—+Cs (6.12)

Puesto que, como hemos visto, cada uno de ellos es del orden de O(m°n3), su
suma también lo sera.

Coste de encontrar la carga estacionaria mediante truncacion

Obviamente, la complejidad de esta aproximacion depende del punto de trun-
cacion. Supongamos que truncamos P a la dimensién mn x mn, con vistas a ob-
tener una solucion de longitud mn, que como ya dijimos es una longitud suficien-
temente precisa en la practica.
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Ya que, como vimos, ¥ < mn, para truncar la matriz a la dimensiéon mn, sera
necesario de todas formas calcular las r primeras columnas, lo mismo que para
el andlisis exacto. El coste de esto ya ha sido calculado, en la eq. (6.9) y vimos que
era del orden de O (m3n3)

Una vez truncada la matriz a la dimensién mn, basta con obtener su vector pro-
pio. Esto requiere O((mn)3) operaciones. El coste total del método de truncacién
serda por tanto:

cr = O(m®n®) + O(mn3) = O(mn?) (6.13)

Por tanto, aunque el método de truncacién requiere menos tiempo en gene-
ral que el analisis exacto, porque evita un paso de complejidad O(m3 n3), desde
el punto de vista del andlisis asint6tico de la complejidad es equivalente. En rea-
lidad, el método de truncacién tarda una fraccion de lo que tardaria el método
exacto, pero esta fraccion es fija, no depende de m ni nn y por eso no aparece dife-
rencia en la notaciéon O-grande.

El método de truncacion, por otra parte, tiene una ventaja sobre el exacto, y es
que es menos sensible a los errores numeéricos introducidos por la representacion
de coma flotante en un computador, como ya se comento.

Coste de encontrar la carga estacionaria por aproximacion iterativa

El método iterativo consiste simplemente en aplicar el método “convolucionar
y encoger” a lo largo de varios hiperperiodos, hasta que el resultado en un hi-
perperiodo sea muy similar al del hiperperiodo anterior. No requiere por tanto la
construccion de ninguna matriz de Markov ni la resoluciéon de ningtin sistema de
ecuaciones.

Si el método converge tras [ iteraciones, cuando lleguemos al punto de la con-
vergencia habremos aplicado el método “convolucionar y encoger” nl veces. Ya
que la carga inicial de la que partimos es cero, viene representada por un solo
punto. De modo que el coste computacional de todas estas iteraciones viene da-
do por la férmula (6.1), haciendo ] =nlyb =1, delo que resulta:

c; = Pn?(m? —m(T+1)) — In(m*> —m(3+T) - T) (6.14)

Esta cantidad, para un T fijo, es del orden de O(I?n?m?), de modo que si el
numero de iteraciones no es muy elevado, este método es muy ventajoso con res-
pecto al célculo exacto e incluso con respecto a la truncacion. S6lo cuando el nu-
mero de iteraciones necesarias sea del orden de \/mn o mas, el método iterativo
tiene mayor coste que los otros métodos. El inconveniente es que no sabemos de
antemano cudntas iteraciones serdn necesarias para que el método converja, es
decir, el valor de I. En general, el método iterativo converge rdpido y es mucho
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mas eficiente computacionalmente que la truncacién. Ademads, no presenta los
problemas numéricos del método exacto.

6.1.3. Conclusiones del anadlisis de complejidad

A lo largo de las férmulas anteriores hemos visto que el tiempo del computo
parece fuertemente influenciado por los siguientes pardmetros del sistema:

= El nimero total de trabajos en un hiperperiodo (7). La dependencia de es-
te parametro es O(n3), y por tanto es la principal causa de incremento del
coste. De aqui se deduce que si el sistema tiene muchas tareas con periodos
co-primos, 7 serd muy grande y por tanto el andlisis tendrd un gran coste. Si
por el contrario los periodos de las tareas se eligen de forma que sean armo-
nicos, el nimero de trabajos por hiperperiodo serd menor, lo que ayudard a
reducir el coste del andlisis.

= El tamaiio de la funcién de probabilidad de cada trabajo (m). La depen-
dencia de este parametro es O(mz) si se usa la aproximacion iterativa para
el calculo de la carga estacionaria, y O(m?3) si se usa el anlisis Markovia-
no exacto o truncado. Por tanto es otro factor crucial. Si el coste del andlisis
resultara prohibitivo para un sistema dado, habria que intentar replantear
el problema reduciendo el nimero de puntos en las PF de los tiempos de
ejecucion. Para ello basta remuestrear el perfil de ejecucion en un namero
menor de puntos. Obviamente esto disminuira la precision del andlisis, pero
siempre se puede hacer de modo que el nuevo anélisis sea més pesimista y
por tanto se esté del lado de la seguridad (ver anexo C.4). En cualquier caso,
incluso un valor tan pequefio como m = 2 representa una disminucion en
el pesimismo con respecto al andlisis cladsico, en el que m = 1 puesto que
s6lo se toma en cuenta un posible tiempo de ejecucion: el peor.

= El tiempo medio entre activaciones (T) juega un papel importante en el
coste del andlisis. Este parametro representa si los trabajos llegan muy jun-
tos 0 muy separados. Como vimos T < m /U™, por lo que esta directa-
mente relacionado con la utilizacién maxima del sistema. A medida que
aumenta U™# para una m dada, T disminuye y esto causa que el anélisis
tenga mayor coste.

El caso con U™ < 1 es el de menor coste computacional, puesto que, de
un lado, no requiere andlisis Markoviano (la carga de régimen estacionario
se obtiene ya al final del primer hiperperiodo), y de otro lado, el método
“convolucionar y encoger” tiene una complejidad constante, independiente
del trabajo en consideracion, ya que el tamafio de la PF de la carga no crece
en cada nueva iteracion.
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A medida que T — 0, U™ va creciendo y el coste del algoritmo se incre-
menta. Pero incluso en el caso limite en que T' = 0, el coste estd acotado por
O(m3n3), o por O(m3n?) si usamos la aproximacion iterativa.

= Los plazos de las tareas influyen en el nimero de interferencias (k) que de-
ben tenerse en cuenta para computar la probabilidad de que un trabajo pier-
da su plazo. Cuanto menores sean los plazos, menos trabajos hay que con-
siderar, y mds rapido serd el algoritmo “partir, convolucionar y juntar”.

El valor de la utilizacién promedio, U, no parece jugar ningtin papel en el coste
computacional puesto que no aparece en las férmulas.

Estrictamente esto es asi, ya que desde el punto de vista tedrico, es posible di-
sefiar dos sistemas que tengan el mismo valor de T (las tareas tienen los mismos
periodos) y de m (y el mismo tiempo méximo de ejecucion) y que sin embargo
tengan diferentes U. Basta hacer que los tiempos medios de ejecucion de cada
tarea sean diferentes, cambiando la “forma” de su distribucién, aunque manten-
gamos el nimero de puntos m. Digamos por ejemplo que el tiempo promedio
de ejecucion es una fraccion f del tiempo maximo, de modo que Cj = fCMa,
Cambiando el valor de f podemos obtener un sistema nuevo con diferente U pe-
ro idénticos valores en los restantes parametros. El andlisis de estos dos sistemas
tendria el mismo coste computacional, a pesar de que tienen diferente U, debido
a que tienen los mismos valores de T y m1.

En la préctica, en cambio, la situacion suele ser la inversa, es decir, la mayoria
de las tareas tienen una forma similar en sus funciones de distribucion del tiempo
de ejecucion, es decir, un valor de f parecido. Por esto, un sistema que tenga un
mayor valor de U suele tener también un mayor valor de U™, En este sentido la
utilizacién media del sistema si influye en el coste computacional de su analisis.

Por otro lado, hemos visto que U es un pardmetro clave que determina la exis-
tencia o inexistencia de una solucién estacionaria. Si U > 1 esta solucién no
existe, mientras que si U < 1 si. Cabe esperar por tanto que a medida que U
se acerca a 1, la soluciéon estacionaria tarde mas tiempo en alcanzarse. En este
sentido U influir sobre el niimero de iteraciones que debe realizarse en la apro-
ximacioén iterativa. También influird en la eleccién del punto de truncacién de la
aproximacion por truncacion.

6.2. Maedidas experimentales

Como comprobaciéon empirica de que el coste del andlisis crece polinémica-
mente con el tamafo del sistema a analizar, se han generado un gran ntimero de
sistemas sintéticos y se han analizado con una herramienta que implementa el
analisis estocdastico propuesto, para medir el tiempo invertido por la herramienta
en funcion de los diferentes pardmetros del sistema.
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6.2.1. Modelo para los experimentos

Puesto que la motivacion de los experimentos es inicamente medir el tiempo
que se requiere para resolver sistemas de diferentes tamafios, los parametros que
interesa controlar son los que afectan al coste computacional y que ya han sido
identificados en la seccién 6.1.3, pagina 195. En este sentido, la forma de la PF
de los tiempos de ejecucion de cada trabajo no es relevante, pero si lo es el nu-
mero de puntos m que la define. Tampoco son relevantes los periodos de cada
tarea, sino el namero total de trabajos que habrd en un hiperperiodo y la separa-
cion promedio entre los instantes de llegada, etc. Asi pues definiremos un modelo
diferente de sistema, con el objetivo de que sea sencillo variar sus parametros y
medir el tiempo requerido para su andlisis, en una forma consistente con el ané-
lisis de complejidad previo.

El sistema se compondra de una secuencia de n trabajos que llegan en instantes
generados aleatoriamente siguiendo una cierta distribucion parametrizada por
su valor medio, T. Cada uno de los trabajos trae asociada una PF definida por m
puntos que representa la PF de su tiempo de ejecucion. La PF se almacena en un
vector de m elementos, siendo el elemento de indice 0 la probabilidad de que el
tiempo de ejecucion tome su valor minimo C™"™ y el elemento de indice (m —
1) la probabilidad de que tome su valor mdximo C™#*, Se asume que todos los
trabajos tienen la misma PF de tiempo de ejecucion. Se asume también que todos
los trabajos tienen el mismo plazo relativo D.

La especificacion de un experimento consistird de las siguientes métricas, a
partir de las cuales sera posible generar automéaticamente un sistema sintético
que los cumpla:

» Utilizacién maxima del sistema U™?3X,
» Utilizacién promedio del sistema U.
= Numero de trabajos a generar 7.

» Tamafio m de la PF del tiempo de ejecucion de cada trabajo y valor de C™i™,

El valor de C™3X ge deduce de los anteriores, puesto que C™a = Cmin 4
m — 1. Todos los trabajos tienen la misma PE ya que su forma no es relevan-
te.

= Nimero esperado de expulsiones por trabajo k.

6.2.2. Generacion del sistema sintético

Partiendo de los pardmetros anteriores, es posible generar un sistema sintético
que se ajusta al modelo de “secuencia de trabajos” y que tiene los valores especi-
ficados para las métricas anteriores. Para ello basta seguir los pasos siguientes:
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Dado que U™ = CMaX /Ty que C™M3 — C™MIN 4 4 _ 1, es posible deducir
cudl ha de ser el valor de T para que el sistema tenga la utilizacién maxima
deseada: )

len + m — 1

umax

T =

Una vez obtenido T, podemos calcular cudl es la utilizacién minima de este
sistema ™" = C™ /T,

Se asume una distribucion estadistica conocida para los intervalos entre lle-
gadas, por ejemplo la distribucion beta (ver anexo C). Los pardmetros de la
distribucion se eligen de modo que su media coincida con el T recién calcu-
lado.

Se genera aleatoriamente una secuencia de 7 instantes de llegada, de modo
que los intervalos entre llegadas sigan esta distribucién. Estos n trabajos re-
presentan un hiperperiodo. Los hiperperiodos siguientes repetirdn la misma
secuencia de activaciones.

= A cada trabajo se le asigna un plazo relativo de valor D = kT.
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Se asume una distribucién estadistica conocida para los tiempos de ejecu-
cion de las tareas, por ejemplo, la beta de nuevo. Aunque esta distribucién
no tiene influencia en el coste computacional, si influye sobre la utilizacion
media.

El valor promedio del tiempo de ejecucion C, evidentemente estard a medio
camino entre C™" y C™&X nor lo que podemos decir que existe un valor
h € [0,1] tal que:

C _ Cmin + h(cmax . Cmin)

De la expresion anterior, dividiendo por T, se deduce que:
= umin + h(umax o umin)

lo que nos permite elegir i de tal modo que U tome cualquier valor de-
seado entre U™" y U™@_ Una vez obtenido este /, la PF de los tiempos
de ejecucion ya no es completamente libre, pues debe cumplir la relacién
C = Cmin 4+ h<cmax _ Cmin).

Es necesario ahora crear una PF sintética de los tiempos de ejecucion de
los trabajos, que cumpla una serie de requisitos: debe estar formada por m

puntos, variar sélo entre los Valorgs Cmin y C™MaX 'y su valor medio debe ser
tal que C = C™IN 4 j(Cmax _ Ccmin),
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Para crear una PF asi, resulta idoneo partir de la distribucién beta (véase
anexo C). Originalmente esta distribucion es continua, y varia so6lo entre 0y
1 (por tanto tiene acotados sus valores minimo y médximo). Su forma depen-
de de dos parametros habitualmente llamados a y 8. Segtin los valores de es-
tos parametros, la distribucién puede adoptar la forma de una distribuciéon
uniforme, una rampa, una especie de exponencial acotada, una campana
simétrica, o una campana asimétrica. La media de la distribucion es el valor
«/(« + B), por lo que puede tomar cualquier valor entre 0 y 1. En particular
podemos hacer que su media tome el valor / antes calculado.

Basta ahora escalar horizontalmente esta funcién multiplicando por (C™# —

C™in) y desplazarla sumando C™", para obtener una funcién de densidad,
que después se puede muestrear en m puntos. De este modo se obtiene una
PF sintética para los tiempos de ejecucion de los trabajos del sistema (ver en
el anexo C una discusion de cémo realizar dicho muestreo).

El sistema asi construido estard formado de n trabajos, cada uno de ellos de-
finido por m puntos como se deseaba. Ademas, los valores de U™ y U son los
deseados. El sistema sintético asi construido se suministra como entrada a la he-
rramienta de andlisis y se mide cudnto tarda ésta en hallar la PF de la carga en
cada uno de los instantes de llegada, y la PF de los tiempos de respuesta para ca-
da uno de los trabajos del sistema, asumiendo un caso pesimista (e imposible) en
el que, para cada trabajo, todos los anteriores y todos los posteriores tienen mayor
prioridad que él. De este modo hay que realizar el maximo de convoluciones.

Variando m, n, k y U™® podemos comprobar que el coste computacional sigue
la evolucién predicha en la seccion anterior. U es un pardmetro que en teoria no
deberia tener influencia si los restantes se dejan fijos.

En la seccion siguiente se muestran los resultados de estos experimentos. Todos
los experimentos fueron realizados con una herramienta programada en C por el
autor, y ejecutados en un computador personal de gama media. Las caracteristi-
cas del hardware y del software utilizados fueron las siguientes:

= CPU: Pentium III, 933MHz, 256Kb cache

= Memoria principal: 512Mb

= Sistema operativo: linux, version del kernel 2.4.8-26mdk
= Compilador: gcc 2.96, glibc 2.2.4-6mdk

» Generador de ntimeros aleatorios: “Mersene Twister” [Matsumoto y Nishi-
mura, 1998], implementado en la GNU scientific library. Semilla del genera-
dor tomada del reloj del sistema (resolucién de centésimas de segundo).
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6.2.3. Resultados

En cada experimento se ha generado un sistema sintético que tenga los para-
metros especificados, y se ha introducido este sistema en la herramienta, a la que
se le ha pedido la PF de la carga total en el instante de activacion de un trabajo I';,
y la PF del tiempo de respuesta de dicho trabajo. Es decir, la herramienta calcula
las PFs de W(A;) y R}, siendo j un pardmetro del experimento.

Se ha medido el tiempo que ha tardado la herramienta en obtener cada uno de
estos PFs, y a continuacién se muestra en forma de graficos como han influido los
diferentes pardmetros (j, m, U™, U, k) en estos tiempos.

Influencia de la utilizaciéon promedio U

Manteniendo fijos todos los parametros del experimento j, m, k y U™, pero
variando la forma de las distribuciones de los tiempos de ejecucion, podemos ha-
cer que cada trabajo tenga el tiempo de ejecucion promedio que deseemos. Por
ejemplo, si damos una forma de campana fuertemente asimétrica y desplazada
muy a la izquierda a los tiempos de ejecucion de los trabajos, sus tiempos de eje-
cucion promedio serdn muy bajos en comparacion a sus tiempos maximos (como
suele ocurrir en la practica). Si en cambio la hacemos asimétrica pero hacia la de-
recha, los tiempos medios seran cercanos al tiempo maximo.

Eligiendo la distribucién beta para representar los tiempos de ejecucion de los
trabajos, tenemos libertad para elegir la forma de la misma (ver anexo C). Al alte-
rar esta forma, por tanto, modificaremos la utilizacion promedio del sistema, ya
quel = C/T.

De acuerdo con el estudio de complejidad, esta variacion de U no deberia afec-
tar al coste computacional, ya que lo que realmente afecta es la U™?* que viene
dada por m y T. Verificamos experimentalmente que esto es asi y los resultados
se muestran en la grdfica 6.7, en la que hemos fijado los pardmetros n = 500,
m = 35,k = 10, U™ = 20y hemos hecho variar U entre 0,40 y 0,95. Se ha medi-
do el tiempo de andlisis necesario para determinar la PF del tiempo de respuesta
del ultimo trabajo (lo que requiere tomar en consideracién los 500 previos). Como
se esperaba, no se observa dependencia de U, por lo que este pardmetro ya no se
tiene en cuenta en los restantes experimentos.

Influencia de la utilizacién maxima ™3

Dejando fijos los valores de m y j, y variando U™#, logramos que los trabajos
lleguen cada vez mds apretados. De acuerdo con el andlisis de complejidad previo
esto deberia causar un mayor coste computacional a medida que aumenta U™,
Sin embargo, también deberiamos observar que el incremento en el coste esta
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Figura 6.7.: Coste computacional en funcién de U, dejando fijos los restantes pa-
rametros.

acotado, puesto que incluso cuando U™ — oo, esto es T — 0, obteniamos una
expresion finita para el coste en funcién de m y n.

Efectivamente, la grafica 6.8 muestra esta tendencia. La grafica hace patente
que por muy grande que sea la U™#* para un sistema con 500 trabajos, de 20
puntos cada uno, el tiempo requerido para hallar el tiempo de respuesta del 1lti-
mo trabajo (que es el que tiene mayor coste computacional) no excede los 4 se-
gundos. Este tiempo incluye el coste de obtener la carga en el instante de su acti-
vacion, pero partiendo de una carga inicial cero. Es decir, no incluye el coste del
analisis Markoviano.

Coste del calculo de la carga

Como ya se ha explicado en su momento, el método exacto para el analisis Mar-
koviano no tiene apenas aplicacién préctica, debido de un lado a su enorme com-
plejidad computacional y de otro a la gran inestabilidad que presenta ante los
errores numéricos inherentes al cdlculo con computador. La solucién exacta es
interesante tan s6lo desde el punto de vista tedrico, ya que se muestra que la so-
lucién siempre tiene una forma exponencial. En esta seccion experimental no la
tendremos en cuenta.

Entre los dos métodos de aproximacion presentados (truncacion e iteracion), el
mas eficiente y sencillo de implementar es el de la iteracion, y en la practica sera
el preferido. Por tanto tampoco analizaremos experimentalmente el coste com-
putacional del método de truncacion.
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Figura 6.8.: Coste computacional de hallar la carga y el tiempo de respuesta del
trabajo de indice j = 500, en funcién de U™, para sistemas con m = 20

Nos centraremos por tanto en el método iterativo para el célculo de la carga en
el hiperperiodo estacionario. Si el sistema tiene 7 trabajos en el hiperperiodo (1
activaciones de sus tareas), el cdlculo de obtener la carga al final del hiperperiodo
[-ésimo serd el de obtener la carga en el instante en que llega el trabajo de indi-
ce ] = nl. Por tanto, para obtener experimentalmente los tiempos del método
iterativo, lo que interesa es tener datos de coste en funcién del indice ;.

Observar que el método iterativo parte siempre de una carga inicial cero, y por
tanto b = 1, por lo que este parametro tampoco juega ningtin papel. No obstante,
de cara a verificar experimentalmente la hipotesis de que el coste se incrementa
linealmente con b, como se vio en la ecuacion (6.1), se han realizado una serie de
experimentos en los que se han analizado sistemas haciendo variar b mientras se
dejaban fijos los restantes parametros. Los resultados, mostrados en la figura 6.9
corroboran lo esperado. Observar que esta figura en particular no esté en escala
logaritmica.

Una vez establecido el comportamiento de b, en los restantes experimentos se
hace b = 1, es decir, se parte de una carga inicial nula, como corresponde al
método iterativo. Se han analizado miles de sistemas, con diferentes valores de
U™y m, y se ha medido el coste de obtener W(A;) para diferentes valores de j.
Los resultados se muestran graficamente (figuras 6.10 a 6.13), observandose que
en escala logaritmica los costes se ajustan a una recta, lo que corrobora el creci-
miento exponencial del coste. Se ha calculado la “recta” de regresion (en la escala
logaritmica) de estos datos, que se representa también en las mismas figuras. De
los pardmetros de estas “rectas” de regresién, obtenemos los pardmetros de la
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Figura 6.9.: Coste de obtener la carga del trabajo con indice ;] = 1000, en funcién
de by m, en sistemas en los que U™ =~ 5

ecuacion exponencial que gobierna el crecimiento del coste. Estas ecuaciones se
muestran en el cuadro 6.1. En él podemos comprobar que el exponente no supera
el valor 2 en ninguno de los casos, lo que concuerda con el crecimiento esperado
de tipo O( ]2) que se vio en la ecuacion (6.2).

Cabe senalar que para la figura 6.10, correspondiente a U™3* = 1, el ajuste
no es muy preciso, debido a que los datos experimentales presentan gran varia-
bilidad. Para ese caso el coste computacional es tan bajo, que la precision de la
medida no es buena, pues se esta en el limite de la resoluciéon del cronémetro del
sistema. Ademads, cualquier perturbacion en el ordenador que estd realizando el
experimento puede causar una pequefisima variacién en su tiempo de computo,
que es acusable a estas resoluciones tan bajas.

Coste del calculo del tiempo de respuesta

Asumiendo que la PF de la carga W(A;) ya ha sido obtenida ;cudl es el coste
de obtener la PF de ®;2 En primer lugar hay que decir que depende del indice j,
ya que cuanto mayor sea este indice, mayor serd en general el niimero de puntos
de W(A;) y por tanto mayor es el coste de las convoluciones siguientes. Ademas,
también depende del pardmetro k, que es el nimero promedio de interferencias
que sufrira el trabajo I'j, y que puede estimarse como la relacion entre el plazo
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| UM =x1 UmaX ~ 2 UmaX ~ 5 uma ~ 10
m=2[18510""-1° 6551078 .j1% 185107713 558108 ;1%
m=15|25810"6.j152 26010762 258106152 417106200
m =30(2,07107%.j14 9,7810¢.19% 2,07107%.j14 1,80107°. ;1%
m =452,52107%- 121 218107198 252107511 4,30107°. ;198

Cuadro 6.1.: Ecuaciones que ajustan a los datos experimentales de las figuras 6.10
a6.13

promedio de todos los trabajos y el tiempo medio entre llegadas.

La gréfica de la figura 6.14 muestra la tendencia general del coste en funcion
de k, para sistemas en los que m = 20. En esta grafica se muestra cémo el cos-
te de calcular R, para un j dado, va aumentando dependiendo de k, o lo que es
lo mismo, dependiendo del plazo de I';. La grafica muestra algunas curvas para
diferentes valores de j. La utilizacion U™ también influye pues hace que los tra-
bajos vengan mads juntos o mds separados y por tanto afecta al tamafio de la “cola”
que es necesario convolucionar en el método “partir, convolucionar y juntar”. En
todo caso, por no complicar maés las figuras, se ha representado sélo el caso en
que la utilizacién maxima es grande (U™#* =~ 10). Ya se ha visto que incrementar
mas U™# produce poco incremento en el coste, pues tiende asintéticamente a
un limite (recordar la figura 6.8).

Cabe senalar que la grafica en escala logaritmica en este caso no es una linea
recta. Esto se debe a que se combinan dos efectos en el coste computacional. De
un lado, el pardmetro k influye en el nimero de convoluciones que hay que rea-
lizar para obtener la PF del tiempo de respuesta, pero de otro lado el parametro
j influye indirectamente en el “tamafio” de estas convoluciones, ya que a medida
que crece j, también crece el tamafio de la PF de W(A;), que es la que hay que
convolucionar con f@]. en la primera iteracion del algoritmo.

Finalmente, se muestra (figuras 6.15 a 6.18) c6mo aumenta el coste de obtener
IR]' en funcion de j, para diferentes valores de k. En cada grafica k tiene_z un valor
constante y se hace variar j. En todos los experimentos se ha hecho T' ~ 1, es
decir, se consideran sistemas con alto factor de utilizacién maxima. De nuevo se
observa que las gréficas no se ajustan bien a una linea recta, cuando k es grande.
Enrealidad, se puede comprobar que el ajuste a una recta es bueno s6lo a partir de
un cierto valor de j. El valor concreto depende de k, asi, en la figura 6.15 en la que
k tiene un valor bajo, el ajuste a una recta se produce desde j muy bajo (de hecho,
todos los puntos parecen ajustar bien a una recta). En cambio en la figura 6.18
en la que k es alto, el ajuste a la recta s6lo se produce a partir de j = 1000. La
explicacion a esto radica de nuevo en que dos efectos independientes se conjugan
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para dar el coste final. De un lado j influye en el tamafio de la carga con la que
arranca el algoritmo, y de otro k influye en el nimero de veces que debe repetirse
el algoritmo. Cuando k es bajo, el algoritmo se repite pocas veces y el coste estd
dominado por el tamafio inicial. Ya que este tamafio crece linealmente con j, el
coste debera crecer también linealmente (en efecto, la pendiente de las rectas en
la figura 6.15 es proxima a 1). En cambio, cuando k es alto, y ] es bajo, el nimero
de veces que se repite el algoritmo tiene mds importancia que el tamafo inicial
de las funciones. Sélo cuando j comienza a ser del orden de k, la pendiente se
aproximaa 1.

6.2.4. Prediccion del coste de analizar un sistema dado con el
método iterativo

Los resultados experimentales anteriores pueden usarse para predecir el coste
de hallar el tiempo de respuesta de todos los trabajos para un sistema dado, asu-
miendo que se usa el método iterativo y que se sabe el niimero de iteraciones que
este método requerird para la convergencia.

Por ejemplo, supongamos un sistema formado por N = 10 tareas, cada una de
ellas con un tiempo de ejecucién definido por m = 30 puntos, y con un factor de
utilizaciéon maximo U™# = 10 (la utilizaciéon promedio no es importante). Los
plazos son iguales a los periodos para todas las tareas.

Para poder usar los datos y férmulas de la seccion anterior, necesitamos conver-
tir esta informacion en los parametros m, n y k que se representan en las graficas.
El dato m viene directamente del modelo de tareas, y es m = 30, pero los restantes
deben ser calculados en funcion de los periodos de las tareas. Asi tenemos que:

siendo T la longitud del hiperperiodo, es decir, el minimo comtn mdltiplo de los
T;. Para calcular 7, necesitamos por tanto los periodos de las tareas del sistema.
Supongamos que en nuestro ejemplo éstas son tales que producen n = 500.

En cuanto a k, tal como ha sido definida es el “ntimero promedio de expulsio-
nes” sufridas por los trabajos, en un intervalo de longitud igual a su plazo. Ya he-

mos visto que:
1 n 1 n ]
:ﬁ; :EZ;_

Ya que T no depende de j, puede salir del sumatorio:

n

1
:n_TZD]
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Figura 6.18.: Coste de obtener R; en funcion de j y m, en sistemas con alta utiliza-
ciony k = 1000

El sumatorio incluye los plazos de todos los trabajos activados en un hiperperio-
do. Si queremos ponerlo en funcion de las tareas, hay que tener en cuenta que
cada tarea T; es activada T/ T; veces por hiperperiodo, y que todas esas activacio-
nes tienen el mismo plazo relativo. Por tanto la expresion anterior puede ponerse
en funcion de las N tareas, en lugar de los n trabajos:

1 N T

k=-—-Y D,—

nT =~ 'T;
i=1

Finalmente, ya que nT = T, éste se simplifica con el T que hay en el interior del
sumatorio y llegamos finalmente a la ecuacion que nos permite obtener k a partir
de los parametros del sistema de tareas periddicas:

= 3 Di (6.15)
io Li
En nuestro ejemplo, al ser los plazos iguales a los periodos, cada término del
sumatorio es 1, por lo que finalmente k = N, es decir, k coincide con el ntimero
de tareas que es 10 en este ejemplo.
Una vez tenemos todos los pardmetros, podemos usar los datos experimentales
en la forma siguiente.
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Determinar el coste de hallar la carga para el hiperperiodo estacionario por
el método iterativo.

Supongamos que se requieren 5 iteraciones de este método. Ya que cada hi-
perperiodo se compone de n = 100 trabajos, la carga al final del quinto
hiperperiodo es la carga en el instante de llegada del trabajo j = 500. De
modo que el coste que buscamos es el coste del computo de la carga para
j = 500, m = 30, U™* = 10. Este coste se obtiene de la gréfica 6.11, o si
se prefiere aplicando las férmulas del cuadro 6.1 (en este caso se usaria la
féormula sombreada en gris).

El resultado es CWsgy N 4,13 segundos.

Determinar el coste de hallar la carga para cada uno de los n = 100 trabajos
que se activan en el “hiperperiodo estacionario”.

En realidad se trata del coste de hallar la carga para los trabajos que se acti-
van en el quinto hiperperiodo (en el que suponemos se ha alcanzado la es-
tacionariedad), es decir, para los trabajos con indice j = 501,502, ...,599,
pero debe tenerse en cuenta que para calcular la carga de cada uno de ellos
no se recomienza de nuevo desde j = 0, sino que se puede reaprovechar el
resultado del un trabajo anterior (trabajo base).

En un caso muy pesimista (practicamente imposible) el tinico trabajo basal
del hiperperiodo seria el primero, por lo que para calcular la carga de los
trabajos j = 501, ...,599 habria que recomenzar siempre desde el trabajo
j = 500. En este caso, el coste de obtener la carga del trabajo j seria cw; —

CWsg,- El coste de obtener la carga paralos n = 100 trabajos del hiperperiodo
serd por tanto la suma de lo que cuesta el primero ¢y, mas el sumatorio
de lo que cuesta cada uno de los restantes. Por tanto, el coste total sera

599

Coste = cyyyy, + Z (CW]' - CW500)
j=501

Evaluando este sumatorio con ayuda de la férmula del cuadro 6.1 se obtiene
un coste de 87 segundos. Para evitar tener que evaluar el sumatorio se pue-
de hacer una aproximacién atin mds pesimista. Teniendo en cuenta que los
costes son crecientes con j, se tiene que para cualquier término del sumato-
rio Cyy,y = Cw; Y por tanto

Coste < CWsop T 99<CW600 — CW500)

Aplicando esta férmula se obtiene un coste (muy pesimista) de unos 180
segundos, o sea, tres minutos.
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Pero la suposicion de que el primer trabajo del hiperperiodo es el unico tra-
bajo basal es demasiado pesimista. En EDF es comun que la mayor parte de
los trabajos sean basales. En RM y DM todos los trabajos (correspondientes
a la tarea de menor prioridad) son basales. Si asumimos un caso asi, el re-
sultado de cada iteracion servird para la siguiente, no siendo necesario “re-
troceder y rehacer” nunca. En este caso el coste de obtener la carga para los
100 trabajos del hiperperiodo coincide con el de obtenerla para el dltimo de
ellos (ya que para llegar al tltimo hay que calcular la de los anteriores, que
se puede ir almacenando). Por tanto, en ese caso el coste seria ¢y, que
resulta ser de unos 6 segundos.

Sabemos pues que el coste computacional de encontrar la carga en los ins-
tantes de activacion de todos los trabajos se mueve entre unos 6 segundos
(caso mas favorable, todos los trabajos son basales) y 87 segundos (mds des-
favorable, todos los trabajos son no-basales, y ademds para todos ellos el
Unico trabajo base es el primero del hiperperiodo).

3. Determinar el coste de obtener los tiempos de respuesta de todos los traba-
jos en el hiperperiodo estacionario.

Para conocer el coste de obtener el tiempo de respuesta de un tnico trabajo
de indice j, se utilizardn los datos de las gréficas 6.15 a 6.18. Asi, por ejemplo,
para obtener el coste para el primer trabajo del hiperperiodo estacionario
(que hemos asumido que comienza en el trabajo j = 500), acudiriamos a
la figura 6.15 (puesto que k = 10 en este sistema, como hemos visto), con
j =500y m = 30, y obtenemos un coste de unos 0,15 segundos.

Para conocer el tiempo total de andlisis de los n = 100 trabajos, podemos
consultar el coste de cada uno de ellos en la misma figura, entrando sucesi-
vamente con los valores j = 501,502, ...,599 y finalmente sumarlos todos,
o podemos simplificar (hacia el lado del pesimismo) y mirar tinicamente el
coste del dltimo de ellos (j = 599) que serd el mayor de todos, y multiplicar
éste por n = 100. Haciéndolo de esta segunda forma el coste obtenido es
0,2 x 100 = 20 segundos.

4. El coste total del andlisis serd la suma de los tres tiempos anteriores, por
tanto estard comprendido entre los 30 segundos (si todos los trabajos son
basales) y los 2 minutos (si todos los trabajos son no-basales).

Observar que en la préctica el coste serd bastante menor que el obtenido de la
estimacion anterior, ya que los datos de las gréficas son para el caso en que todos
los trabajos del sistema tengan mayor prioridad que el que se esté analizando.

En la practica, cuando se analiza un trabajo de prioridad intermedia, no es ne-
cesario considerar la interferencia ni la carga originada por los trabajos de menor
prioridad, por lo que el namero de convoluciones disminuye. Si se quisiera una
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estimacion mads precisa, usando las mismas gréficas, habria que interpretar j no
como “el indice del trabajo que se estd analizando”, sino como “el numero de tra-
bajos de mayor o igual prioridad que llegan antes del trabajo analizado”, y k como
“el namero de trabajos de mayor prioridad que llegan después del trabajo anali-
zado, y antes de su plazo absoluto”. En este sentido, para un sistema planificado
con prioridades fijas, el andlisis de cada nivel de prioridad tiene coste diferente,
haciéndose cada vez menor cuanto mayor es la prioridad del nivel analizado.

6.3. Comparacion con otros métodos

De los restantes métodos de andlisis estocdstico que se han tratado en el capi-
tulo sobre “trabajo relacionado” (capitulo 2), no todos se pueden comparar con
el propuesto en esta tesis, ya que algunos requieren un planificador especifico
(como los métodos de servidor de ancho de banda constante de Abeni y Buttaz-
zo [2001]); otros plantean un modelo de sistema bastante diferente que incluye
dependencias entre tareas pero prohibe la expulsién de las mismas o los plazos
mayores que los periodos (como los trabajos de Manolache [2002] o Kalavade y
Moghé [1998]).

De hecho, los pocos métodos que son comparables al presentado en esta tesis
son el de Tia ef al. [1995] y el de Gardner [1999]. Ambos plantean un modelo prac-
ticamente idéntico al de esta tesis (aunque no abordan ninguna de las extensiones
del capitulo 5), pero lo resuelven de forma diferente, mediante simplificaciones
que causan pesimismo en la estimacion de las probabilidades.

Compararemos estos dos enfoques entre si y con el propuesto en esta tesis me-
diante unos sencillos casos de ejemplo, extraidos de [Gardner, 1999]. Analizare-
mos el mismo conjunto de ejemplos mediante cuatro métodos:

1. La aproximacién de Tia et al. [1995], que denominaremos PTDA*, siguien-
do a Gardner [1999]. Esta aproximaciéon no encuentra la PF del tiempo de
respuesta, sino la probabilidad de cumplir los plazos (de la que se deduce
la probabilidad de perderlos). La hipotesis simplificadora es que los plazos
han de ser iguales a los periodos y la utilizacién maxima menor que uno, y
se centra en analizar la carga que se genera en un instante critico, y calcular
la probabilidad de que esta carga haya sido servida en su totalidad antes de
la llegada del siguiente trabajo.

2. La aproximacién de Gardner [1999], que él mismo denomina STDA®. Esta
aproximacion si encuentra la PF del tiempo de ejecucion, pero sélo para la
tarea “peor” dentro de un periodo ocupado que comience en un instante

4 Probabilistic Time Demand Analysis
5 Stochastic Time Demand Analysis
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critico. De nuevo hace la suposicion de que los plazos han de ser menores o
iguales que los periodos.

3. Lasolucion exacta que se obtiene aplicando el andlisis estocastico propues-
to en esta tesis. Esta solucion es la PF del tiempo de respuesta de cada traba-
jo, de la cual se puede obtener la probabilidad de pérdida de plazo de cada
trabajo y por tanto de cada tarea.

4. Los resultados de simular un sistema sintético que tenga los mismos para-
metros que el que se quiere resolver. En la simulacion podemos contar sim-
plemente el numero de plazos que se pierden, de donde podemos obtener
la frecuencia de pérdidas de plazo que serd igual a la probabilidad de pér-
dida de plazo si la simulaciéon dura un tiempo suficientemente largo. Pero
también podemos medir en la simulacion cudl es el tiempo de respuesta de
cada trabajo, y construir asi un “histograma” de tiempos que coincidira con
la PF del tiempo de respuesta, si la simulacion dura lo suficiente.

6.3.1. Sistemas de ejemplo a resolver

Resolveremos tres sencillos sistemas que llamaremos Sq, S y S3, cuyos para-
metros se resumen en el cuadro 6.2. Estos ejemplos estdn copiados directamente
de la pagina 43 de [Gardner, 1999] (si bien alli los ejemplos se numeran 4, 5y 6 en
lugarde 1, 2y 3).

Estos tres sistemas tienen la particularidad de presentar la misma utilizacién
promedio U, debido a que el tiempo de ejecucion promedio de las tareas es el
mismo en los tres, asi como sus periodos y plazos. Lo que varia son los tiempos
de ejecucién méaximo y minimo de cada tarea, y por consiguiente la utilizacion
maxima y minima de cada sistema. Los valores de estos pardmetros se muestran
también en el cuadro 6.2. Se asume que la distribucion de los tiempos de ejecu-
cion es uniforme.

Parametros ‘ ‘ Utilizacion

Sistema Tarea T; &; D; C™M» (; (Cmax mn u {jmax

51 T 300 0 300 72 100 128 0,4200 0,7083 0,9967
T 400 0 400 72 150 228

Sy T 300 0 300 50 100 150 0,2917 0,7083 1,1250
[y 400 0 400 50 150 250

S3 T 300 0 300 1 100 199 0,0058 0,7083 1,4108
T 400 0 400 1 150 299

Cuadro 6.2.: Parametros de los sistemas a resolver, tomados de [Gardner, 1999]

214



6.3. Comparacion con otros métodos

Como se observa, los tres sistemas tienen la misma duracion del hiperperiodo
T = 1200. La tarea 71 de mayor prioridad se activa cuatro veces en el hiperpe-
riodo, en los instantes 0,300, 600 y 900. Puesto que es la de maxima prioridad,
no sufre retraso ni interferencia, y cumplird siempre sus plazos, por lo que no
realizaremos andlisis sobre ella, centrdndonos tinicamente en la probabilidad de
pérdida de plazo para la tarea 1.

El patrén de activaciones, que es el mismo para los tres sistemas, se muestra en
la figura 6.19.
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Figura 6.19.: Patron de activaciones de tareas para los tres sistemas de ejemplo

6.3.2. Resultados

Se calcula la probabilidad de pérdida de plazo para la tarea 7> utilizando los
cuatro métodos antes detallados. El cuadro 6.3 compara los resultados obtenidos
por cada uno de los métodos. Cabe destacar que las aproximaciones de Tia y de
Gardner son muy pesimistas, mientras que los resultados de nuestro analisis son
exactos, como se observa comparando con los resultados obtenidos por simula-
cién. Seguidamente entraremos en mads detalles acerca de como se obtuvo cada
entrada en dicho cuadro.

Sistema
Método S Sy S3

PTDA [Tia etal., 1995] 0,186303 0,259535 0,331104

STDA [Gardner, 1999]  0,140100 0,489000 0,608000

Analisis estocastico (esta Tesis)  0,047058 0,073572 0,192204
Simulacién [Gardner, 1999] 0,047 +0,1 0,074+0,2 0,192+0,1

Cuadro 6.3.: Probabilidad de que 1 pierda su plazo, segin los diferentes métodos
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Obtencidén de los resultados

Aproximacion PTDA Esta aproximacion parte de un instante critico en que lle-
gan todas las tareas del sistema a la vez, y se asume el origen de tiempos en ese
instante. La carga generada en el intervalo [0, ) se calcula como la suma de los
tiempos de ejecucion de los trabajos que lleguen en ese intervalo. Esto se convier-
te en la convolucion de las PF de sus tiempos de ejecucion. Una vez obtenida esta
PE se puede calcular la probabilidad de que esta carga sea menor o igual que ¢, lo
cual indicaria que toda la carga generada se ha servido y que por tanto el “perio-
do ocupado” ha terminado. Esto nos da la probabilidad de que la tarea de menor
prioridad finalice antes de t.

El método va repitiendo el procedimiento anterior para diferentes ¢, hasta al-
canzar un t igual al plazo absoluto de la tarea bajo consideracion. Para cada ¢
considerado se obtiene una probabilidad de que la tarea finalice antes de t. Fi-
nalmente, se queda con la probabilidad mds baja de todas las encontradas. La
probabilidad de que pierda plazo serd 1 menos la hallada. Para evitar el tener que
considerar todos los posibles t antes del plazo, el método propone utilizar s6lo
como “instantes t” los instantes de activacion de nuevos trabajos.

Apliquemos pues estas ideas al cdlculo de la probabilidad de perder el plazo de
la tarea 17 para los sistemas de ejemplo del cuadro 6.2. El instante critico est = 0,
en el que llegan 71 y 7». La secuencia de “instantes t” en los que se debe evaluar la
probabilidad son todas las llegadas de nuevos trabajos en el intervalo [0, D>]. Ya
que D> = 400, los tinicos instantes a considerar son t = 300yt = 400, como se
observa en la figura 6.19.

En el intervalo [0,300) la carga generada es €1 + €. Convolucionando la PF de
ambas funciones obtenemos una funcién fe, 1 ¢, (-), dela que podemos obtener la
probabilidad IP{€1 + €2 <300}, que constituye una primera estimacién de la pro-
babilidad de finalizar antes del plazo. Por ejemplo, para el sistema S se obtiene
0,821656

En el intervalo [0,400) la carga generada es €1 + G + €1, puesto que la tarea 71
se activa dos veces. Convolucionando estas tres funciones se obtiene fe, .+ ¢,+¢;(+)
de donde se puede obtener IP{€1 + C> + €1 <400}, lo que constituye otra estima-
cion de la probabilidad de finalizar antes del plazo. Por ejemplo, para el sistema
S se obtiene 0,813697.

Finalmente se toma como resultado del andlisis la menor de las dos probabili-
dades antes calculadas. Asi, para el ejemplo S se obtiene 0,813697, que se con-
sidera un limite inferior a la probabilidad de cumplir el plazo. Por tanto 1 menos
esa cantidad serd un limite superior a la probabilidad de perderlo. El resultado es
0,186303. Como se observa en el cuadro 6.3 es una estimacién bastante pesimis-
ta, puesto que la probabilidad real, corroborada por simulacion, es del orden de
0,047.

De forma anéloga se calcula para los sistemas S, y S3. Aunque, en rigor, el mé-
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todo PTDA no puede usarse en sistemas con U™#* > 1, resulta que los resultados
obtenidos para este caso también son validos. De hecho, si los comparamos con
los de Gardner [1999], son incluso mds ajustados. No obstante, en general, pa-
ra utilizaciones U™?* m4s altas, la aproximacién PTDA deja de proporcionar un
limite de probabilidad vélido, debido a que considera que en el instante critico
t = 0 la carga es nula, cuando sabemos que hay una probabilidad de que exista
carga pendiente que proviene del hiperperiodo anterior.

Aproximacion STDA El método de Gardner [1999] comienza igual que el PTDA,
asumiendo un instante critico en el que todas las tareas se activan a la vez. Cal-
cula la PF del tiempo de respuesta de la tarea de menor prioridad para este caso
(usando una técnica similar al “partir, convolucionar y juntar”), y a partir de ella,
la probabilidad de que esta primera activacién pierda su plazo.

A partir de esta misma distribucion se puede obtener también la probabilidad
de que la tarea atin esté en ejecucion cuando llegue su préoxima instancia (de he-
cho, al ser los plazos iguales a los periodos, esta probabilidad coincide con la ha-
llada antes). Cuando esta probabilidad es mayor de 0, es necesario analizar tam-
bién el tiempo de respuesta de la siguiente activacion, ya que puede ser mayor que
el de la primera. Y asi sucesivamente, se proseguiria hasta que una de las tareas
termine con probabilidad 1 antes de que llegue su siguiente activacion. Observar
que esto ocurrird s6lo cuando U™ < 1. En otro caso serd necesario analizar
infinitas tareas, si bien las probabilidades de pérdida de plazo irdn convergiendo
(Gardner no demuestra esto, pero nosotros si hemos demostrado que en efecto es
asi siempre que U < 1). Finalmente, se toma la mayor probabilidad de pérdida
de plazo de entre todas las activaciones analizadas.

Sin embargo parece haber algo erréneo en el método usado por Gardner para
calcular la PF del tiempo de respuesta para activaciones distintas de la primera.
En teoria, deberia considerar de alguna forma la PF de la carga en el instante de
la activacion, pero sin embargo no se detalla claramente el método usado. Apa-
rentemente, lo que Gardner hace es considerar que la PF de la carga es igual a la
“cola” de la PF del tiempo de respuesta de la activacion anterior, cortada en el ins-
tante en que llega la activacion actual, y renormalizada para que su suma sea 1.
Esto es incorrecto y podria ser la causa de los pésimos resultados que se observan
en el cuadro 6.3, para los sistemas Sy y S3.

Por ejemplo, para el sistema Sy, la PF del tiempo de respuesta de la primera
activacion de T es la representada en la figura 6.20(a), de la que se puede obte-
ner la probabilidad de pérdida de plazo, que sale 0,19673 (drea sombreada). La
de la segunda activacion, obtenida con el método expuesto en esta tesis, deberia
obtenerse calculando antes la PF de la carga en t = 400. Haciéndolo de este mo-
do se obtendria la mostrada en la figura 6.20(b), que tiene una probabilidad de
perder su plazo de 0,02342. Finalmente, la PF del tiempo de respuesta de la terce-
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ra activacion, obtenida por los métodos descritos en esta tesis, seria la mostrada
en la figura 6.20(c), que tiene una probabilidad de pérdida de plazo de 0,00051.
Siguiendo a Gardner nos quedariamos ahora con la mayor de estas tres, que es
0,19673. Esto no coincide con el valor 0,489 mostrado en el cuadro 6.3, que es el
que Gardner consigna en su trabajo [Gardner, 1999, pagina 43].

0.005 0.005 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0045 0.0045 - -
0.004 0.004 -
0.0035 0.0035 - -
0.003 0.003 - -
0.0025 0.0025 - -
0.002 0.002 - -
0.0015 0.0015 - -
0.001 0.001 -
0.0005 0.0005 - -

0 0 | |

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 0 100 200 300 400 500 600

(a) Primera activacion (b) Segunda activacién

0.005 —— x x x x
0.0045 - -
0.004 -
0.0035 - -
0.003 - -
0.0025 - -
0.002 -
0.0015 -
0.001 -
0.0005 - -

0 1 1 1 |
0 100 200 300 400 500 600 700

(c) Tercera activacion

Figura 6.20.: Funciones de probabilidad del tiempo de respuesta de las tres pri-
meras activaciones de 1, en el sistema Sy

De igual modo, la solucién que Gardner obtiene para el sistema S3 (0,608) tam-
poco coincide con la que se obtiene tomando la menor de las tres primeras acti-
vaciones, que seria 0,261986. Mi explicacion es que Gardner comete algin error
al computar la PF de la carga en instantes distintos de t = 0, por lo que el tiempo
de respuesta de la primera activacion sale correcto, pero el de las restantes activa-
ciones sale “peor” de lo que deberia.
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Analisis estocastico propuesto en esta tesis La tarea 72, de menor prioridad, se
activa tres veces en el hiperperiodo, en los instantes 0,400 y 800. El andlisis exacto
propuesto en esta tesis obtiene la PF del tiempo de respuesta para cada uno de
estos tres casos y promediando los tres se obtiene la PF del tiempo de respuesta
de la tarea. A partir de esta PF es posible hallar la probabilidad de pérdida de plazo
de forma exacta.

Para obtener estas PFs, es necesario un analisis Markoviano en los casos en los
que U™# > 1, es decir, en los sistemas S, y S3. Sin embargo, para el caso S1 no es
necesario tal andlisis sino que se puede obtener la probabilidad exacta analizando
Unicamente el primer hiperperiodo.

Las gréficas de los tiempos de respuesta para cada una de las tareas, asi co-
mo la gréafica promedio de todas las activaciones se muestran en las figuras 6.21,
6.22 y 6.23, para los sistemas S1, Sy y S3, respectivamente. En los dos tltimos ca-
sos, la grafica es mucho mas larga (en realidad es infinita, puesto que existe una
probabilidad no nula, aunque pequeiiisima, de que el tiempo de respuesta alcan-
ce cualquier valor arbitrario), pero ha sido truncada a sus primeros puntos para
compararla mds facilmente con las del caso Si. El tiempo requerido por la he-
rramienta para hallar estas distribuciones ha sido de unas milésimas de segundo
para el sistema S, y apenas medio segundo para Sy y S3 (incluyendo el andlisis
Markoviano por iteracién hasta una precisién de 10712). En estas figuras el drea
sombreada es la probabilidad de pérdida de plazo.

Simulacién Los resultados correspondientes a los experimentos de simulacion
consignados en la tabla 6.3 han sido copiados de [Gardner, 1999, pdgina 43]. En
este trabajo el autor menciona que el tiempo de simulacion necesario para alcan-
zar esta precision fue de 10 minutos.

Los experimentos han sido repetidos con otro simulador programado por mi,
y se ha llegado a los mismos resultados. Adicionalmente mi simulador almace-
na el tiempo de respuesta que ha tenido cada activacion de la tarea y construye
un histograma con estos tiempos. Si normalizamos el histograma de forma que
su integral sea 1, deberia coincidir con la funcién de probabilidad hallada por el
andlisis exacto expuesto en el apartado anterior.

En la figura 6.24 se muestran los histogramas obtenidos de la simulaciéon para
cada uno de los sistemas y, superpuesta a los mismos, la curva teérica obtenida
del andlisis estocéstico. Como se puede observar, la curva predicha en el andlisis
se ajusta perfectamente a las observaciones experimentales de la simulacion.
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Figura 6.21.: Funciones exactas de probabilidad del tiempo de respuesta de las

tres primeras activaciones de > en el sistema Sq, y distribucién promedio
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Figura 6.22.: Funciones exactas de probabilidad del tiempo de respuesta de las
tres primeras activaciones de 7> en el hiperperiodo estacionario del sistema S,

y distribucion promedio
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Figura 6.23.: Funciones exactas de probabilidad del tiempo de respuesta de las
tres primeras activaciones de 7> en el hiperperiodo estacionario del sistema S3,
y distribucion promedio
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Figura 6.24.: Histogramas de tiempos de ejecucion de la tarea 7, comparados con
la curva tedrica obtenida del analisis
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Simulacion frente a analisis

Uno de los inconvenientes de la simulacion es que la precision de los resultados
depende del tiempo durante el cudl se haya simulado. Para obtener las graficas
anteriores la simulacién se mantuvo durante unos 330000 hiperperiodos para los
sistemas Sq y Sp. Para el sistema S3, debido a que los tiempos presentan mucha
mayor variabilidad, fue necesario prolongar la simulacién durante unos dos mi-
llones y medio de hiperperiodos. En todo caso, con la potencia de un Pentium III,
estas simulaciones requieren muy poco tiempo (5 segundos para cada sistema Sq
y S» y un minuto para el sistema S3), por lo que cabe preguntarse si la simula-
cién no podria ser un método alternativo de aproximacion, evitando asi todo el
andlisis estocastico.

Creo que esto no es una buena idea por dos razones:

= Incluso silos tiempos de simulacién parecen cortos, lo cierto es que son va-
rios 6rdenes de magnitud mayores que los que requiere el andlisis estocasti-
co. Los sistemas S1 y Sp son solucionados por andlisis en apenas 5 milésimas
de segundo, por lo que la simulacién ha requerido en realidad 1000 veces
mads tiempo. Y aunque los resultados de la simulacién ajustan bastante bien
con la curva tedrica, lo cierto es que no son demasiado fiables atin. Para un
mejor ajuste la simulacion deberia ejecutarse durante mucho mas tiempo.

» Lasimulacién produce un buen ajuste en los tiempos de respuesta que apa-
recen a menudo, pero el ajuste es malo en los tiempos de respuesta con pro-
babilidad baja. Esto es inherente al propio mecanismo de simulacion. Los
tiempos de respuesta con baja probabilidad aparecerdn muy pocas veces
(incluso ninguna) durante la simulacién, por lo que la estimacion de su fre-
cuencia relativa tendrd siempre un error.

Este segundo inconveniente es especialmente grave, ya que los tiempos de
respuesta altos suelen tener baja probabilidad (obsérvese que en todas las
graficas la curva tiene una cola que tiende a cero), por lo que las probabi-
lidades de estos tiempos no pueden obtenerse con precision mediante si-
mulacién. Y son precisamente estos tiempos los que interesan al analista, ya
que de ellos depende la probabilidad de pérdida de plazos.

Ademads, cuando la utilizacion U™?#* es mayor que uno, existe una probabili-
dad no nula de que parte de la carga generada en un hiperperiodo pase como
carga inicial al hiperperiodo siguiente. La probabilidad de que esto ocurra es nor-
malmente baja, y por tanto para que sea observable mediante simulacion es ne-
cesario generar un gran ntimero de hiperperiodos. Es decir, para sistemas con
Uu™ax > 1, la simulacién debe ejecutarse durante mucho mads tiempo para tener
resultados fiables.
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Apoyaremos estas palabras con ejemplos. El sistema S3 analizado en la seccién
anterior tiene U™# = 1,4108. Su resolucién mediante el anélisis propuesto en
esta tesis necesit6 aproximadamente medio segundo para determinar la PF del
tiempo de respuesta del trabajo I'2 1. A la simulacién le hemos dado un tiempo
10 veces mayor (5 segundos). Si comparamos las PF obtenidas en cada caso (fi-
gura 6.25) veremos que evidentemente las curvas tienen la misma forma general,
pero el ajuste no es demasiado bueno. Si mantenemos la simulacién durante un
minuto (del orden de 100 veces mas del tiempo requerido por el andlisis), el ajuste
mejora (figura 6.26).

0.004 I I I I I I T
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0.002 - N

0.0015 N

0.001 - N

0.0005 N

0 | | I | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Tiempo de respuesta

Probabilidad de cada tiempo de respuesta

Figura 6.25.: Comparacion entre el perfil del tiempo de respuesta obtenido por
analisis y por simulacién, cuando el tiempo de simulacion es 10 veces el del
analisis

Los puntos en los que hay mayor diferencia entre la simulacion y el andlisis se-
rian los que tienen una probabilidad muy baja (por ejemplo, los tiempos de res-
puesta por encima de 1000). Lamentablemente la escala de la grafica hace imposi-
ble discernir el valor de estos puntos. Por ello, vamos a representar la probabilidad
de perder un plazo dado, en lugar de la probabilidad de un tiempo de respuesta.
Para un plazo dado D, la probabilidad de perderlo seria el drea que la gréfica an-
terior deja a la derecha de D, o lo que es lo mismo, 1 menos el drea que queda a la
izquierda. Representaremos este valor en escala logaritmica para que las diferen-
cias sean mas apreciables. Los resultados se muestran en la figura 6.27 (para un
tiempo de simulacion de 5 segundos) y 6.28 (para un tiempo de simulacién de 1
minuto).

Aqui es claramente visible que la simulacion es incapaz de estimar correcta-
mente la probabilidad de perder un plazo, cuando el plazo es grande, debido co-
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Figura 6.26.: Comparacion entre el perfil del tiempo de respuesta obtenido por
andlisis y por simulacién, cuando el tiempo de simulacion es 100 veces el del
analisis

mo hemos explicado a que estos casos son muy improbables y no aparecen a me-
nos que la simulacion se lleve a cabo durante largos lapsos de tiempo. Vemos que
para una simulacion corta (5 segundos) la estimacion deja de ser fiable para pla-
zos superiores a 800. Prolongando la simulacién durante un minuto, mejora el
ajuste a partir de 800, pero deja de ser fiable de nuevo a partir de 1100.

Estos resultados muestran que la simulacion no es un buen método de aproxi-
mar las probabilidades de pérdida de plazo. Debe tenerse en cuenta ademas que
en los ejemplos anteriores se ha supuesto un tiempo de ejecuciéon con distribu-
ci6n uniforme. Si tenemos en cuenta que en la realidad el tiempo de ejecucion
tiene mdas bien forma de campana asimétrica, resulta que los valores extremos
son muy improbables, lo que empeora aiin mas la estimacién por simulacion.

6.3.3. Conclusiones de las comparaciones

El método aproximado de Tia et al. [1995] proporciona una estimacion pesimis-
ta de la probabilidad de perder el plazo. El pesimismo puede resultar excesivo, y
no proporciona la funcién de probabilidad del tiempo de respuesta.

El método de Gardner [1999] proporciona otra aproximacion de la probabili-
dad de perder plazos, obtenida a partir de la funcién de probabilidad del tiempo
de respuesta. Al considerar inicamente la peor probabilidad de entre todas las ac-
tivaciones, en lugar de promediarlas, la estimacién es demasiado pesimista. Por
otro lado, el algoritmo con el que calcula la PF del tiempo de respuesta de toda ac-
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Figura 6.27.: Comparacion entre la probabilidad de pérdida de plazo obtenida por
andlisis y por simulacién, cuando el tiempo de simulacién es 10 veces el del
analisis

tivacion distinta de la primera parece ser erréneo, puesto que los resultados que
Gardner obtiene y publica son atin mds pesimistas de lo que deberian ser.

El andlisis estocdstico propuesto en esta tesis proporciona la probabilidad exac-
ta y no una aproximacion. Esto es corroborado por los resultados obtenidos me-
diante simulacion. De hecho, el andlisis es superior a la simulacién por requerir
menos tiempo de computo y dar resultados mucho mds precisos incluso cuan-
do las probabilidades de perder plazo son muy bajas. Este tipo de probabilidades
tan bajas no se pueden obtener mediante simulacién, y son precisamente las mas
interesantes en el disefio de sistemas de tiempo real con plazos firmes.
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7. Conclusiones

7.1. Objetivos alcanzados y aportaciones

El andlisis propuesto en esta tesis permite modelar un sistema de tareas pe-
riddicas en el que los tiempos de ejecucion son variables aleatorias que vienen
especificadas por su funcion de probabilidad, y derivar de este modelo las funcio-
nes de probabilidad de los tiempos de respuesta de cada una de las tareas, de los
cuales a su vez se puede obtener las probabilidades de perder los plazos. El ana-
lisis es aplicable a planificadores basados en prioridades, como los cldsicos RM,
DM o EDE y admite tanto tareas con expulsion como sin expulsion. El modelo
puede ampliarse para tomar en consideracion el bloqueo por acceso a recursos
compartidos y el jitter, y puede combinarse con servidores de tareas aperiddicas
con reserva de ancho de banda.

Las aportaciones mds importantes de esta tesis, con respecto a otros trabajos
que han abordado un problema similar, son las siguientes:

= El modelo no impone restricciones sobre los plazos de las tareas, que pue-
den ser menores, iguales o mayores que los periodos, sin que esto tenga in-
fluencia sobre el andlisis.

» La utilizacion méxima del sistema puede ser mayor que 1, y atin asi es po-
sible encontrar la distribucién del tiempo de respuesta de las tareas para el
“régimen permanente” del sistema.

= No serequiere un planificador especial, el algoritmo de planificacién asumi-
do es uno basado en prioridades, sin que importe la politica de asignacién
de las mismas, con tal de que las prioridades se asignen de forma determi-
nista y predecible fuera de linea (ej: RM, DM, EDF).

= Se proporcionan demostraciones matematicas rigurosas de las condiciones
bajo las cuales las probabilidades “convergen” hacia una distribucion esta-
cionaria. Esto no habia sido realizado en ninguno de los trabajos previos,
que daban por hecho que esta convergencia ocurriria cuando la utilizacién
promedio fuera menor que 1, pero sin ofrecer demostracion de esta afirma-
cion.
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» Se identifica el caso U™# < 1 como especial, en el sentido de que se puede

resolver con un andlisis mucho mads sencillo que el caso general, y se ofrece
el método para este caso.

Para el caso general con U™#* > 1, el andlisis se basa en un modelado me-
diante cadenas de Markov, muy parecido al de Kim et al. [2002], si bien ha
sido desarrollado de forma independiente. De todas formas, en esta tesis se
ofrecen aportaciones adicionales sobre el citado trabajo:

e El método para obtener la matriz de Markov que modela la evolucién
del sistema es mucho mads simple y eficiente.

¢ Se ofrece un método para obtener de forma exacta la distribucion es-
tacionaria, que no requiere la truncaciéon de la matriz de Markov. Este
método permite conocer la expresion de la forma general que tiene la
solucién estacionaria para cualquier sistema, y puede usarse para “re-
solver” sistemas no muy grandes.

¢ El caso con expulsién no requiere un tratamiento especial, ni la agru-
pacion de trabajos. Una vez obtenida la distribucion estacionaria de la
carga, de ella se derivan los tiempos de respuesta tanto para tareas con
expulsién como sin ella.

e El método es aplicable también a RM, ademds de EDE y de hecho a
cualquier mecanismo de asignacion de prioridades que presente una
periodicidad en cuanto a las prioridades relativas de las tareas.

= Se introduce la idea de “distribucién peor” que permite comparar dos va-

230

riables aleatorias y decidir cudl de ellas es “peor” en el contexto del tiempo
real. Esta idea es rigurosamente definida y sirve de base para hacer “apro-
ximaciones conservadoras”, es decir, métodos de anadlisis aproximados que
garanticen que la probabilidad real de perder el plazo serd siempre menor
que la que se obtiene del andlisis.

El modelo bésico se extiende para tratar el acceso a recursos compartidos y
el jitter, si bien en este caso las probabilidades obtenidas ya no son exactas,
sino “peores”, de acuerdo con la definicion de “distribuciéon peor”.

Se realiza un detallado estudio de la complejidad computacional del anali-
sis, y se ofrecen medidas experimentales del tiempo requerido para resolver
diferentes tipos de sistemas, en funcion de sus parametros. Con esto se ofre-
ce una idea del rango préctico de aplicabilidad del andlisis propuesto.



7.2. Publicaciones derivadas de la tesis

7.2. Publicaciones derivadas de la tesis

El modelo bésico de sistema y la solucién basada en los algoritmos “convolucio-
nar y encoger” y “partir, convolucionar y juntar” fueron presentados por primera
vez en publico en febrero de 2002, en las V Jornadas de Tiempo Real, una reunién
de investigadores en el campo del tiempo real, de ambito nacional!.

Las mismas ideas fueron publicadas en un foro internacional en Octubre de
2002, en el 1st CARTS Workshop on Advanced Real-Time Technologies®.

Estas ideas, ampliadas con el tratamiento del caso U™#* > 1, es decir, el anali-
sis Markoviano del hiperperiodo estacionario, fueron enviadas al 23rd IEEE Inter-
national Real-Time Systems Symposium, donde coincidieron con otro trabajo de
similares caracteristicas desarrollado independiemente por Kim, Lo Bello et al.
Dada la similitud del problema abordado, y de algunos aspectos de la solucion, el
comité técnico nos sugirio la posibilidad de colaborar y realizar un articulo con-
junto, fusionando ambos enfoques. Asi lo hicimos y el resultado fue publicado en
Diciembre de 20023.

La colaboracion asi iniciada contintia en la actualidad, y actualmente (Mayo de
2003) estamos en el proceso de finalizar un articulo, con la intencién de publicarlo
en revista, que resumird las ideas publicadas en [Diaz et al., 2002a], ampliando la
base teérica del método “retroceder y repetir” (aportaciéon de Kim), y afiadiendo el
estudio de la complejidad computacional junto con los resultados experimentales
asociados a ella (aportacion mia).

7.3. Limitaciones y ampliaciones

La principal limitacién del andlisis se halla en su coste computacional, que es
muy elevado. Aunque se ha mostrado que para sistemas relativamente grandes
(del orden del millar de activaciones de tareas por hiperperiodo) los tiempos de
analisis pueden ser razonables (del orden de segundos), no obstante el crecimien-
to del coste es ctibico, haciendo que resulte prohibitivo para sistemas muy gran-
des.

Otralimitacion del modelo estd en la hipotesis de independencia estadistica en-
tre las tareas. Algunos autores sostienen que esta hipotesis no es vidlida en muchos
casos, ya que se observa una cierta correlacion entre los tiempos de diferentes ta-
reas, de modo que si una de ellas tarda mucho, es mds probable que la siguiente
también tarde mucho. En principio el modelo se puede ampliar para incluir es-
ta informacion (en lugar de tener una funciéon de probabilidad para cada tarea,
podriamos tener por ejemplo una distribucién conjunta para cada par de tareas).

1 Referencia [Diaz et al., 2002b]
2 Referencia [Diaz et al., 2002]
3 Referencia [Diaz et al., 2002a]
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El problema es que los requisitos computacionales y de memoria crecerian aun

mas.

Tenemos pues dos lineas de investigacion diferentes, aunque relacionadas, por
las cuales se podria continuar ampliando el método:

= Biisqueda de algoritmos mads eficientes o simplificaciones que disminuyan

la complejidad computacional. En lo posible deberia buscarse que estas sim-
plificaciones sean “conservadoras”, haciendo uso de la propiedad “peor que”.

Por ejemplo, el método iterativo puede ser perfeccionado para garantizar
que en cualquiera de sus iteraciones la solucién obtenida es “peor que” la
exacta.

También se puede investigar en el ratio de convergencia de un sistema hacia
su distribucién estacionaria, para poder estimar de antemano si la aproxi-
macion iterativa merece la pena frente a otras técnicas.

= Ampliacion del modelo para eliminar algunas de sus limitaciones y tomar en
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cuenta informacion adicional que el modelo actual no captura. El problema
es que aumentar el modelo también aumentard su complejidad, por lo que
es necesario que estas nuevas ampliaciones vayan acompanadas de simpli-
ficaciones para que el problema siga siendo tratable. Estas simplificaciones
también deberian ser “conservadoras”.



Anexos
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A. Convolucion discreta

A.1. Definicion

La convolucién de dos funciones discretas f(x) y g(x) se denota por (f ® g)(x)
y se define asi:

(f@g)(x Z f(i)g(x —i) (A.1)

l——OO

A.2. Implementacion

En nuestro caso en que las funciones representan probabilidades de tiempos
de ejecucion, su valor minimo serd cero, y su valor maximo estard acotado, por
lo que la funcién f(x) se puede implementar como un vector f[x]. La variable x
actda como indice del vector y el valor almacenado en f[x] seria la probabilidad
de x. En este caso la ecuacion A.1 se reescribe asi:

(fog) Zf glx —1i (A.2)

Un algoritmo directo para implementar la convolucion es el siguiente (se asume
que f y g contienen elementos indexados desde cero):

1: CONVOLUCION(f, g)
Reservar memoria para (Longitud(f)+Longitud(g)—1) elementos en un array
que llamaremos 7.

N

3: Inicializar todos los elementos de 7 con cero
4: parai = 0,...,Longitud(f)—1 hacer

5. paraj=0,... Longitud(g)—1 hacer

6 rli+j) e rlibj+ £l - gl

7. fin para

8: fin para

9: Retornarr
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A. Convolucion discreta

Se deduce del algoritmo que para computar esta convolucién, si el vector f tie-
ne m; elementos y el vector g tiene m; elementos, son necesarias (m11my) mul-
tiplicaciones y (mym;) sumas, y por tanto 2mm, operaciones en total. El vector
resultante de la convolucién tendré (mq + my — 1) elementos. Si los dos vecto-
res tienen un tamafo aproximadamente igual, 71, la complejidad del algoritmo es

O(n?).

A.2.1. Optimizacién

La convolucién también puede calcularse a través de la transformada de Fou-
rier. Si f es la transformada de Fourier del vector f, ¢’ lade gy (f ® ¢)' la de
(f ® g), se cumple:

(f®g) [x] = f[x]§'[x] (A.3)

En este caso, dadas las transformadas, se requieren simplemente max(my, 1)
multiplicaciones. Sin embargo calcular las transformadas de Fourier es un proce-
so costoso, por lo que la complejidad al final seria la misma que por el método
directo.

Si los tamafios de los vectores f y g son potencias de dos, en ese caso se pue-
de utilizar la transformada rédpida de Fourier (FFT) para optimizar la conversion.
Si no son potencia de dos, en cualquier caso se pueden rellenar con ceros por la
derecha para que lo sean. Si ambos vectores tienen aproximadamente el mismo
tamano, 7, el coste total de aplicar la transformada, realizar las n multiplicacio-
nes, y aplicar la anti-transformada para obtener el resultado de la convolucion es
O(nlogn), y por tanto parece ventajoso frente al O(n?) de la implementacién
directa.

Sin embargo, si los tamafios de los vectores f y ¢ no son similares, para poder
aplicar la FFT necesitamos rellenar con ceros ambos hasta que tengan el mismo
tamano (y ademads éste sea potencia de 2). En este caso la complejidad de realizar
la convolucién usando la FFT serfa O(N log N) siendo N = 2[108; méx(nm)] Egto
puede ser mayor que el coste del método directo, que es simplemente O(mmn).

En nuestro problema es muy frecuente que las funciones a convolucionar ten-
gan tamanos dispares, ya que una de ellas suele ser el PF de la carga (que tiene un
gran nuamero de puntos) y el otro el PF del tiempo de ejecucion de una tarea, que
tiene muchos menos. Por esta razén para nuestro problema particular no interesa
una implementacion basada en FFT.

A.2.2. Funciones de probabilidad acumuladas

Como es sabido, para obtener la funcién de probabilidad (PF) de la suma de
dos variables aleatorias, basta hallar la convolucion discreta de las PFs de éstas
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A.2. Implementacion

variables. Sin embargo, la funcién de probabilidad acumulada (CDF) de la misma
suma, no es igual a la convolucién de las CDFs, sino a la convoluciéon de la CDF
de una con la PF de la otra. Esto se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 13. Si Fy es la funcion de probabilidad acumulada (CDF) de una variable
aleatoria X y fy su funcion de probabilidad (PF), y andlogamente Fy y fy para la
variable aleatoria’y, la CDF de la suma de ambas variables se calcula como:

Friy(x) = (Fr @ fy) () = (fx @ Fy) (x) (a4)

Demostracion. El valor de Fy, y(x) puede obtenerse a partir de la funcién fy vy,
por definicion, en la forma siguiente:

Fyiy(x Z foaeay(j

]——OO

Por otro lado fy,y(-) puede obtenerse convolucionando fy con fy, y aplicando
la férmula de la convolucién (A.1):

Fyyy(x) = Z (fx ® fy)(j Z Z fx(@) - fy(j =)

]——OO ]——OO j=—00

Si cambiamos de orden los sumatorios

Fyqy(x Z fo fy(j—1)

i=—00 ]——OO

yyaque fx (i) no depende del indice j del sumatorio interno, se le puede sacar del
mismo:

Fyiy(x fo ny]—l

j=—00 j=—o00

El sumatorio interno nos da la probabilidad de que Y sea menor o igual que x — i,
lo que por definicién es Fy(x — i), por tanto:

Fyy(x 2 foc (i) - Fy(x — 1)

j=—00

Con lo que finalmente llegamos en el segundo término a una expresiéon que re-
conocemos como (fy ® Fy)(x). De forma andloga, se demuestra que también es
igual a (fy ® Fy)(x), puesto que la suma de variables aleatorias es conmutati-
va. [l
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B. Demostraciones adicionales

B.1. Nuamero de raices con médulo mayor de 1 en el
polinomio caracteristico de la matriz A

En la seccion 4.5.3 se muestra como se puede hallar la distribucion estacionaria
completa de forma exacta, resolviendo la ecuacion 7t = P7r. El método consis-
te en plantear un conjunto de m, + 1 ecuaciones que provienen de las primeras
m, + 1 filas de P, mds otras r — 1 ecuaciones que deben provenir de una relacion
de recurrencia, siendo r el indice de la primera columna en P donde comienza su
regularidad, y m; el indice del dltimo elemento no nulo en dicha columna.

Usando aquel método, el niimero total de incognitas siempre serd m;, + r + 1.
Las m; + 1 primeras filas de P siempre proporcionan m;, + 1 ecuaciones lineal-
mente independientes. Por otro lado, tenemos la condicién adicional de que la
suma de todas las componentes de 7t debe ser 1. Asi que sélo faltan r — 1 ecua-
ciones para completar el sistema. Si pudiéramos garantizar que la relacion de re-
currencia siempre proporcionara r — 1 ecuaciones adicionales, tendriamos el sis-
tema completo.

Demostraremos en este anexo que, efectivamente, se pueden conseguir r — 1
ecuaciones adicionales de la relacion de recurrencia, siempre que el sistema cum-
pla la condicién de estabilidad U < 1.De hecho, se consiguen r ecuaciones, pero
una de ellas siempre es redundante, puesto que corresponde al auto-valor 1 que
siempre estd presente.

Recordemos de donde provienen estas r ecuaciones extra. La relacién de recu-
rrencia podia expresarse en forma matricial, véase la eq. (4.29), donde la matriz
A tenia una estructura muy regular, con ceros en todos sus elementos, salvo una
diagonal superior con unos, y salvo la dltima fila, véase la eq. (4.28), en la pag. 109.
Pararesolver la relacion de recurrencia matricial era necesario diagonalizar la ma-
triz A, lo que implicaba calcular sus valores propios. Al hacerlo, se descubria que
alguno de estos valores propios era mayor o igual a 1 y estos debian desaparecer
de la solucion final, pues de lo contrario los componentes de 7T no serian suma-
bles (su suma seria infinita). En concreto, aparecian r valores propios con médulo
mayor o igual que 1, y al forzar que los correspondientes coeficientes fuesen cero,
se obtenian las r ecuaciones adicionales.

De modo que se trata de garantizar que el polinomio caracteristico de A siem-
pre tiene r raices con médulo mayor o igual que uno, si se cumple la condicién de
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estabilidad U < 1.

Ya quela dltima linea de A esla que nos da el polinomio caracteristico, y esta ul-
tima linea se construye a partir de los coeficientes b,(-) de la columna r-ésima de
P, podemos ver que en realidad el polinomio caracteristico depende sélo de estos
coeficientes. Es sencillo demostrar que el polinomio caracteristico de A responde
ala forma:

o) = ( i by())A™ ) — AT =0 (B.1)
i=0

Por otro lado, se demostroé en la proposicion 3 de la pagina 97 que la condicion
U < 1equivalea; ib,(i) < r,1o cual es una restriccion sobre los coeficientes del
polinomio caracteristico. El siguiente teorema demostrard que si se cumple esta
restriccion, el polinomio tiene r raices de modulo mayor o igual que 1.

Teorema 14. Un polinomio f(z), de grado m;, de la forma
flz) =Y az" -2 =0
i=0

en el que los coeficientes a; cumplen las siguientes restricciones:
my my
0<a; <lam #0; Zaizl; Ziai<r
i=0 i=0

tiene exactamenter raices de moédulo mayor o igual a la unidad.

Demostracion. La demostracion se basara en el teorema de Rouché, que es un re-
sultado clasico del andlisis de variable compleja [Rudin, 1966]. Este teorema dice
que, si existe otra funcién g(z) y un contorno cerrado C tales que:

f(z) +g(z)| < g(z)] vzeC (B.2)

entonces f(z) y g(z) tienen el mismo ndmero de raices en la regién delimitada
por C.

Para demostrar el teorema que nos ocupa, se tomara g(z) = z"=7, y Cigual al
circulo centrado en el origen de radio 1 — €, con € > 0 muy pequefio.

Utilizando esta g(z) se tiene que f(z) + g(z) = Yy a;z" . En cuanto a su
modulo, se puede aplicar la desigualdad triangular por ser todos los a; positivos:

f(z) +g(z)] < iailz|mr—i
i=0

240



B.1. Numero de raices con modulo mayor de 1 en el polinomio caracteristico de la matriz A

En particular, paralos z € C, también se cumplir, luego:
my .
f@)+gE) <Y all—e™  zec
i=0

El segundo miembro es igual alafuncién f(z) + g(z) evaluadaenelreal (1 —¢€),
por lo que:

f(2) +8()| < f(l-€)+8(l-¢)=(f+g)(1-¢e) zcC (B3I

Pero ademas f(1 —€) + g(1 — €) es menor que g(1 — €). Esto se debe a dos
hechos:

1. Las funciones f 4+ gy g valen ambas 1 paraz = 1, es decir (f + g)(1) =
2(1) = 1, como puede facilmente comprobarse.

2. Laderivadade f 4+ g en 1 es mayor que la de g. En efecto:

(f+2)1) = Zr:(mr—i)ai = my — Zr:iai > my —r
i=0 i=0

§'(1)=my—r

Al ser la pendiente de f + g(z) mayor quelade g(z) enz = 1, f + g ha de ser
menor que g en (1 — €), como se muestra en la figura B.1.

f(z) +8(2)

g(z)

Figura B.1.: Ilustracién de que f + ¢ < gala
izquierda de 1

|

| |
|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
—e€1

zZ

1—¢

Por tanto (f + g)(1 —€) < g(1 — €), y llevando esto a la eq. (B.3), y teniendo
en cuenta que g(1 — €) es positiva por ser préxima a 1, tenemos finalmente:

f(z) +g(z)| <g(l—€)=|¢g(1-¢€)] z€C

Es decir, se cumplen las condiciones del teorema de Rouché, luego f tiene tan-
tas raices como g dentro de C. Y ya que las m, — r raices de g estan dentro de C
(pues son todas cero), se sigue que f tiene m, — r raices de médulo menora 1,y
por tanto 7 raices de médulo mayor o igual que 1. O
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B.2. Propiedades de la relacion “peor que”

En la pédgina 132, definicion 13 se defini6 una relacion de ordenacion entre va-
riables aleatorias. Repetimos la definicién para comodidad del lector.

Dadas dos variables aleatorias A y B, diremos que A es peor que B, y lo deno-
taremos por A = B, si entre sus CDFs se cumple la siguiente relacion:

Fa(i) < Fg(i) Vi

Esta relacion tiene una serie de propiedades que se enunciaron sin demostra-
cion en el capitulo 5, y que se demuestran en este apéndice.

Proposicion 8. A = A (propiedad reflexiva)
Demostracién. Trivialmente, ya que F4(-) < F4(+) en todos sus puntos. O
Proposicién 9. Si A = B yB = C, entonces A = C (propiedad transitiva)

Demostracién. Por hipétesis, para cualquierise cumple F4 (i) < F3(i),ytambién
Fg(i) < Fe(i), luego es cierto que Fy4 (i) < Fp(i). O

Proposicion 10. Si A = ByCes posztwa, estoesC = O, entonces A+ C = B+ C
(conservacion de la relaczon ‘peor que” con la suma)

Demostracion. La CDF de A + C puede calcularse mediante convolucion de la
CDF de A con la PF de C (teorema 13), y lo mismo para la CDF de B + C.

Fpye(x) = (Fa ® fe)(x Z Fp(i) - fe(x —1)
Faie(x) = (Fp ® fe)(x Z Fg(i) - fe(x — 1)

Ahora bien, F4 (i) < Fg(i) por hipdtesis, luego el primer sumatorio es menor que
el segundoy Fq e(x) < Fz,e(x), porloque A+ C = B+ C. O

Proposiciéon 11. SiA = B = O yC = D = O, entonces A+ C = B+ D.

Demostracion. Al ser C = Oy A = B, se cumplird que A + C = B + C, por la
propiedad antes demostrada Por otro lado, al ser B = OyQC > D, se cumpli-
rd también que B 4 € > B + D por la misma propiedad. Y juntando la primera
conclusion con la segunda, por medio de la propiedad transitiva, se obtiene final-
mente que A + € 7= B + D. O

Proposicién 12. Si B = O, entonces A + B = A (incremento del pesimismo al
sumar)
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B.2. Propiedades de la relacion “peor que’

Demostracion. Ya que, por la propiedad reflexiva A = A, y por hip6tesis B = O,
sumando ambas inecuaciones tenemos A + B >= A + O (esta suma mantiene la
desigualdad en virtud de la propiedad antes demostrada). Por otro lado A + O =
A, como es facil comprobar haciendo la convolucién (f4 ® fo) y teniendo en
cuenta que por definicién fp es nula en todos sus puntos salvo en cero que vale 1.
De todo esto se desprende que la proposicion es cierta. O
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C. Distribucion beta

C.1. Definicion

La distribucién beta se suele usar para representar variables fisicas, cuyos va-
lores se encuentran restringidos a un intervalo de longitud finita y permite repre-
sentar una gran variedad de perfiles [Canavos, 1988].

Se trata de una distribucién para variables aleatorias continuas que toman va-
lores inicamente en el intervalo [0, 1]. La forma de la distribuciéon depende de los
valores que tomen sus dos pardmetros, tipicamente denominados a y f.

Su funcién de densidad viene dada por la férmula:

x4 1(1 — x)P1
X) = (C.1)
fbeta( ) B(DC,‘B)
donde B(a, b) es la funcién beta, definida por:
! T'(«)T(B)
B(a, B) = / X1 — )P lgy = 2 (C.2)
@) = [ »a-x) Fos

siendo I'(x) la funcién Gamma.

C.2. Forma de la funcion de densidad

Cuando ambos pardmetros son iguales, la distribucion es simétrica. Si ademas
x = B = 1, se trata de una distribucién uniforme. Para valoresdea = f < 11a
funcién tiene forma de “U”, y para valores de « = f > 1 tiene forma de “cam-
pana”. La figura C.1 muestra la grafica de su funcion de densidad para diferentes
casos en los que & = B.

Sia > B, la curva es asimétrica, estando la masa desplazada hacia la derecha, y
sia < B, lamasa se desplaza hacia la izquierda. Si ambos pardmetros son meno-
res de 1, la forma general es de una “U” asimétrica, con un brazo mas largo que
otro, por asidecir. Sia < 1 pero f > 1,la curva tiene una forma similar ala de una
exponencial, en el sentido de que toma valores altos al principio y va decayendo
hasta hacerse cero al final. Sin embargo, una exponencial tiene una cola infinita,
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Figura C.1.: Diferentes formas de la distribucion beta, cuando sus dos parametros
son iguales

mientras que la beta esté limitada al intervalo [0, 1]. Si ambos pardmetros son ma-
yores de 1, la curva tiene forma de campana asimétrica. Conforme aumentan los
valores de « y f, la campana se hace més “afilada”. Sia = 1, p = 2 la distribucion
es triangular izquierda, ysia = 2, § = 1 es triangular derecha.

Las figuras siguientes muestran diferentes formas que puede adoptar la funcién
beta, segtin los valores de los pardmetros a y f.

Como vemos, se trata de una distribuciéon que resulta muy adecuada para mo-
delar tiempos de ejecucion, debido a dos razones:

» Elrango de la variable aleatoria estd acotado, al igual que los tiempos de eje-
cucion estdn acotados. Aunque la distribucién beta estd limitada al intervalo
[0, 1], éste puede ser facilmente reescalado y desplazado para que cubra el
rango [C™in, Cmax),

» Esuna distribucién muy versatil que permite modelar diferentes formas de
los tiempos de ejecucion. Entre ellas la uniforme y la campana desplazada
a la izquierda. Esta ultima resulta especialmente adecuada, ya que como se
sabe los tiempos de ejecucion mas probables suelen estar bastante alejados
de los peores tiempos de ejecucion, que tienen una probabilidad muy baja.

C.3. Propiedades

Algunas propiedades conocidas de la distribucion beta son las siguientes.

s [La media toma el valor

o
+ P
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fp(x)
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Figura C.2.: Diferentes formas de la distribucion beta, cuando uno de sus pardme-
tros toma el valor 1
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Figura C.3.: Diferentes formas de la distribucion beta, cuando ambos pardmetros
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Figura C.4.: Diferentes formas de la distribucién beta, cuando ambos parametros
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» [avarianza toma el valor
(a+B)2(a+pB+1)

Aplicaciéon de la funciéon beta para modelar el

C.A4.
tiempo de ejecucion de un trabajo

Una variable aleatoria X que siga la distribucion beta, puede tomar cualquier
valor real entre 0 y 1. En cambio un tiempo de ejecucién de una tarea es una va-

riable aleatoria discreta que toma valores entre los enteros C™n y C™Max,

El primer paso es, dados un par de enteros a y b, obtener otra variable aleatoria,
X', cuya distribucion tiene la misma forma que la de X, pero escalada y desplazada
de modo que X’ toma valores reales en el intervalo [a, b]. Para ello basta definir X

en la forma siguiente:
X' =a+X(b—a)

Si X sigue una distribucién beta de pardmetros « y 3, entonces la funcién de

densidad de X’ vendra dada por:
)21 (p — )81
(x—a) (b —x) s

) B gy

donde B(w, B) es la funcién beta definida en la ecuacién (C.1).
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C.4. Aplicacion de la funcion beta para modelar el tiempo de ejecucion de un trabajo

Si se conocen los valores méximo y minimo [a, b] que puede tomar X', su va-
lor medio X’ y su valor mds probable X/, es posible estimar los valores de los
pardmetros a y 5 con las siguientes ecuaciones:

(X' —a)(2X};—a—Db)

&= (Xh, — X')(b—a) €4
B= ((bX_,—i))“ (C.5)

El segundo paso es muestrear la funcién continua para obtener una PF para una
variable discreta X”’. La forma correcta de hacerlo, que garantiza que la X"’ obte-
nida es mds pesimista que X', seria muestrear su funcién de distribucion, que es
la integral de la funcién de densidad, para asi obtener la funcién de probabilidad
acumulada de X" Es decir:

[v]
qu(l)) = / fx/(x)dx (S [LZ, b] (C6)
—00
y a partir de ella obtener la funcién de probabilidad por diferenciacion, es decir:

fxu(i) :Px//(i)—Fx//(i—l) i:a,a—l—l,...,b—l,b (C.7)

Una aproximacion razonable mucho mas sencilla de calcular consiste simple-
mente en evaluar fy(i) para cada posible i entero en [a, b] y posteriormente nor-
malizar las muestras para que su suma sea 1. Es decir:

fxn(l)%L(l) I:a,a—l—l,,b—l,b (C.8)

Z?:a ffo’ (])

La ventaja de este método aproximado es que es mds rapido de computar, ya
que no es necesario resolver la integral (que no tiene forma cerrada en general y
debe calcularse por métodos numéricos). Por otro lado, esta aproximaciéon pro-
duce una PF cuya forma es més “fiel” a la de la distribucion beta que se ha mues-
treado.

Por el contrario, el método basado en la integral produce una PF cuya forma se
aleja bastante de la beta muestreada (tanto mds cuanto menor sea el nimero de
puntos de muestreo) y su principal ventaja consiste en que se garantiza que la PF
obtenida es més pesimista que la beta muestreada.

No obstante, en el contexto de esta tesis, la beta muestreada se utiliza tan s6lo
como una forma de generar PFs arbitrarias de cara a medir el coste de computa-
cién, mediante generacion automatica de sistemas sintéticos. En este caso no es
importante garantizar el pesimismo de la distribucion, sino que solo interesa el
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numero de puntos que la componen y su forma general. Por ello la aproximacion
directa es perfectamente valida.

La figura C.5 muestra el resultado de aplicar el muestreo directo, o el pesimis-
ta basado en la integral, a una funcién beta de pardmetros x = 2, § = 4. En
la representacion de la funcién de probabilidad puede verse que el muestreo di-
recto sigue perfectamente la forma de la funcion de densidad original, mientras
que el pesimista va a veces por debajo y otras veces por encima. En la figura C.6
se muestra la funcién de probabilidad acumulada, y se comprueba cémo la ver-
sién pesimista siempre esta por debajo de la distribucion beta que se muestrea,
mientras que la version por muestreo directo no.

— Original
------- Muestreo directo
- Muestreo pesimista

=2
=4
m =10

Figura C.5.: Comparacion de las PF obtenidas por muestreo directo y por mues-
treo pesimista, con la funcién de densidad de la beta
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C.4. Aplicacion de la funcion beta para modelar el tiempo de ejecucion de un trabajo

— Original
------- Muestreo directo
- Muestreo pesimista

x=2
B=4
m =10

Figura C.6.: Comparacion de las CDF (probabilidad acumulada) obtenidas por
muestreo directo y por muestreo pesimista, con la funcién de distribucion de
la beta
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