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Resumen

Esta tesis se enmarca dentro del contexto general de investigación del Área de Ar-
quitectura y Tecnoloǵıa de Computadores de la Universidad de Oviedo, relativa al
estudio de sistemas de tiempo real. En particular se estudia la planificabilidad de
sistemas de tiempo real multiprocesador mediante la obtención de ĺımites de utili-
zación. La planificación de las tareas en el multiprocesador se realiza siguiendo la
estrategia de particionado.

Se obtienen los ĺımites de utilización para planificación EDF y RM empleando
diferentes algoritmos de asignación de tareas a procesadores. Esto permite analizar
la planificabilidad del sistema de una forma rápida, teniendo en cuenta además la
influencia de parámetros clave como el tamaño de las tareas.

Aparte del análisis teórico de planificabilidad se realizan numerosos experimentos
de simulación que permiten obtener el comportamiento t́ıpico de diferentes opciones
de planificación monoprocesador y asignación.

Inicialmente el modelo de tareas considerado contiene exclusivamente tareas pe-
riódicas independientes. Al final de la tesis se extiende este modelo, lo que permite
analizar conjuntos de tareas más realistas.





Abstract

This thesis is included in the general research context of the Computer Enginee-
ring group in the University of Oviedo, related to the investigation in Real-Time
systems. In particular, this work deals with schedulability issues by means of utili-
zation bounds. Task scheduling is performed following the partitioning strategy.

The utilization bounds for EDF and RM scheduling, and for different allocation
algorithms are obtained. This allows us to carry out not only fast schedulability
tests, but also to consider key parameters, such as the task size.

Many simulation experiments are carried out in order to obtain the average-case
behaviour for different uniprocessor schedulers and different allocation algorithms.

The initial model of tasks includes only periodic and independent tasks. This
model is generalised at the end of the thesis to cope with more realistic task sets.
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4.4 Obtención de los ĺımites de utilización estad́ısticos . . . . . . . . . . . 206
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3.4 Representación del ĺımite LEDF (n, α). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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3.15 Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFD y p = 90%. . . . . 87
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3.46 Ĺımites de utilización para planificación EDF-RF y p = 75%. . . . . . 118
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3.54 Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFI y p = 75%. . . . . 126
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Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo presenta en primer lugar una breve introducción a los sistemas de
tiempo real en el apartado 1.1.

El apartado 1.2 presenta de forma general el problema de planificación de siste-
mas de tiempo real.

En el apartado 1.3 se restringe el problema general de planificación, considerando
sólo aquellos subproblemas de planificación relevantes a la tesis.

1.1 Sistemas de tiempo real

Los sistemas de tiempo real se definen como aquellos sistemas computacionales que
deben reaccionar a los eventos de su entorno cumpliendo ciertas restricciones tempo-
rales. Como consecuencia, el comportamiento correcto de dichos sistemas depende
no sólo de los resultados de la computación, sino que depende también de los instan-
tes en los cuales se producen dichos resultados (Stankovic, 1988; Buttazzo, 1997).

Lo que distingue a los sistemas de tiempo real de los sistemas computacionales
tradicionales es la presencia de restricciones temporales sobre los instantes en los
que se generan los resultados.

Estas restricciones temporales son habitualmente una consecuencia del impacto
que tienen los sistemas que controlan actividades de su entorno. Por ejemplo, si
el sistema de navegación de un avión no es capaz de generar las señales de control
dentro de un margen de tiempo establecido, las consecuencias pueden ser muy graves.
De nada sirve una respuesta de gran calidad pero tard́ıa del sistema de navegación,
pues esta respuesta puede llegar cuando el avión ha perdido el control.

Otras aplicaciones en las cuales se requieren sistemas de tiempo real son las
siguientes:

• Control industrial

• Monitores industriales

• Robótica

• Sistemas militares
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• Sistemas multimedia

• Automóviles

• Sistemas transaccionales

Puesto que la presencia de restricciones temporales es la caracteŕıstica diferen-
ciadora de los sistemas de tiempo real con respecto a los sistemas computacionales
tradicionales, resulta natural clasificar a los sistemas de tiempo real de acuerdo con
el tipo de restricciones temporales. Desde un punto de vista simplista, los siste-
mas de tiempo real pueden clasificarse en cŕıticos (hard real-time) y acŕıticos (soft
real-time).

Un sistema de tiempo real cŕıtico es aquel en el cual el incumplimiento de alguna
de las restricciones temporales ocasiona o puede ocasionar consecuencias muy gra-
ves. Por el contrario, en un sistema de tiempo real acŕıtico el cumplimiento de las
restricciones temporales es deseable pero su incumplimiento no trae consigo graves
consecuencias. Por supuesto, el término “grave” es relativo y depende de cada caso
particular.

Uno de los problemas que aparecen en los sistemas de tiempo real es el proble-
ma de la correcta administración de recursos que asegure el cumplimiento de las
restricciones temporales. A esta administración de recursos se la conoce como pla-
nificación. El procesador, o en general los procesadores, son los recursos que más
habitualmente se consideran en la planificación de sistemas de tiempo real. Sin em-
bargo, cada vez más se considera la administración de recursos de entrada/salida,
como son las redes de comunicación y los sistemas masivos de almacenamiento de
información.

1.2 El problema de la planificación en los sistemas

de tiempo real

La teoŕıa de planificación de sistemas de tiempo real considera cuatro aspectos bá-
sicos del problema:

• Recursos (hardware1 del sistema)

• Consumidores de recursos (tareas)

• Algoritmos de asignación de recursos a consumidores (algoritmos de planifica-
ción)

• Análisis de la planificabilidad (¿el algoritmo de planificación asigna recursos a
tareas de tal manera que se cumplen las restricciones temporales?)

La figura 1.1 muestra de manera esquemática los cuatro aspectos implicados en
la planificación de sistemas de tiempo real, aśı como las opciones más habituales en
cada uno de ellos.

1En ocasiones también se consideran recursos de más alto nivel.
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Figura 1.1: Los diferentes aspectos en la planificación de sistemas de tiempo real.
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Los apartados 1.2.1 a 1.2.4 describen los cuatro aspectos anteriores, con las op-
ciones asociadas.

1.2.1 Recursos

Los recursos incluyen el hardware del sistema, como son procesadores, redes de co-
municación, elementos de almacenamiento masivo, etc. La memoria es un recurso
que no suele considerarse en los sistemas de tiempo real. La asignación del recurso
memoria se realiza de manera estática en los sistemas de tiempo real, por lo que
puede ignorarse este recurso una vez el sistema comienza a funcionar. La asignación
dinámica de memoria suele basarse en mecanismos de paginación, los cuales ocasio-
nan una sobrecarga que dificulta enormemente el cumplimiento de las restricciones
temporales. Los sistemas operativos de tiempo real suelen disponer de primitivas
para evitar los efectos de la paginación. Por ejemplo, el estándar POSIX 1003.1b
define la primitiva mlockall (Gallmeister, 1995).

El acceso de tiempo real a elementos de almacenamiento masivo, como por ejem-
plo los discos, es relevante en el caso de sistemas de tiempo real transaccionales o
multimedia (A. Molano y Rajkumar, 1997). En los demás sistemas de tiempo real,
el almacenamiento de información en discos no suele ser cŕıtico. Un ejemplo de este
punto son los sistemas de control.

El recurso más ampliamente considerado en la teoŕıa de la planificación es el
procesador. No obstante, muchos de los resultados referidos a este recurso son
válidos para los recursos de comunicaciones debido a la analoǵıa que existe entre los
mismos (A. Ermedahl y Sjodin, 1997).

Los recursos como el procesador y las redes de comunicación son unitarios, en el
sentido de que en un instante el recurso puede asignarse a lo sumo a una tarea.

Los recursos se organizan de acuerdo a una determinada arquitectura. Las ar-
quitecturas más habituales son:

• Monoprocesador. El sistema dispone de un único procesador y no dispone de
redes de comunicación.

• Multiprocesador de memoria compartida. El sistema dispone de dos o más
procesadores que comparten una memoria principal. Los procesadores se co-
munican entre śı a través de la memoria compartida.

• Multiprocesador de memoria distribuida. El sistema dispone de dos mas pro-
cesadores. Cada procesador dispone de su memoria local, y no existe memoria
compartida. Los procesadores se comunican entre śı a través de canales de
comunicación espećıficos.

• Sistemas distribuidos. Conceptualmente son análogos a los multiprocesadores
de memoria distribuida. La diferencia reside en la utilización de computadores
autónomos en lugar de procesadores. La comunicación entre los computadores
se realiza a través de redes de comunicación, habitualmente más lentas que los
canales empleados en los multiprocesadores de memoria distribuida.
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1.2.2 Consumidores de recursos

Los consumidores de recursos se denominan tareas. Las tareas no son más que
abstracciones de los conceptos de proceso o hilo de los sistemas operativos multitarea.
Las tareas vienen definidas por una secuencia de petición de recursos. A medida
que se conceden los recursos pedidos por las tareas estas avanzan en su secuencia.
Mientras esperan a que les sea concedido el recurso, las tareas se detienen en su
secuencia.

Para que una tarea reciba un recurso tienen que darse simultánemente tres cir-
cunstancias:

• Que la tarea haya pedido dicho recurso.

• Que la tarea no este pendiente del cumplimiento de ninguna condición de
sincronización.

• Que la tarea haya sido seleccionada por el algoritmo de planificación para
recibir el recurso, de entre todas las que cumplen las dos condiciones anteriores.

Lógicamente, si una tarea no solicita un recurso, no lo recibe.
Hay tareas que requieren el cumplimiento de ciertas condiciones de sincronización

para avanzar en su secuencia de petición de recursos. Por ejemplo, bajo la presencia
de relaciones de precedencia una tarea no puede recibir el recurso procesador hasta
que las tareas que la preceden hayan terminado. El acceso a recursos compartidos
protegidos es otro ejemplo t́ıpico, en el cual una tarea no puede entrar en un seg-
mento de su ejecución mientras otras tareas no abandonen determinados segmentos
de su ejecución. Aquellas tareas que no tienen asociada ninguna condición de sin-
cronización se las conoce como independientes. Por el contrario, aquellas para las
cuales existen condiciones de sincronización se las conoce como tareas dependientes.
Obviamente, las dependencias entre tareas introducen complejidad en el sistema.

Aunque una tarea haya pedido un recurso y se cumplan todas sus condiciones
de sincronización, puede suceder que la tarea no reciba el recurso. En el caso de
existir dos o más tareas en esta situación el algoritmo de planificación sólo asignará
el recurso a una de ellas, por lo que las demás no pueden recibirlo.

Habitualmente, las tareas vienen definidas por secuencias de petición de un único
recurso, el procesador. En función del tipo de secuencia se distinguen los siguientes
tipos de tareas:

• Tareas periódicas. Se piden C unidades del recurso procesador, denominado
tiempo de computación, cada T unidades de tiempo. El parámetro T recibe
el nombre de periodo de la tarea. Los instantes en los cuales se produce la
petición del procesador se denominan instantes de activación. Estas tareas
suelen activarse por medio del reloj del sistema (Buttazzo, 1997).

• Tareas aperiódicas. Se puede producir una petición del procesador en cualquier
instante, desconocido a priori. Suelen originarse por eventos impredecibles,
externos al sistema (Buttazzo, 1997).
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• Tareas esporádicas. A pesar de no ser periódicas, se puede establecer un in-
tervalo mı́nimo entre peticiones consecutivas del procesador. Pueden provenir
de diversas fuentes, desde el muestreo periódico de eventos externos al siste-
ma, a eventos externos que poseen intŕınsecamente este carácter esporádico
(Buttazzo, 1997).

• Tareas esporádicamente periódicas. Consisten en ráfagas de peticiones perió-
dicas del procesador, de periodo fijo. La distancia mı́nima entre el comienzo
de dos ráfagas esta acotado. Este tipo de tareas son t́ıpicas de sistemas mul-
timedia o transaccionales (K.W. Tindell y Wellings, 1994).

• Tareas con precedencias. Este tipo de tareas pueden comenzar a ejecutarse
en el momento en el que todas las tareas que la preceden han terminado su
ejecución. Este tipo de tareas suelen aparecer en multiprocesadores o siste-
mas distribuidos, en los cuales varias tareas cooperan para proporcionar la
respuesta a los eventos del sistema. En esta situación, unas tareas emplean
resultados intermedios proporcionados por las tareas que las preceden, de ah́ı
que no puedan comenzar su ejecución hasta que las tareas que las preceden
generen dichos resultados intermedios (Buttazzo, 1997).

Los tipos de tareas anteriores pueden generalizarse si se permite que las tareas
accedan a recursos compartidos protegidos (L. Sha y Lehoczky, 1990; Baker, 1991).
Esta generalización complica el algoritmo de planificación y el análisis de planifica-
bilidad.

Otra generalización considera la existencia de jitter de activación. En general,
los instantes de activación reales de las tareas no coinciden con los instantes de acti-
vación ideales considerados hasta ahora. Hay ocasiones en las cuales las activaciones
reales sufren un cierto retraso debido a la granularidad temporal del reloj que activa
el planificador, o debido a la espera de mensajes de sincronización. El retraso que
existe entre la activación ideal y la real se la denomina jitter de activación. El jitter
de activación de una tarea suele modelarse como un jitter máximo, denotado por J ,
en los sistemas de tiempo real cŕıtico (K.W. Tindell y Wellings, 1994).

Otra de las generalizaciones del modelo de tareas considera las situaciones en
las que el conjunto de tareas a planificar no es fijo, sino que vaŕıa a lo largo del
tiempo para adaptarse a un entorno cambiante. Hay situaciones en las que el des-
conocimiento del entorno hace que el conjunto de tareas evolucione de una manera
desconocida a priori. Este tipo de situaciones son objeto de estudio de la planifica-
ción dinámica (véase el apartado 1.2.3). Sin embargo, hay situaciones en las que el
entorno puede encontrarse en un conjunto de estados claramente definidos y conoci-
dos a priori, cada una de las cuales requiere un conjunto de tareas también definido
y conocido a priori. En este apartado se supone que el sistema se encuentra en esta
última situación, asociada a lo que se denomina cambios de modo en la literatura
(Pedro y Burns, 1998).

Las restricciones de tiempo real distinguen los sistemas de tiempo real de los
sistemas computacionales tradicionales. Estas restricciones se suelen asociar a los
instantes de terminación de las tareas.
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En el caso de las tareas periódicas las restricciones temporales se suelen expresar
como plazos relativos a los instantes de activación de las mismas. Estos plazos
especifican el máximo intervalo de tiempo que puede transcurrir desde la activación
de las tareas hasta que se completa el procesamiento pedido por dicha activación.
El caso más ampliamente tratado es aquel en el que los plazos relativos, denotados
por D, son iguales a los periodos de las tareas (D = T ). Este caso es común entre
las tareas que implementan sistemas de control, pues es necesario generar cada señal
de control antes de comenzar la adquisición de la siguiente muestra. No obstante,
hay generalizaciones (K.W. Tindell y Wellings, 1994; Manabe y Aoyagi, 1998) que
consideran plazos menores que los periodos (D < T ), y plazos mayores que los
periodos (D > T ). Las tareas periódicas normalmente suelen analizarse como tareas
cŕıticas.

Las tareas aperiódicas se modelan como tareas acŕıticas. No obstante, en los
sistemas de tiempo real se intenta reducir el tiempo medio de respuesta de las mis-
mas, sin comprometer el cumplimiento de las restricciones temporales de las demás
tareas.

Las restricciones temporales de las tareas esporádicas suelen ser las mismas que
las de las tareas periódicas, es decir, plazos relativos a los instantes de activación.
Sin embargo, lo habitual no es que los plazos coincidan con el intervalo mı́nimo entre
activaciones consecutivas, denotado como T , sino que lo habitual es que sea menor
que dicho intervalo (D < T ). El análisis de planificabilidad con este tipo de tareas
coincide en muchos casos con el análisis de planificabilidad de las tareas periódicas
(K.W. Tindell y Wellings, 1994; J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998).

En cuanto a las tareas esporádicamente periódicas, las restricciones de tiem-
po real se suelen expresar como plazos relativos a cada una de las activaciones
(K.W. Tindell y Wellings, 1994).

Las tareas con precedencias son “disparadas” por las tareas que las preceden.
Esto hace que las restricciones de tiempo real se apliquen a una cadena de tareas
con relaciones de precedencia que cooperan para generar un resultado. A cada una
de estas cadenas de tareas se las conoce como tareas end-to-end en la literatura.
En este caso las restricciones temporales suelen establecer el intervalo de tiempo
máximo entre la activación de la primera tarea de la cadena de precedencias, y la
terminación de la última tarea de la cadena (Natele y Stankovic, 1994).

1.2.3 Algoritmos de planificación

Los algoritmos de planificación realizan la administración de recursos, es decir, en
todo instante deciden a que tarea se asigna cada uno de los recursos del sistema.
Por supuesto puede haber recursos ociosos, debido a que no exista ninguna tarea
que cumpliendo las condiciones de sincronización haya solicitado dichos recursos.

En las aplicaciones de tiempo real más simples la planificación se puede realizar
mediante programación a muy bajo nivel, empleando por ejemplo interrupciones
priorizadas. Sin embargo, es cada vez más habitual el empleo de micronucleos. En
el desarrollo de sistemas de tiempo real de complejidad media o alta la opción más
apropiada suele ser el empleo de sistemas operativos de tiempo real (Gallmeister,
1995), los cuales simplifican la programación y mejoran por lo tanto la fiabilidad del
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sistema. En cualquier caso, expĺıcita o impĺıcitamente siempre se emplea un cierto
algoritmo de planificación.

El objetivo fundamental de los algoritmos de planificación es lograr la correcta
administración de los recursos del sistema, entendiendo por correcta administración
el cumplimiento de las restricciones temporales. El resultado del algoritmo de pla-
nificación es una planificación, o lo que es lo mismo, una asignación temporal de
recursos a tareas.

El campo de los algoritmos de planificación para sistemas de tiempo real ha
sido históricamente uno de los más tratados. Esto puede explicarse teniendo en
cuenta el fuerte impacto que tiene el algoritmo de planificación empleado sobre el
cumplimiento de las restricciones temporales.

Los algoritmos de planificación se pueden clasificar de acuerdo a diferentes cri-
terios.

El primer criterio clasifica los algoritmos de planificación en

• estáticos y

• dinámicos

Los algoritmos de planificación estáticos obtienen una planificación basada en el
conocimiento a priori del número y caracteŕısticas de las tareas. Por el contrario, los
algoritmos de planificación dinámicos generalmente no se basan en el conocimiento
previo de las caracteŕısticas de las tareas. Cada vez que llega una nueva tarea al
sistema se genera una nueva planificación.

Los algoritmos de planificación estáticos tienen la ventaja de una menor sobrecar-
ga en tiempo de ejecución con respecto a los algoritmos de planificación dinámicos.
Sin embargo, no son aplicables a sistemas de tiempo real ubicados en entornos di-
námicos o impredecibles, en los cuales no se sabe a priori que tareas van a llegar al
sistema ni sus caracteŕısticas. En este tipo de situaciones se emplean los algoritmos
de planificación dinámicos.

Los algoritmos de planificación estáticos se pueden dividir a su vez en

• algoritmos de planificación en ĺınea (online), y

• algoritmos de planificación fuera de ĺınea (offline)

Un algoritmo de planificación se dice que es fuera ĺınea cuando la planificación se
calcula antes de empezar a funcionar el sistema de tiempo real. La planificación
suele guardarse en una tabla que se emplea en tiempo de ejecución. Puesto que la
tabla no puede tener una longitud ilimitada, es necesario que las tareas tengan algún
tipo de periodicidad. De esta forma, la tabla contiene únicamente las asignaciones
de recursos a tareas para el mı́nimo común múltiplo de los periodos.

Este tipo de planificación tiene varias ventajas. En primer lugar, la sobrecarga
asociada a la planificación es muy baja. El planificador lo único que tiene que hacer
es consultar la tabla para saber a que tarea debe le corresponde cada recurso. En
segundo lugar, pueden emplearse técnicas computacionalmente muy costosas para la
obtención de planificaciones, como puede ser la búsqueda de planificaciones óptimas
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o cuasióptimas empleando técnicas de branch and bound (Xu y Parnas, 1990; D. Peng
y Abdelzaher, 1997)

Sin embargo, la planificación estática fuera de ĺınea tiene muchas desventajas
provenientes de su rigidez. Por ejemplo, se emplea el tiempo máximo de computación
de las tareas cŕıticas para obtener la tabla con la planificación. Esto evita que tareas
aperiódicas presentes en el sistema puedan aprovechar los huecos proporcionados por
la selección conservadora de los tiempos de computación. Además, cada vez que se
modifica el sistema para introducir una nueva tarea debe regenerarse la tabla.

En cuanto a los algoritmos de planificación dinámicos, estos se suelen dividir en
dos tipos:

• algoritmos de planificación “que hacen lo que pueden” (Best effort), y

• algoritmos de planificación con respuesta garantizada (Guaranteed)

Los algoritmos de planificación “que hacen lo que pueden” no realizan ningún tipo
de predicción acerca de posibles sobrecargas. Cada vez que llega una nueva tarea
al sistema esta se acepta, pasando a la cola de tareas listas para ejecutar. El al-
goritmo de planificación intenta “hacer lo que puede” para cumplir las restricciones
temporales de esta nueva tarea y de las anteriores. Este tipo de algoritmos son los
algoritmos de planificación dinámica más simples de implementar y los que incurren
en una menor sobrecarga. Sin embargo, también son los peores desde el punto de
vista de la planificabilidad del sistema.

Los algoritmos de planificación con respuesta garantizada realizan un test de
aceptación con cada nueva tarea que llega al sistema. El test consiste en decidir
si es posible garantizar el cumplimiento de las restricciones temporales de la nueva
tarea y las anteriormente aceptadas. Si tal garant́ıa es posible la nueva tarea se
acepta y se genera una nueva planificación. En caso contrario se rechaza. Respecto
a los algoritmos de planificación “que hacen lo que pueden” tienen la desventaja de
una mayor complejidad, con la sobrecarga en tiempo de ejecución que esto supone.
Sin embargo, la planificabilidad del sistema mejora.

Para más información sobre planificación dinámica pueden consultarse las refe-
rencias Baruah y Wang (1992) y G. Buttazzo y Sensini (1995).

Otra clasificación de los algoritmos de planificación los divide en

• algoritmos de planificación con expulsión (preemptive), y

• algoritmos de planificación sin expulsión (non-preemptive)

La expulsión consiste en retirar el recurso a una tarea para dárselo a otra, antes de
que se haya satisfecho completamente su petición sobre dicho recurso. En algunos
casos, las tareas pueden definir secciones de las mismas en las cuales se prohibe la
expulsión de un recurso. De esta manera, incluso bajo la presencia de algoritmos de
planificación con expulsión, ninguna otra tarea puede recibir el recurso hasta que la
primera no lo libere. La definición de secciones en las que se prohibe la expulsión
influye negativamente en la planificabilidad del sistema, y dificulta enormemente su
análisis. Sin embargo evitan la necesidad de utilizar protocolos de acceso a recursos



10 Introducción

compartidos. En cualquier caso, este tipo de secciones en las que se prohibe la
expulsión debeŕıan ser lo más pequeñas que sea posible.

Uno de los conceptos más ampliamente incorporados en los algoritmos de pla-
nificabilidad es el concepto de prioridad, el cual establece el orden de acceso de las
tareas que compiten por un mismo recurso. Muchos algoritmos de planificación asig-
nan una prioridad a cada activación de una tarea. El ejemplo más representativo
es el del algoritmo de planificación EDF (Liu y Layland, 1973). Otros simplemen-
te utilizan una prioridad predefinida, asignada de acuerdo a criterios como Rate
Monotonic (RM) (Liu y Layland, 1973), o Deadline Monotonic (DM) (Leung y
Whitehead, 1982).

El caso de la planificación multiprocesador, o en general en sistemas distribuidos,
es un problema mucho más complejo que el de la planificación en multiprocesadores.
En particular, muchos de los resultados disponibles para el caso monoprocesador no
son válidos para el caso multiprocesador. Básicamente hay dos técnicas para atacar
el problema multiprocesador (Oh y Son, 1995):

• planificación local, y

• planificación global

Empleando planificación local, una vez una tarea se asigna a un procesador, esta se
ejecuta única y exclusivamente en ese procesador. Por el contrario, en las estrategias
globales cualquier instancia de una tarea puede ejecutarse en un procesador diferente,
o incluso ser expulsada y movida a un procesador diferente, antes de su terminación.

El empleo de estrategias de planificación globales mejora la planificabilidad. Sin
embargo este tipo de estrategias tienen una serie de inconvenientes que se muestran
en el apartado 1.5.

1.2.4 Análisis de planificabilidad

Una vez definidos los recursos a administrar con su organización, las tareas con
sus restricciones temporales, y los algoritmos de planificación, el problema es como
comprobar si se cumplen las restricciones de tiempo real. Esto es lo que se conoce
como test de planificabilidad. Pero el análisis de la planificabilidad es más que
comprobar el cumplimiento de las restricciones temporales. Debe establecerse que
parámetros influyen sobre dicha planificabilidad, y en que magnitud, para aśı tomar
las medidas correctoras necesarias en el caso de que el sistema no sea planificable.

En la literatura se encuentran fundamentalmente las siguientes técnicas para el
test o análisis de planificabilidad:

• técnicas basadas en utilizaciones, (Liu y Layland, 1973; Lehoczky, 1990)

• técnicas basadas en el tiempo de respuesta, (K.W. Tindell y Wellings, 1994;
J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998; Lehoczky, 1999)

• el factor de carga o demanda del procesador, (Baruah y Rosier, 1990; I. Ripoll
y Mok, 1996; J. Lehoczky y Ding, 1989; Manabe y Aoyagi, 1998), y
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• simulación

Las técnicas basadas en utilizaciones obtienen el valor máximo de utilización
total del sistema que asegura el cumplimiento de las restricciones temporales. A este
máximo se le conoce como ĺımite de utilización. El valor del ĺımite de utilización se
obtiene considerando el caso peor. Este tipo de técnicas se emplearon en un principio
para estudiar la planificabilidad considerando únicamente el recurso procesador. No
obstante, pueden emplearse y de hecho se emplean en el caso de otros recursos como
puede ser una red de comunicaciones.

En el caso del recurso procesador, el factor de utilización de las tareas periódicas
se define como el cociente del tiempo de computación y el periodo de las mismas
(u = C/T ). Considerando como periodo el tiempo mı́nimo entre dos activacio-
nes consecutivas de una tarea esporádica, se define de forma análoga el factor de
utilización de las tareas esporádicas.

La utilización del sistema se obtiene como la suma de los factores de utilización
de las tareas. Intuitivamente es claro que todo sistema de utilización mayor que el
número de procesadores no es planificable, pues se pide al sistema mas tiempo de
computación que el que pueden proporcionar todos los procesadores juntos. Esta
es una de las propiedades interesantes de los análisis de planificabilidad basados en
utilizaciones. Se sabe de antemano lo cerca que se está de la situación ideal en la
cual la utilización total iguala al número de procesadores.

Otra de las ventajas de los análisis de planificabilidad basados en utilizaciones
es la simplicidad del test de planificabilidad. Basta con comparar la utilización del
sistema con el ĺımite de utilización para determinar si es planificable.

El ĺımite de utilización es una función anaĺıtica de parámetros del sistema. De
esta manera resulta sencillo el análisis de influencia de los diferentes parámetros
sobre la planificabilidad del sistema, al menos para el caso más desfavorable.

El mayor inconveniente de los análisis de planificabilidad basados en utilizaciones
proviene de que no son exactos. Incluso aunque la utilización del sistema estuviese
por encima del ĺımite de utilización, el sistema podŕıa ser planificable (J. Lehoczky
y Ding, 1989). Además, la obtención de los ĺımites de utilización suele ser relativa-
mente compleja, de ah́ı que sea factible su obtención sólo en los casos más simples.

Una de las técnicas de análisis de planificabilidad más importante es la basada
en los tiempos de respuesta. El objetivo de este tipo de técnicas es la obtención del
tiempo de respuesta máximo asociado a cada tarea, entendiendo como tal el máxi-
mo tiempo que transcurre desde una activación de la tarea hasta el procesamiento
completo de dicha activación. De esta forma, comparando el tiempo máximo de
respuesta con el plazo de la tarea se puede determinar si se cumple el plazo de la
misma.

Las técnicas de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta tienen en la
mayor parte de los casos un coste computacional razonable, son de amplia aplica-
bilidad y además proporcionan tests de planificabilidad exactos. Sin embargo, son
poco útiles para realizar un análisis de planificabilidad, entendiendo por análisis la
determinación de la influencia cuantitativa de diferentes parámetros del sistema so-
bre la planificabilidad. Este tipo de técnicas son como “máquinas” que reciben como
entrada un sistema, y determinan si el sistema es planificable o no.



12 Introducción

Por ejemplo, cuando los plazos de las tareas periódicas son pequeños con respecto
a los periodos, la planificabilidad empleando prioridades fijas o prioridades variables
(EDF) es similar. Este hecho se puede mostrar fácilmente observando la coincidencia
de los ĺımites de utilización en ambos casos, pero no es fácil hacerlo a partir de las
expresiones del tiempo de respuesta.

Las técnicas basadas en el factor de carga (load factor), también denominado de-
manda del procesador (processor demmand) se basan en comprobar que la demanda
total del recurso procesador por parte de las tareas en determinados intervalos de
tiempo no excede lo que el recurso puede dar de śı en dichos intervalos. Este tipo de
técnicas definen tests de planificabilidad exactos con un coste computacional en al-
gunos casos menor que el asociado a la obtención del tiempo de respuesta de tareas.
No obstante, lo mismo que sucede con las técnicas basadas en tiempo de respuesta
son de poca utilidad para realizar un análisis de planificabilidad en el sentido amplio
de la palabra.

Finalmente la última técnica es la de simulación. La idea es “ejecutar”un modelo
del sistema y a partir del resultado de la “ejecución” obtener toda la información
requerida, como puede ser la comprobación de las restricciones temporales. La gran
ventaja de esta técnica es que se puede aplicar prácticamente en cualquier situación.
No obstante, no es ninguna “panacea”.

Cuando se trabaja con sistemas de tiempo real cŕıticos se trata de comprobar
que el sistema cumple las restricciones de tiempo real, incluso en las condiciones
más desfavorables. El problema es que en ocasiones se desconoce cuales son esas
condiciones más desfavorables, por lo que no es posible simularlas. Además, en
aquellas ocasiones en que se conocen las condiciones más desfavorables, el coste
computacional asociado a la simulación es mayor que el asociado a otras técnicas
exactas, como puede ser la obtención de los tiempos de respuesta. Otro de los
grandes problemas de la simulación es ¿hasta donde hay que simular? Por ejemplo,
en el caso de tareas periódicas se tienen infinitas activaciones de las mismas, y
por supuesto no se puede simular hasta el infinito. En estos casos lo habitual es
obtener anaĺıticamente un intervalo de simulación cumpliendo que si el sistema es
planificable en dicho intervalo, entonces lo es en cualquier intervalo. En muchos
casos la obtención de este intervalo es muy compleja.

Las técnicas basadas en simulación juegan un papel destacado en el caso de
sistemas de tiempo real ubicados en entornos dinámicos, en los cuales no se conocen
a priori las tareas que van a llegar al sistema.

Un gran numero de trabajos sobre planificación en sistemas de tiempo real re-
curren a la simulación para obtener el comportamiento del sistema bajo estudio
frente bajo un entorno simulado que trata de parecerse a lo que puede aparecer en
la realidad.

Las técnicas de análisis de planificabilidad anteriores pueden extenderse al caso
multiprocesador con ciertos matices. Por ejemplo, las técnicas basadas en tiempo de
respuesta se han extendido a sistemas distribuidos (Tindell y Clark, 1994; Lehoczky,
1999), y se han empleado en el caso de planificación local (S. Sáez y Crespo, 1998;
S. Lauzac y Mossé, 1998). Sin embargo, pocos resultados se han encontrado basados
en utilizaciones.
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Recursos Arquitectura Tareas
Restricc.
temporales

Planificación Análisis

Procesador Multiproc.

Periódicas
Aperiódicas
Esporádicas
Rec. compart.
Camb. modo
Jitter

D ≤ T
RM, EDF,
planif. local

Utilizaciones

Tabla 1.1: Opciones del problema de planificación consideradas en la tesis.

Como resumen de las técnicas de análisis de planificabilidad conviene resaltar
que no hay ninguna técnica perfecta, dependiendo del problema particular unas
pueden ser mejores que otras. En realidad, las técnicas anteriores se complementan,
aportando cada una sus propias virtudes.

1.3 Problemas de planificación en el contexto de

la tesis

Si bien el problema de planificación de sistemas de tiempo real presentado en el
apartado 1.2 proporciona una visión general, resulta conveniente ir enfocando hacia
el problema de planificación tratado en la tesis.

La tabla 1.1 especifica las diferentes opciones del problema de planificación tra-
tado en la tesis. A parte de las opciones del problema de planificación mostradas
en la tabla 1.1, es interesante mostrar otras opciones del problema de planificación
relevantes en el contexto de la tesis. El conjunto de las opciones tratadas en la tesis
y las opciones adicionales se representan en la figura 1.2.

Entre las opciones adicionales se encuentra la arquitectura monoprocesador. Su
inclusión viene justificada por el hecho de que los resultados multiprocesador pro-
porcionados por la tesis se basan en resultados monoprocesador análogos.

La otra opción adicional es el análisis de planificabilidad basado en tiempos de
respuesta. En el apartado anterior se indicaron algunas de las deficiencias de los
análisis de planificabilidad basados en tiempos de respuesta, y como los análisis de
planificabilidad basados en utilizaciones paliaban estas deficiencias. Por lo tanto, re-
sulta interesante describir con mayor detalle las técnicas de planificabilidad basadas
en utilizaciones.

La planificación global y la local son las dos alternativas fundamentales en la
planificación de multiprocesadores, de ah́ı que sea interesante su comparación. Esto
justifica su consideración.

A continuación en los apartados 1.4 y 1.5 se exponen los resultados más rele-
vantes encontrados en la literatura para las opciones de planificación mostradas en
la figura 1.2. Por conveniencia los resultados se han estructurado en resultados
monoprocesador, proporcionados en el apartado 1.4, y resultados multiprocesador,
proporcionados en el apartado 1.5.
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PLANIFICACIÓN

DE SISTEMAS

DE TIEMPO REAL

R E C U R S O S

- Procesadores

A R Q U I T E C T U R A

- Monoprocesador
-  Mul t iprocesador de
  memor ia compart ida
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T A R E A S

- Periódicas
- Aper iódicas
-  Esporádicas
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TIEMPO REAL
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- D < T
- D > T

- Crít icas
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A L G O R I T M O  D E
PLANIF ICACIÓN

- Estát ico en l ínea

- Con expuls ión
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- Planif icación global
- Planif icación local
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- Uti l izaciones

  

Figura 1.2: Problemas de planificación en el contexto de la tesis.
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1.4 Planificación en sistemas monoprocesador

La planificación monoprocesador consiste en la administración de un único procesa-
dor para dar servicio a las tareas del sistema. El procesador representa el recurso a
administrar, mientras que las tareas son las consumidoras del recurso.

La teoŕıa de tiempo real monoprocesador se centra fundamentalmente en dos
tipos de planificación:

• planificación basada en prioridades fijas, y

• planificación basada en prioridades variables.

En la planificación basada en prioridades fijas a cada tarea se le asigna una prioridad
con la cual se ejecuta durante toda su existencia. Todas las activaciones2 de la tarea
se ejecutan con esa prioridad. Por el contrario, la planificación basada en prioridades
variables asigna prioridades variables a las tareas, de tal forma que cada activación
de una misma tarea puede recibir una prioridad diferente (Liu y Layland, 1973).

Para entender como influyen las prioridades en la planificación, debe tenerse
en cuenta que en todo instante el procesador se concede a la activación de mayor
prioridad. Si otra activación de menor prioridad estaba ejecutándose en ese instante
es expulsada del procesador para pasar a ejecutar la de mayor prioridad. Una vez se
ha completado la activación de mayor prioridad esta desaparece del sistema y pasa a
ejecutarse la nueva activación de mayor prioridad. Si no hubiese ninguna activación
pendiente de completarse, entonces el procesador permanece inactivo.

La planificación empleando prioridades fijas presenta la ventaja de una mayor
simplicidad de implementación con respecto a la planificación empleando prioridades
variables. Su mayor inconveniente proviene precisamente de su simplicidad, pues
reduce muchos de los grados de libertad de la planificación. Debe tenerse en cuenta
que empleando prioridades fijas hay tantos grados de libertad como prioridades a
fijar, esto es, tantos como tareas. Por otro lado, en el caso de prioridades variables
los grados de libertad son tantos como activaciones, y debe tenerse en cuenta que
cada tarea está formada en general por un número infinito de activaciones.

Considérese un conjunto de m tareas periódicas Γ = {τ1, . . . , τm}, de periodos
{T1, . . . , Tm}, tiempos de computación {C1, . . . , Cm}, y plazos {D1, . . . , Dm}.

Liu y Layland (1973) demostraron que si las tareas periódicas son independientes
y tienen plazos iguales a los periodos la asignación de prioridades fijas denominada
Rate-Monotonic (RM) es óptima. Es decir, si el conjunto de tareas no es planificable
asignándole las prioridades RM, tampoco lo es asignándole cualquiera de las otras
(m! − 1) asignaciones de prioridades posibles. La asignación de prioridades RM
consiste en ordenar las tareas en sentido de periodos no decrecientes, y asignar
las prioridades en sentido estrictamente decreciente. Esta asignación óptima de
prioridades fue posteriormente generalizada por Leung y Whitehead (1982) para el

2Las tareas siguen habitualmente un patrón de ejecución mediante el cual se despiertan al recibir
un evento y se duermen al finalizar su procesamiento, esperando por un nuevo evento. Cada vez
que una tarea recibe un evento se genera lo que se conoce como instancia, trabajo o activación de
la tarea. En el caso de las tareas periódicas el evento es la expiración de un temporizador.
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caso de plazos menores o iguales que los periodos. En este caso la asignación se
denomina Deadline Monotonic (DM). La asignación de prioridades DM consiste en
ordenar las tareas en sentido de plazos no decrecientes, y asignar las prioridades
en sentido estrictamente decreciente. Se puede comprobar fácilmente que para el
caso de plazos iguales a periodos la asignación de prioridades DM coincide con la
asignación RM. La planificación basada en prioridades fijas asignadas de acuerdo con
el criterio RM o DM se la conoce como planificación RM o DM respectivamente.

Liu y Layland (1973) demostraron que si las tareas periódicas son independientes
y tienen plazos iguales a los periodos la asignación de prioridades variables Earliest
Deadline First (EDF) es óptima. Más aún, Dertouzos (1974) probó que la planifi-
cación EDF (planificación basada en las prioridades variables asignadas de acuerdo
con el criterio EDF) es óptima para cualquier conjunto de tareas, sean periódicas o
no. Esto es, si no es posible cumplir los plazos del conjunto de tareas empleando
planificación EDF, no existe ningún algoritmo de planificación capaz de hacer que
se cumplan. La asignación de prioridades EDF consiste en asignar en todo instante
la mayor prioridad a la activación de plazo absoluto menor, es decir, a la que tiene
más cerca su plazo en el instante dado.

A continuación, en los apartados 1.4.1 y 1.4.2 se muestran una serie de resulta-
dos relacionados con la planificabilidad de conjuntos de tareas periódicas como los
descritos, empleando prioridades fijas RM o prioridades variables EDF en monopro-
cesadores. Estos resultados se centran en los análisis de planificabilidad basados en
utilizaciones y basados en tiempos de respuesta.

1.4.1 Planificación RM

En este apartado se trata el análisis de planificabilidad en monoprocesadores em-
pleando técnicas basadas en utilizaciones y tiempos de respuesta, cuando se emplea
planificación RM.

Ambas técnicas suponen que las tareas son periódicas e independientes. Las
tareas esporádicas pueden analizarse como tareas periódicas cuando se considera el
caso peor. Las tareas aperiódicas suelen planificarse empleando servidores perió-
dicos, como son el Sporadic Server (SS) (B. Sprunt y Lehoczky, 1989), o el Total
Bandwidth Server (TBS) (Spuri y Buttazzo, 1996).

Técnicas de análisis de planificabilidad basadas en utilizaciones

Quizá el resultado más conocido basado en utilizaciones para planificación en mono-
procesadores es el obtenido por Liu y Layland (1973). Establecieron que cualquier
conjunto de m tareas de utilización total menor o igual que m(21/m−1) es planificable
en un monoprocesador empleando planificación RM. La condición de planificabili-
dad derivada de este ĺımite es sólo suficiente pues existen conjuntos de tareas de
utilización mayor que el ĺımite que son planificables. Por ejemplo, el conjunto for-
mado por dos tareas de tiempos de computación {C1 = 10, C2 = 20} y periodos
iguales a los plazos de valor {T1 = 22, T2 = 44} es planificable, a pesar de que su
utilización total de valor 0′91 sea superior al ĺımite, de valor 2(21/2− 1) = 0′83. Una
caracteŕıstica muy interesante de este ĺımite de utilización es que es ajustado, es
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decir, no es posible encontrar un ĺımite de utilización mayor. Cuando el número de
tareas tiende a infinito este ĺımite tiende al valor ln 2.

Con la intención de eliminar alguna de las restricciones del conjunto de tareas,
Lehoczky (1990) generalizó los plazos de las tareas, permitiendo plazos de valor
Di = ∆Ti. Para ∆ < 1 se tienen plazos menores que los periodos, mientras que
para ∆ = 1 se tienen plazos iguales a los periodos. La expresión del ĺımite de
utilización obtenida para un número de tareas arbitrario es demasiado complejo
para ser generalizado al caso multiprocesador. Además la aplicabilidad de estos
ĺımites de utilización es muy reducida. Por ello, sólo se considera el caso simple de
tener un número de tareas infinito, el cual se corresponde con el número de tareas
más desfavorable. El ĺımite de utilización viene dado por la ecuación (1.1).

{

∆ si 0 < ∆ ≤ 1/2

ln(2∆) + 1−∆ si 1/2 ≤ ∆ ≤ 1
(1.1)

Otra generalización del ĺımite de Liu y Layland incluye la posibilidad de acceso a
recursos compartidos. Esta generalización relaja la restricción de que las tareas sean
independientes. El acceso a recursos compartidos como puede ser por ejemplo un
área de memoria protegida por semáforos, puede provocar que una activación de alta
prioridad se encuentre bloqueada mientras una activación de baja prioridad accede al
recurso compartido. Esto contradice la hipótesis de que en todo momento se ejecuta
la activación de mayor prioridad. Para evitar tiempos de bloqueo excesivos de las
tareas de alta prioridad y otros serios inconvenientes se suelen emplear protocolos
que controlan el acceso a recursos compartidos (Buttazzo, 1997).

Dos algoritmos muy representativos son el PCP (L. Sha y Lehoczky, 1990) y el
SRP (Baker, 1991). El protocolo PCP se emplea con planificadores basados en prio-
ridades fijas, mientras que el SRP se puede emplear tanto con planificadores basados
en prioridades fijas como variables. Con relación al análisis de planificabilidad de la
tesis, el efecto de estos algoritmos es un tiempo de bloqueo máximo, denotado por
B, para cada una de las tareas del sistema.

El ĺımite de utilización para planificación RM en un monoprocesador, conside-
rando acceso a recursos compartidos controlado por el protocolo PCP o SRP, pasa
a ser (L. Sha y Lehoczky, 1990)

m(21/m − 1)−max1≤i≤m(Bi/Ti) (1.2)

Técnicas de análisis de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta

La obtención de los tiempos de respuesta es una de las técnicas más potentes para
la determinación de la planificabilidad de sistemas de tiempo real.

En el caso más sencillo, en el cual se tienen tareas periódicas independientes, el
máximo tiempo de respuesta de una tarea τi, se obtiene como el mı́nimo valor tri

que cumple la ecuación recurrente (N. Audsley y Burns, 1991)

tri = Ci +

i−1
∑

k=1

dtri/Tke
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En dicha ecuación se supone que el ı́ndice de las tareas es inversamente proporcional
a su prioridad. Simplemente comparando el valor de tri con su plazo, Di, se puede
saber si la tarea τi es planificable o no.

La ecuación se basa en una premisa de que el peor tiempo de respuesta se produce
cuando todas las tareas se activan simultáneamente, lo cual es cierto únicamente
cuando los plazos de las tareas son menores o iguales que los periodos y las tareas
son planificables. Por lo tanto, la ecuación recurrente anterior es aplicable también
al caso de asignación de tareas DM. En general, la fase de las tareas no se suele fijar,
por lo que podŕıa suceder que no se alcanzase ese instante de activación simultanea.
Sin embargo, se suele considerar el caso peor, en el cual todas las tareas se activan
simultáneamente. Además, la consideración de las fases de las tareas proporciona
poca mejora en la planificabilidad (J.M. López y Garćıa, 2000a).

La ecuación recurrente anterior se puede extender para tener en cuenta los efectos
del jitter, o el acceso a recursos compartidos protegidos. Sin embargo, siempre que se
tiene en cuenta el acceso a recursos compartidos el tiempo de respuesta obtenido es
pesimista. La nueva ecuación recurrente pasa a ser (K.W. Tindell y Wellings, 1994)

tri = Ci + Bi +
i−1
∑

k=1

d(tri + Jk)/Tke

donde Bi es el máximo tiempo de bloqueo que puede experimentar la tarea τi, y
donde Jk es el jitter de la tarea τk .

Esta ecuación recurrente se puede generalizar para permitir plazos mayores que
los periodos, y otro tipo de extensiones que no son de relevancia para la tesis.

Cuando se consideran cambios de modo, el conjunto de tareas puede evolucionar
dinámicamente pasando de un modo a otro. Todos los modos posibles se conocen
a priori, aśı como las tareas asociadas a los mismos, lo cual permite un análisis
de planificabilidad a priori. El análisis de los cambios de modo suele realizarse a
través del cálculo de los tiempos de respuesta. La ecuación recurrente del tiempo
de respuesta se complica enormemente. Para más información se puede consultar la
referencia Pedro y Burns (1998).

1.4.2 Planificación EDF

En este apartado se trata el análisis de planificabilidad en monoprocesadores em-
pleando técnicas basadas en utilizaciones y tiempos de respuesta, cuando se emplea
planificación EDF.

Técnicas de análisis de planificabilidad basadas en utilizaciones

Liu y Layland (1973) también propusieron un ĺımite de utilización para la planifica-
ción EDF, a la cual denominaron Deadline Driven Scheduling.

Cualquier conjunto de tareas periódicas independientes de plazos iguales a los
periodos es planificable empleando el algoritmo EDF si y sólo si la utilización total
del conjunto es menor o igual que uno. Por lo tanto, el ĺımite de utilización en
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este caso es uno. Además este ĺımite de utilización proporciona una condición de
planificabilidad exacta.

Para relajar la restricción de que los plazos sean iguales a los periodos se pueden
definir estos como Di = ∆Ti, de igual forma que en el caso de planificación RM.

Una condición suficiente de planificabilidad bajo EDF de conjuntos de tareas
periódicas de plazos menores o iguales que los periodos establece que el conjunto de
tareas es planificable si se cumple (J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998)

m
∑

i=1

Ci

min{Di, Ti}
≤ 1 (1.3)

Teniendo en cuenta que Di = ∆Ti se deduce

m
∑

i=1

ui ≤ ∆ (1.4)

Se puede encontrar un conjunto de tareas periódicas de plazos Di = ∆Ti y utilización
total (∆+ε), con ε → 0, el cual no es planificable por EDF. Por ejemplo un conjunto
n de tareas idénticas de utilización total (∆ + ε) no es planificable con EDF. Por lo
tanto la condición suficiente de planificabilidad proporcionada por la ecuación (1.4)
es ajustada.

Para relajar la hipótesis de tareas independientes se permite el acceso a recursos
compartidos empleando el protocolo SRP. De esta forma el ĺımite de utilización pasa
a ser (Baker, 1991)

1−max1≤i≤m(Bi/Ti) (1.5)

En el caso de que los plazos de las tareas sean menores o iguales que los periodos
de las mismas, existe un ĺımite que sin ser un ĺımite de utilización se puede emplear
de manera análoga. Este ĺımite se deduce directamente de la ecuación 1.3, teniendo
en cuenta que para el caso de plazos menores o iguales que los periodos min{Di, Ti} =
Di para toda i = 1, . . . , m. La condición de planificación asociada viene dada por la
siguiente ecuación

m
∑

i=1

Ci

Di
≤ 1

Técnicas de análisis de planificabilidad basadas en tiempos de respuesta

Desafortunadamente, el cálculo anaĺıtico de los tiempos de respuesta para el caso de
planificación EDF no es tan simple como en el caso de planificación con prioridades
fijas.

La obtención de los tiempos de respuesta es costosa, lo que elimina precisamente
una de las virtudes de las técnicas basadas en tiempos de respuesta para el caso de
planificación empleando prioridades fijas. En este sentido, es en general preferible
el empleo de tests de planificabilidad basados en la demanda del procesador, como
el descrito por I. Ripoll y Mok (1996).

Para más información sobre la obtención de los tiempos de respuesta para el caso
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de planificación EDF puede consultarse el caṕıtulo 3 de J.A. Stankovic y Buttazzo
(1998).

1.5 Planificación en sistemas multiprocesador

En este apartado se describen resultados de análisis de planificabilidad multiproce-
sador relevantes en el contexto de la tesis, mostrando sus deficiencias.

En el caso de planificación multiprocesador el problema se complica de forma
extraordinaria. Ahora en lugar de decidir que tarea se ejecuta en el procesador en
cada instante, debe decidirse que tareas se ejecutan en cada uno de los n procesadores
del multiprocesador en cada instante.

Básicamente hay dos estrategias en el tratamiento de este problema: estrategias
locales, también denominadas estrategias de particionado, y estrategias globales (Oh
y Son, 1995).

En las estrategias locales, una vez una tarea se asigna a un procesador, esta se
ejecuta única y exclusivamente en ese procesador. Por el contrario, en las estrategias
globales cualquier instancia de una tarea puede ejecutarse en un procesador diferente,
o incluso ser expulsada y movida a un procesador diferente, antes de su terminación.

Se sabe que el algoritmo de planificación EDF es óptimo en sistemas monopro-
cesador (Dertouzos, 1974). Desafortunadamente la planificación EDF global no es
óptima en el caso de un multiprocesador (Dall y Liu, 1978; Dertouzos y Mok, 1989).
La razón reside en la imposibilidad de ejecutar estrictamente de forma simultánea
una tarea en dos o más procesadores. Además, en el caso más desfavorable el ren-
dimiento que se puede extraer del multiprocesador empleando planificación EDF
global es el mismo que el de un monoprocesador (Dall y Liu, 1978), lo cual muestra
la incapacidad de este planteamiento.

Otra estrategia de planificación habitual en el caso monoprocesador es el empleo
de prioridades fijas. Sin embargo, la planificación global multiprocesador empleando
prioridades fijas presenta serios inconvenientes. En primer lugar, la asignación óp-
tima de prioridades a tareas es un problema NP-hard en el sentido estricto (Leung
y Whitehead, 1982). Por lo tanto no es posible encontrar un algoritmo general que
realice la asignación óptima, ni siquiera en tiempo pseudopolinomial. En segundo
lugar, empleando la asignación de prioridades RM, la cual es óptima en monoproce-
sadores, el rendimiento puede llegar a ser tan bajo como el de un monoprocesador
(Dall y Liu, 1978).

Por lo tanto queda patente que la planificación multiprocesador empleando es-
trategias globales debe seguir diferentes caminos que los seguidos en el caso mono-
procesador. Desde la perspectiva de la planificación global los resultados conocidos
para el caso monoprocesador son de poca utilidad sino inservibles.

En la literatura se pueden encontrar diferentes propuestas relacionadas con pla-
nificadores multiprocesador globales (Dertouzos y Mok, 1989; Han y Lin, 1989;
F. Wang y Stankovich, 1992). Sin embargo, esta no es la dirección que se va a
seguir en la tesis, debido a las desventajas que presentan las estrategias globales en
comparación con las estrategias locales, algunas de las cuales se muestran a conti-
nuación.
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• La sobrecarga debida a los planificadores globales es mayor que la debida a
los planificadores locales. En primer lugar el proceso de toma de decisiones
es mucho más complejo. En segundo lugar los flujos de información entre
diferentes procesadores es elevado. Esta comunicación requiere por ejemplo el
acceso a memoria compartida o la comunicación a través de canales hardware.

• La predecibilidad asociada a los planificadores globales es mucho menor que
la asociada a planificadores locales, pues los elementos del sistema están más
interrelacionados y los algoritmos de planificación son habitualmente más com-
plejos.

• No se pueden aplicar los resultados conocidos para el caso monoprocesador.

La única ventaja que proporcionan las estrategias globales frente a las locales pro-
viene de su generalidad. De hecho, las estrategias locales son un caso particular de
estrategias globales, en las cuales todas las activaciones de una misma tarea se ejecu-
tan en el mismo procesador. Por lo tanto, las estrategias globales permiten planificar
los mismos conjuntos de tareas planificables con estrategias locales e incluso otros.
No obstante el precio a pagar es muy alto. Además, cuando se planifican conjuntos
de tareas periódicas independientes como las consideradas en la tesis, existen estra-
tegias locales que proporcionan resultados cercanos a los obtenidos con estrategias
globales.

La tesis sigue la estrategia de planificación local. Todo algoritmo de planificación
multiprocesador local queda totalmente definido por dos elementos:

• El algoritmo de planificación monoprocesador. Normalmente se supone que
todos los procesadores del multiprocesador ejecutan el mismo algoritmo de
planificación monoprocesador. No obstante, en general podŕıa ser diferente.

• El algoritmo de asignación de tareas a procesadores.

En cuanto al algoritmo de planificación monoprocesador se consideran los dos
tipos de planificadores habituales en la teoŕıa de planificación multiprocesador:

• Planificación basada en prioridades fijas. Este tipo de planificación requiere la
asignación previa de prioridades a tareas.

• Planificación Earliest Deadline First (EDF).

Una vez se haya elegido el algoritmo de planificación monoprocesador el único
grado de libertad del sistema es el algoritmo de asignación de tareas a procesadores.

En la literatura el estudio de la planificabilidad de sistemas de tiempo real mul-
tiprocesador empleando estrategias locales se ha centrado fundamentalmente en la
comparación de distintas estrategias de asignación de tareas a procesadores. Esto
es lógico, pues una vez elegido el algoritmo de planificación monoprocesador, bien
sea empleando prioridades fijas o EDF, el único grado de libertad del sistema es el
algoritmo de asignación. Para realizar esta comparación los trabajos anteriores han
seguido las ĺıneas de simulación y teórica.
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La ĺınea de simulación consiste en la generación aleatoria de conjuntos de tareas
bajo ciertas restricciones. A continuación se obtiene el número medio de procesa-
dores necesarios para planificar de forma factible los conjuntos de tareas de una
utilización dada, o bien la utilización total media de los conjuntos de tareas que
utilizan totalmente un número de procesadores dado3. Siguiendo la ĺınea de simula-
ción, la comparación de distintas estrategias de asignación de tareas a procesadores
es directa. No obstante, los resultados de simulación deben tomarse con cierta cau-
tela. La razón es clara, los conjuntos de tareas generados no tienen por que ser
representativos de los que aparecen en la práctica. Por ejemplo, es muy habitual
generar los periodos de las tareas siguiendo una distribución uniforme, cuando en la
práctica los periodos están agrupados alrededor de determinados valores, y cuando
además tienen cierta tendencia a ser unos múltiplos de otros.

Los trabajos encontrados en la literatura en la ĺınea de simulación obvian pará-
metros de gran influencia en la planificabilidad de los conjuntos de tareas, como es
el caso de la desviación t́ıpica de la distribución empleada en la generación de los
conjuntos de tareas. Este tipo de deficiencias son paliadas en la tesis mediante un
meticuloso proceso de simulación.

En cuanto a la ĺınea teórica, ésta se centra casi exclusivamente en la obtención de
la métrica (NAA/NOPT ) , para parejas algoritmo de planificación monoprocesador-
algoritmo de asignación (Dall y Liu, 1978; Garey y Johnson, 1979a; Davari y Dhall,
1986b; Davari y Dhall, 1986a; Oh y Son, 1995; A. Burchard y Son, 1995). La
métrica anterior indica el cociente entre el número de procesadores necesario para
planificar un conjunto de tareas empleando el algoritmo de asignación AA, y el nú-
mero de procesadores requerido por el algoritmo de asignación óptimo. La tabla 1.2
muestra el valor de esta métrica para diferentes parejas algoritmo de planificación
monoprocesador-algoritmo de asignación, incluyendo la referencia del trabajo que la
obtuvo.

Oh y Son (1995), y A. Burchard y Son (1995) consideran asimismo el caso de
tareas con factores de utilización pequeños. En este caso se obtienen sustanciales
mejoras de la métrica (NAA/NOPT ).

Muchos de los algoritmos de asignación que aparecen en la tabla se describen en
el apartado 2.1.1.

La métrica (NAA/Nopt) es útil para comparar diferentes algoritmos de asignación
de tareas, pero no para estudiar la planificabilidad del sistema o para su dimensiona-
do. Por dimensionado se entiende la obtención del número de procesadores necesario
para planificar un conjunto de tareas dado. Hay varias razones para ello.

En primer lugar, la métrica se obtiene habitualmente para conjuntos de tareas
que requieren un número de procesadores que tiende a infinito.

En segundo lugar, la obtención de NOPT requiere un tiempo de procesamiento
exponencial tal como se indica en el apartado 2.1.1.

En tercer lugar, incluso si el valor de NOPT fuese conocido el número mı́nimo
de procesadores necesarios deducidos de las métricas para planificar un conjunto
de tareas dado puede ser excesivo. Por ejemplo, considérese la planificación local

3El incremento del tiempo de computación de cualquiera de las tareas de un conjunto que utiliza
totalmente el multiprocesador hace que el conjunto no quepa en este.
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Planificación
multiprocesador

(NAA/NOPT ) Referencia

EDF-FF 1.7 Garey y Johnson (1979a)
EDF-BF 1.7 Garey y Johnson (1979a)
RM-NF 2.67 Dall y Liu (1978)
RM-FF 2.33 Oh y Son (1995)
RM-BF 2.33 Oh y Son (1995)
RM-NFM 2.34 Davari y Dhall (1986a)
RM-FFD 2.0 Davari y Dhall (1986b)
RRM-FF 2.0 Oh y Son (1995)
RRM-BF 2.0 Oh y Son (1995)
RM-GT 1.75 A. Burchard y Son (1995)

Tabla 1.2: Valores de la métrica (NAA/NOPT ) cuando Nopt → ∞, para diferen-
tes parejas algoritmo de planificación monoprocesador-algoritmo de asignación de
tareas.

EDF de un conjunto de 10n tareas de factores de utilización (0.5 + ε). En este
caso, empleando el algoritmo óptimo de asignación de tareas a procesadores se ob-
tiene NOPT = 10n procesadores, pues ningún procesador puede albergar dos o más
tareas de factor de utilización (0.5 + ε). Empleando el algoritmo de planificación
EDF y el algoritmo de asignación de tareas FF se obtiene a partir de la tabla 1.2
el valor (NFF/NOPT ) = 1.7. Es decir, se necesitaŕıan al menos 17n procesadores
para garantizar la planificabilidad del conjunto de tareas empleando planificación
monoprocesador EDF y el algoritmo de asignación de tareas FF. En realidad, 10
procesadores son suficientes para planificar el conjunto de tareas empleando plani-
ficación monoprocesador EDF y el algoritmo de asignación de tareas FF, lo cual
muestra el pesimismo de la métrica (NFF /NOPT ). Este pesimismo también se puede
mostrar en términos de utilización.

La utilización total del conjunto de tareas anterior es 5n cuando ε → 0. Em-
pleando (17n − 1) procesadores, la planificabilidad del conjunto de tareas no está
asegurada, y por lo tanto el ĺımite de utilización deducido de la métrica (NFF /NOPT )
para (17n− 1) procesadores es menor que 5n, mucho más bajo que el ĺımite de uti-
lización ajustado 0.5(17n− 1 + 1) que se presenta en la tesis.

La razón del pesimismo de métricas como la anterior reside en la cercańıa o inclu-
so coincidencia del caso peor (es decir, del conjunto de tareas más dif́ıcil de asignar)
empleando el algoritmo de asignación considerado en la métrica, y el algoritmo de
asignación de tareas óptimo.

Todo esto justifica la búsqueda de ĺımites de utilización ajustados para las pa-
rejas algoritmo de planificación monoprocesador-algoritmo de asignación de tareas.
Estos ĺımites de utilización servirán además para realizar un dimensionado menos
pesimista del sistema.

Desde el punto de vista teórico, la tesis obtiene fundamentalmente los ĺımites
de utilización ajustados asociados a diferentes combinaciones de algoritmo de pla-
nificación monoprocesador y algoritmo de asignación de tareas a procesadores. Es-
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tos ĺımites de utilización conjuntamente con los resultados de simulación permiten
comparar desde diversos puntos de vista los diferentes algoritmos de planificación
multiprocesador empleando estrategias locales.

Cabe reseñar el ĺımite de utilización obtenido por Oh y Baker (1998), en la ĺınea
de los ĺımites de utilización obtenidos en la tesis. Estos autores demostraron que el
ĺımite de utilización para planificación RM y asignación FF, denotado por URM−FF

wc ,
se encuentra dentro del rango:

n(21/2 − 1) < URM−FF
wc (n) ≤ (n + 1)/(1 + 21/(n+1)) (1.6)

De este resultado se pueden extraer dos consecuencias. La primera es el ĺımite de
utilización n(21/2 − 1) para planificación RM y asignación de tareas FF. Este ĺımite
de utilización no es ajustado, como se puede comprobar comparándolo con el ĺımite
de utilización ajustado proporcionado en la tesis.

El ĺımite de utilización proporcionado por Oh y Baker (1998), aparte de no ser
ajustado tiene otra carencia. No tiene en cuenta el tamaño de las tareas. Este pará-
metro influye drásticamente en la planificabilidad del sistema, tal como se demuestra
en la tesis.

En el caso de planificación local, es posible realizar análisis de planificabilidad
basados en tiempo de respuesta, de manera análoga a como se hace en el caso
monoprocesador. Durante la asignación de tareas a procesadores, para determinar
si una tarea cabe en un procesador se emplea la condición de planificabilidad exacta
monoprocesador basada en tiempos de respuesta (S. Sáez y Crespo, 1998; S. Lauzac
y Mossé, 1998). Obviamente, esta forma de proceder mejora la planificabilidad
en el caso de planificación RM o DM con respecto al empleo de condiciones de
planificabilidad monoprocesador basadas en utilizaciones. No obstante, aparecen
las mismas carencias que en el caso monoprocesador. Carencias que suple el empleo
de condiciones de planificación multiprocesador basadas en utilizaciones.

En resumen, hay un vaćıo importante en el análisis de planificabilidad de sis-
temas de tiempo real implementados sobre multiprocesadores. El objetivo de la
tesis es llenar parte de este vaćıo, obteniendo los ĺımites de utilización multiproce-
sador para diferentes combinaciones de algoritmos de planificación monoprocesador
y algoritmos de asignación de tareas.



Caṕıtulo 2

Definición del problema

El problema de planificabilidad de sistemas de tiempo real es un problema de deci-
sión (Garey y Johnson, 1979b), en el cual debe responderse“SI”o“NO”a la pregunta:
¿el sistema de tiempo real es planificable?, o lo que es lo mismo, ¿el sistema cumple
las restricciones de tiempo real?

Habitualmente los estudios de planificabilidad no se conforman con responder
a la pregunta anterior, sino que comparan asimismo la planificabilidad asociada a
diferentes alternativas, o la influencia de determinados parámetros. Todo problema
de decisión se puede dividir en dos partes:

• Un conjunto de instancias del problema.

• Una pregunta a la cual debe responderse con “SI” o “NO”.

En el apartado 2.1 se definen las instancias posibles del problema, o más exacta-
mente, cuales son las instancias que se pretende resolver. La pregunta del problema
es la indicada anteriormente: ¿el sistema de tiempo real es planificable?

En el apartado 2.2 se replantea el problema de planificabilidad. Las instancias del
problema son las mismas, pero la pregunta original del problema de planificabilidad
se plantea ahora en términos de utilización.

2.1 Definición de las instancias del problema

La definición de todas las instancias a resolver del problema se estructura de acuerdo
con los siguientes elementos:

• Definición del conjunto de procesadores.

• Definición de la carga computacional asociada al conjunto de tareas.

• Definición del algoritmo de planificación.

• Definición de las restricciones de tiempo real del conjunto de tareas.

El conjunto de procesadores representa el recurso a administrar o planificar. Des-
de un punto de vista cliente/servidor los procesadores pueden verse como servidores
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de tiempo de computación, mientras que las tareas como clientes de tiempo de com-
putación. El tiempo de computación de una determinada tarea en un determinado
procesador indica el tiempo que necesita una activación de la tarea para completarse
en dicho procesador. El caso más complejo aparece cuando todos los procesadores
son diferentes, pues en este caso el tiempo de computación de cada tarea viene es-
pecificado por tantos valores como procesadores hay en el sistema. En el caso más
simple los procesadores son idénticos, por lo que el tiempo de computación de cada
tarea viene definido por un único valor.

La carga computacional asociada al conjunto de tareas especifica las peticiones de
computación realizadas por las tareas a lo largo del tiempo. Por ejemplo, una tarea
puede solicitar 15 unidades de tiempo de computación únicamente en el instante
t = 10, mientras que otra puede solicitar 5 unidades de tiempo de computación
cada 10 unidades de tiempo a partir del instante t = 2. En este último caso se
dice que la tarea es periódica de periodo 10, tiempo de computación 5, y fase 2.
Cada 10 unidades de tiempo se dice además que se produce una activación de la
tarea. Los instantes t = 2, t = 12, t = 22, etc, son los instantes de activación de
dicha tarea. Sin embargo en la práctica, el tiempo de computación de cada una
de las activaciones de una tarea periódica real es diferente. Asimismo, el tiempo
que transcurre entre dos activaciones consecutivas de una tarea periódica real en la
práctica no es exactamente el periodo, pues puede aparecer una pequeña desviación
denominada jitter de activación. No obstante, a pesar de estas aperiodicidades las
tareas periódicas reales se suelen asimilar a tareas periódicas ideales de tiempos de
computación y periodos fijos. Además, se suelen considerar fases nulas, todo ello
con la intención de simplificar el análisis. Un parámetro de la tarea periódica ideal
que proporciona una idea acerca de la carga computacional asociada a la misma es
su factor de utilización. Este factor de utilización se obtiene dividiendo el tiempo de
computación de la tarea por su periodo. De forma análoga, la suma de los factores de
utilización de un conjunto de tareas periódicas ideales proporciona una idea acerca
de la carga computacional asociada a dicho conjunto. Esta suma de utilizaciones
recibe el nombre de utilización total del conjunto de tareas.

El algoritmo de planificación arbitra el acceso de las tareas al procesador. En
todo momento sólo aquellas tareas que estén listas compiten por el procesador. Esto
es, si en un determinado instante todas las activaciones de una determinada tarea
han sido completamente procesadas, entonces esa tarea no compite por ninguno
de los procesadores. El algoritmo de planificación es una función que asigna en
todo momento una tarea diferente a cada uno de los procesadores que constituyen
el multiprocesador. Si hay menos tareas listas que procesadores, entonces alguno
de los procesadores permanece inactivo. Un ejemplo de algoritmo de planificación
multiprocesador es el Global Rate-Monotonic (GRM), el cual asigna los procesadores
a tareas basándose en prioridades fijas de acuerdo con el criterio RM (Dall y Liu,
1978).

Las tareas tienen unas restricciones de tiempo real, las cuales se expresan ha-
bitualmente en función de los instantes de terminación de sus activaciones. Por
ejemplo, una restricción de tiempo real es que cada activación de una cierta tarea
termine a lo sumo tres unidades de tiempo después de su instante de activación. En
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este caso se dice que la tarea tiene un plazo de tres unidades de tiempo. Los plazos
de las tareas periódicas ideales son idénticos para cada una de sus activaciones. Si
todas las activaciones de todas las tareas del conjunto cumplen sus restricciones de
tiempo real se dice que el conjunto de tareas es planificable. En caso contrario se
dice que el conjunto de tareas no es planificable.

A partir de las descripciones anteriores se definen formalmente las instancias a
resolver del problema.

• Conjunto de procesadores.
Se tiene un conjunto de n procesadores idénticos e independientes. El hecho
de que sean independientes indica que la ejecución en uno de ellos no depende
de la ejecución en cualquier otro.

• Carga computacional asociada al conjunto de tareas.
Se tiene un conjunto de m tareas periódicas independientes Γ = {τ1, . . . , τm},
de periodos {T1, . . . , Tm}, tiempos de computación {C1, . . . , Cm}, y factores
de utilización {u1 = C1/T1, . . . , um = Cm/Tm}.
Los factores de utilización de las tareas verifican 0 < ui ≤ α ≤ 1 para i =
1, . . . , m. El parámetro α es el máximo factor de utilización alcanzable. Esto
significa que no tiene por que haber una tarea cuyo factor de utilización tome
el valor α. La única restricción para que un valor de α sea válido es que se
cumpla ui ≤ α ≤ 1 para i = 1, . . . , m. El máximo factor de utilización de las
tareas, umax = max1≤i≤m ui, cumple α ≤ umax. Para más información acerca
de la diferencia entre α y umax véase el apartado 5.1. La utilización total del
conjunto de tareas se obtiene como U =

∑m
i=1 ui.

La primera activación de cada tarea ocurre en el instante t = 0. Por lo tanto,
cualquier tarea τi se activa en los instantes jTi, con j = 0, 1, . . .

El hecho de que las tareas sean independientes indica que no existe sincroni-
zación entre las mismas. Además se supone que tampoco se sincronizan con
ningún evento externo, salvo por supuesto cuando estas se activan.

El conjunto de tareas es fijo en el tiempo, esto es, no se crean ni destruyen
tareas a lo largo del tiempo. Todas las tareas se inician en el instante t = 0,
es decir, tienen fase cero, y permanecen cont́ınuamente en el sistema.

El modelo de tareas descrito se generaliza en el caṕıtulo 6.

• Definición del algoritmo de planificación. Las tareas se asignan a los procesa-
dores siguiendo la poĺıtica de particionado. Esto es, todas las activaciones de
una misma tarea se ejecutan en el mismo procesador. Cada procesador tiene
un planificador independiente de los demás planificadores. Sólo se consideran
algoritmos de asignación de tareas a procesadores pertenecientes a la clase de
algoritmos de asignación razonables (RA), descritos en el apartado 2.1.1. To-
dos los procesadores tienen un planificador local basado en prioridades fijas
o Earliest Deadline First (EDF) (Liu y Layland, 1973). En el caso de que
el planificador esté basado en prioridades fijas, estas se suponen previamente
asignadas a las tareas empleando la asignación RM. El planificador local de
todos los procesadores es el mismo.
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• Restricciones de tiempo real del conjunto de tareas.
Las tareas tienen plazos {D1 = T1, . . . , Dm = Tm} respecto a los instantes de
activación. El conjunto de tareas es planificable si toda activación que ocurre
en el instante jTi se ha ejecutado completamente en el instante jTi + Di,
con i = 1, . . . , m y j = 0, 1, . . . En el caṕıtulo 6 se extiende el modelo de
restricciones de tiempo real, permitiendo plazos menores que los periodos.

2.1.1 Algoritmos de asignación de tareas a procesadores

Siguiendo la estrategia local en la planificación multiprocesador, también denomi-
nada estrategia de particionado, una vez elegido el planificador local el único grado
de libertad del sistema es el algoritmo de asignación de tareas a procesadores.

Seŕıa interesante disponer de un algoritmo de asignación óptimo. Esto es, un
algoritmo cumpliendo la siguiente propiedad: si el algoritmo óptimo no encuentra
ninguna asignación de tareas a procesadores que haga el conjunto de tareas pla-
nificable, entonces no existe ningún algoritmo capaz de generar una asignación de
tareas a procesadores que haga el conjunto de tareas planificable. Sin embargo, en
la mayor parte de los casos el algoritmo óptimo carece de utilidad práctica, tal como
se muestra a continuación.

El problema de asignar un conjunto de tareas a un conjunto de procesadores
es análogo al problema de bin-packing (Garey y Johnson, 1979a). En este caso,
el procesador es el recipiente (bin), cuya capacidad viene dada por la condición
de planificabilidad local. Es decir, la condición que establece cuando el conjunto
de tareas asignadas a un procesador es planificable, ignorando las demás tareas y
procesadores. El problema de bin-packing pertenece a la clase de problemas NP-hard
en el sentido estricto. Por lo tanto, los algoritmos de asignación óptimos en general
no pueden computarse ni siquiera en tiempo pseudopolinomial. Esto es, a medida
que crece el número de tareas y el número de procesadores el coste computacional
crece de forma exponencial. Este tipo de algoritmos suelen obtener una solución
mediante la búsqueda exhaustiva a lo largo de todo el árbol de posibilidades. Por
ejemplo, dado un conjunto de m tareas y un conjunto de n procesadores existen
nm asignaciones diferentes. No obstante n! de estas son equivalentes, por lo que un
algoritmo de asignación óptimo se podŕıa obtener comprobando la planificabilidad de
hasta (nm/n!) asignaciones no equivalentes. Este algoritmo óptimo podŕıa mejorar-
se recortando el árbol de búsqueda mediante ciertas técnicas. No obstante, en el
caso peor el coste computacional del algoritmo es inadmisible.

Dada la inviabilidad de aplicar algoritmos óptimos, debe acudirse a algoritmos
heuŕısticos. Estos tienen la propiedad de tener un coste computacional admisible,
pero pagando el precio en algunos casos de una planificabilidad menor. Es decir, un
determinado algoritmo heuŕıstico puede tachar el sistema de no planificable cuan-
do en realidad existe una asignación de tareas a procesadores que hace el sistema
planificable.

En la literatura se pueden encontrar algoritmos de asignación heuŕısticos pro-
puestos por diferentes autores (Garey y Johnson, 1979a; Dall y Liu, 1978; Davari
y Dhall, 1986b; Davari y Dhall, 1986a; A. Burchard y Son, 1995; Oh y Son, 1995;
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S. Sáez y Crespo, 1998). Algunos de estos algoritmos se podŕıan calificar de “no
razonables”.

Por ejemplo, considérese el algoritmo de asignación Next Fit (Dall y Liu, 1978).
Este algoritmo asigna cada tarea al primer procesador del sistema con suficiente
capacidad. Los procesadores se recorren en el sentido {P1, . . . , Pn}. Si una tarea no
cabe en P1, entonces sólo se consideran los procesadores {P2, . . . , Pn} en la asigna-
ción de las tareas siguientes, incluso aunque alguna de las tareas siguientes cupiese
en P1. Es como si el procesador P1 dejase de existir, por lo que el hueco que quede en
P1 se desaprovecha. De forma análoga, si una tarea no cabe en P2, las demás tareas
se asignan a los procesadores {P3, . . . , Pn}, como si el procesador P2 no existiese,
desaprovechando el posible hueco que hubiese en P2. Este desafortunado comporta-
miento puede aparecer con los demás procesadores. Por lo tanto es posible que el
algoritmo indique que una tarea no cabe en el multiprocesador, por lo cual el siste-
ma es considerado no planificable, cuando en realidad cabe en alguno procesadores.
Lógicamente, los algoritmos de este tipo no se pueden considerar “razonables”. En
la tesis sólo se consideran algoritmos de asignación de tareas “razonables”. A conti-
nuación se define formalmente el concepto de algoritmo de asignación razonable.

Definición 1 Se dice que un algoritmo de asignación de tareas a procesadores es
razonable cuando es capaz de asignar una tarea a alguno de los procesadores siempre
que existe al menos un procesador en el que la tarea cabe.

El concepto de caber o no caber una tarea en un procesador depende del algo-
ritmo de planificación local y de la condición de planificabilidad local empleada en
el procesador. Para cada algoritmo de planificación local y cada condición de plani-
ficabilidad local asociada al mismo, se supone la existencia de una función capaz de
proporcionar la capacidad residual (CR) del procesador después de haberle asignado
un subconjunto de tareas. La capacidad residual indica la capacidad del procesador
que aún queda disponible para alojar más tareas.

Si la capacidad residual es positiva indica que el subconjunto de tareas asignado
al mismo es planificable (es decir, cabe) en dicho procesador, y aún queda capaci-
dad para más tareas. Valores positivos crecientes de la capacidad residual indican
procesadores menos cargados, o lo que es lo mismo, capaces de albergar más y más
“pesadas” tareas. Valores negativos de la capacidad residual indican que el conjunto
de tareas asignadas al procesador no es planificable (es decir, no cabe) en el mismo,
utilizando el algoritmo de planificación local dado, y la condición de planificabilidad
local asociada.

Por ejemplo, si el planificador local es RM, y la condición de planificabilidad
local es la de Liu y Layland (1973), la capacidad residual del procesador Pj se puede
definir intuitivamente como CR(j) = (mj + 1)(21/(mj+1) − 1) − Uj, donde Uj es la
utilización total de las tareas previamente asignadas a Pj, y mj es el número de
tareas previamente asignadas a Pj. Como se puede observar, la capacidad residual
del procesador depende del número de tareas. Además en este caso, un algoritmo
razonable de asignación es aquel incapaz de asignar una tarea τi sólo cuando se
cumple

CR(j) = (mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− Uj < ui para j = 1, . . . , n (2.1)
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donde n denota el número de procesadores.

El empleo de condiciones de planificabilidad más complejas, como es la condición
exacta para RM exigiŕıa la definición de capacidades residuales más elaboradas.

Si el planificador local es EDF, la capacidad residual del procesador Pj se puede
definir intuitivamente como CR(j) = 1− Uj. En este caso la capacidad residual del
procesador no depende del número de tareas. Además en este caso, un algoritmo
razonable de asignación es aquel incapaz de asignar una tarea τi sólo cuando se
cumple

CR(j) = 1− Uj < ui para j = 1, . . . , n. (2.2)

Los algoritmos de asignación razonables constituyen una clase formada por los
mejores algoritmos de asignación. Por ejemplo, se puede demostrar fácilmente que
el algoritmo de asignación óptimo pertenece a esta clase. Además, a partir de cual-
quier algoritmo de asignación no razonable se puede obtener de manera obvia un
algoritmo de asignación razonable, capaz de asignar los mismos conjuntos de tareas
que el no razonable del que parte e incluso otros. Esto justifica que la tesis con-
sidere únicamente algoritmos de asignación razonables, olvidando otros algoritmos
teóricamente posibles pero de poca utilidad práctica, como es el caso del algoritmo
Next Fit.

A continuación se describen los algoritmos de asignación básicos que se emplea-
ran a lo largo de la tesis, estos son: First Fit (FF), Best Fit (BF), Worst Fit (WF),
y Random Fit (RF). Todos ellos son algoritmos razonables de asignación. La des-
cripción se realiza mediante pseudocódigo. Debe tenerse en cuenta que el objetivo
de la descripción es poner de relieve las diferencias entre los algoritmos, sin tener
en cuenta criterios de rapidez en su implementación. Por ejemplo, el algoritmo FF
proporcionado puede optimizarse fácilmente en cuanto a su coste computacional,
calculando únicamente las capacidades residuales de los primeros procesadores has-
ta llegar a un procesador con capacidad residual suficiente para albergar la tarea
considerada en cada momento.

El algoritmo FF asigna cada tarea al primer procesador con capacidad resi-
dual suficiente para albergar la tarea. Los procesadores se recorren en el sentido
{P1, . . . , Pn}. Si todas las tareas caben en los procesadores el conjunto de tareas
es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que no cabe en los
procesadores el conjunto de tareas es no planificable. Debe notarse que para imple-
mentar el algoritmo FF no es estrictamente necesario haber definido una expresión
de capacidad residual. Es suficiente disponer de un algoritmo que indique si la nueva
tarea y las anteriormente asignadas a un procesador dado son planificables en dicho
procesador. Por lo tanto en este caso la comparación CR(j) ≥ ui se puede sustituir
por una condición de planificabilidad monoprocesador.

El algoritmo BF asigna cada tarea al procesador con menor capacidad residual
suficiente para albergar la tarea. Si dos o más procesadores tuviesen la mı́nima ca-
pacidad residual suficiente, se eligiŕıa el primero de ellos que se encuentra al recorrer
la lista en sentido {P1, . . . , Pn}. Si todas las tareas caben en los procesadores el
conjunto de tareas es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que
no cabe en los procesadores el conjunto de tareas es no planificable.

Al contrario de lo que sucede con el algoritmo de asignación FF, no es suficien-
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Asignación FF

desde i := 1 hasta m
planificable := NO

desde j := 1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) ≥ ui

planificable := SI

fin de desde

si planificable = NO

retornar NO PLANIFICABLE

si no

j := 1
mientras CR(j) < ui

j := j + 1
fin de mientras

asignar τi a Pj

fin de si

fin de desde

retornar PLANIFICABLE

fin de asignación FF

Algoritmo 2.1.1: Algoritmo de asignación de tareas FF.

te disponer de una condición de planificabilidad monoprocesador para realizar la
asignación BF. Es necesario definir una expresión para la capacidad residual que
permita saber no sólo si una tarea cabe en un procesador, sino además cual es el
“espacio disponible” en un procesador.

El algoritmo WF asigna cada tarea al procesador con mayor capacidad residual
de entre todos los que tienen suficiente capacidad residual para albergar la tarea. Si
dos o más procesadores tuviesen la máxima capacidad residual positiva, se eligiŕıa el
primero de ellos que se encuentra al recorrer la lista en sentido {P1, . . . , Pn}. Si todas
las tareas caben en los procesadores el conjunto de tareas es planificable. Si por el
contrario existe al menos una tarea que no cabe en los procesadores el conjunto de
tareas no es planificable.

Al contrario de lo que sucede con el algoritmo de asignación FF, no es suficien-
te disponer de una condición de planificabilidad monoprocesador para realizar la
asignación WF. Es necesario definir una expresión para la capacidad residual que
permita saber no sólo si una tarea cabe en un procesador, sino además cual es el
“espacio disponible” en un procesador.

El algoritmo RF asigna cada tarea de forma aleatoria a uno de los procesadores
de entre todos los que tienen capacidad residual mayor o igual que el factor de
utilización de la tarea. Si todas las tareas caben en los procesadores el conjunto de
tareas es planificable. Si por el contrario existe al menos una tarea que no cabe en
los procesadores el conjunto de tareas es no planificable.
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Asignación BF

desde i := 1 hasta m
planificable = NO

desde j := 1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) ≥ ui

planificable := SI

fin de desde

si planificable = NO

retornar NO PLANIFICABLE

si no

k := 1
desde j := 2 hasta n

si (CR(j) ≥ ui) y (CR(k) > CR(j) ó CR(k) < ui)
k := j

fin de si

fin de desde

asignar τi a Pk

fin de si

fin de desde

retornar PLANIFICABLE

fin de asignación BF

Algoritmo 2.1.2: Algoritmo de asignación de tareas BF.

Al igual que suced́ıa con el algoritmo FF, en este caso la comparación CR(j) ≥ ui

se puede sustituir por una condición de planificación monoprocesador.

Los algoritmos de asignación mostrados no son más que distintas formas de elegir
entre los procesadores con capacidad residual suficiente para albergar cada tarea, es
decir, de capacidad residual mayor o igual que el factor de utilización de la tarea.
El FF asigna la tarea al primer procesador con capacidad residual suficiente, el BF
al procesador con la menor capacidad residual pero suficiente, el WF al procesador
con la mayor capacidad residual suficiente, y finalmente el RF a un procesador
cualquiera de entre los que tienen capacidad residual suficiente. En principio, la
intuición nos indica que el algoritmo BF debeŕıa ser el que proporcionase mejores
resultados de entre el FF, BF, WF y RF. Sin embargo se demostrará que el algoritmo
FF, intuitivamente inferior, proporciona resultados identicos que el algoritmo BF en
términos de ĺımite de utilización. Este comportamiento idéntico de los algoritmos
FF y BF también se observo desde el punto de vista de las métricas (NAA/Nopt) que
aparecen en la tabla 1.2, en la página 23.

El algoritmo RF puede parecer artificial, sin embargo representa el peor de los
algoritmos de asignación razonables en términos de ĺımite de utilización. Además,
tal como se muestra en el apartado 6.5, se emplea para obtener una condición de
planificabilidad bajo la presencia de cambios de modo en multiprocesadores.
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Asignación WF

desde i := 1 hasta m
planificable := NO

desde j := 1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) ≥ ui

planificable = SI

fin de desde

si planificable = NO

retornar NO PLANIFICABLE

si no

k := 1
desde j := 2 hasta n

si (CR(j) ≥ ui) y (CR(k) < CR(j))
k := j

fin de si

fin de desde

asignar τi a Pk

fin de si

fin de desde

retornar PLANIFICABLE

fin de asignación WF

Algoritmo 2.1.3: Algoritmo de asignación de tareas WF.

El coste computacional de los cuatro algoritmos de asignación anteriores es simi-
lar en el caso peor. Sin embargo, el algoritmo FF optimizado presenta en general un
menor coste computacional, pues en muchos casos es suficiente obtener la capacidad
residual para los primeros procesadores, mientras que el empleo de los algoritmos
BF, WF o RF exige en todos los casos el cálculo de las capacidades residuales de los
n procesadores.

Existen variaciones de estos algoritmos que realizan un paso previo de ordenación
de las tareas. Aśı los algoritmos FFD, BFD, WFD y RFD realizan la ordenación
de las tareas en sentido decreciente de algún parámetro de las mismas, antes de
realizar la asignación FF, BF, WF o RF. Asimismo, si se realiza un paso previo
de ordenación de las tareas en sentido creciente de algún parámetro se obtienen
los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Normalmente el parámetro elegido para la
ordenación es un parámetro que vaŕıa de forma monótona creciente con la carga
asociada a la tarea, esto es, un parámetro proporcional a la reducción de la carga
residual cuando la tarea se asigna a un procesador. Por ejemplo, si se emplea el
factor de utilización para representar la carga computacional asociada a una tarea,
el algoritmo FFD ordena las tareas en sentido de utilizaciones decrecientes antes de
realizar la asignación FF. Por lo tanto, se asigna primero con FF la tarea de factor
de utilización mayor, y en último lugar la tarea de factor de utilización menor.
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Asignación RF

desde i := 1 hasta m
planificable := NO

desde j := 1 hasta n
calcular CR(j)
si CR(j) ≥ ui

planificable := SI

fin de desde

si planificable = NO

retornar NO PLANIFICABLE

si no

k=aleatorio(j | CR(j) ≥ ui)
asignar τi a Pk

fin de si

fin de desde

retornar PLANIFICABLE

fin de asignación RF

Algoritmo 2.1.4: Algoritmo de asignación de tareas RF.

2.2 Definición del problema en términos de utili-

zación

Para clarificar la definición del problema en términos de utilización se establecerá
un paralelismo entre el caso monoprocesador empleando planificación RM, y el caso
multiprocesador.

Liu y Layland (1973) encontraron el ĺımite de utilización ajustado Uwc = m(21/m−
1). Todo conjunto de tareas de de utilización total menor o igual que Uwc es planifi-
cable empleando planificación RM. Por otra parte, para cualquier valor de utilización
total mayor o igual que Uwc existe un conjunto de tareas con esa utilización que no
es planificable. La importancia de este tipo de condiciones de planificabilidad es que
permiten establecer rápidamente la planificabilidad del conjunto de tareas, conside-
rando el caso peor que puede ocurrir. El inconveniente de este tipo de condiciones
de planificabilidad es que son sólo condiciones suficientes. De hecho, conjuntos de
tareas de utilización total mayor que Uwc pueden ser planificables.

El problema de planificabilidad en el caso monoprocesador con las restricciones
anteriores se puede replantear como: ¿la utilización total del conjunto de tareas es
menor o igual que Uwc?

La idea es llevar este resultado al caso multiprocesador. En este caso el problema
de planificabilidad en multiprocesadores se podŕıa replantear de igual forma: ¿la
utilización total del conjunto de tareas es menor o igual que Uwc? Para ello debe
obtenerse el ĺımite de utilización Uwc multiprocesador, análogo al ĺımite m(21/m−1)
asociado a monoprocesadores.

A lo largo de la tesis se obtiene el valor de Uwc para para diferentes combinaciones
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de algoritmo de planificación monoprocesador y algoritmo de asignación.
Para la obtención del ĺımite de utilización del multiprocesador se consideran

únicamente los factores de utilización de las tareas, ignorando sus tiempos de com-
putación y periodos. La razón es que el ĺımite de utilización viene dado para los
tiempos de computación y periodos más desfavorables que cumplen la restricción
ui = Ci/Ti impuesta por los factores de utilización.

Al venir definidas las tareas simplemente por sus factores de utilización, a lo
largo de la tesis se empleará para evaluar la capacidad residual las expresiones

CR(j) = (mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− Uj (2.3)

para RM, y
CR(j) = 1− Uj (2.4)

para EDF, tal como se indicó en los ejemplos del apartado anterior.
Además, cualquier ordenación de las tareas ya sea en sentido creciente o decre-

ciente supone impĺıcitamente una ordenación por factores de utilización.
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Caṕıtulo 3

Ĺımites de utilización empleando

planificación EDF

En este caṕıtulo se presentan los ĺımites de utilización para planificación Earliest
Deadline First (EDF) sobre multiprocesadores homogéneos, empleando técnicas de
particionado. Las tareas se planifican con expulsión sobre cada monoprocesador
de acuerdo con el algoritmo EDF, y se asignan a los procesadores de acuerdo con
los algoritmos de asignación presentados en el apartado 2.1.1. Las restricciones de
tiempo real se modelan como plazos cŕıticos de valor igual a los periodos de las tareas.
Los ĺımites de utilización para plazos menores que los periodos y planificación EDF
se presentan en el apartado 6.3.

En primer lugar, se define en el apartado 3.1 el concepto de ĺımite de utilización
para planificación EDF y un algoritmo arbitrario de asignación de tareas AA dado.
Al final del apartado 3.1 se demuestra la existencia de dicho ĺımite para el caso de
algoritmos de asignación razonables.

El ĺımite de utilización asociado a cualquier algoritmo razonable de asignación
de tareas y planificación EDF se encuentra dentro de un intervalo [LEDF , HEDF ].
El término LEDF del intervalo se corresponde con el mı́nimo de los ĺımites de utili-
zación, evaluado entre todos los algoritmos RA de asignación razonables. De forma
análoga, el término HEDF del intervalo se corresponde con el máximo de los ĺımites
de utilización, evaluado entre todos los algoritmos RA de asignación razonables. El
intervalo [LEDF , HEDF ] se calcula en el apartado 3.2.1.

El ĺımite de utilización para los algoritmos de asignación FF, BF, WF, RF y
OPT se calcula en los apartados 3.2.2 a 3.2.6.

La ordenación de las tareas por factores de utilización antes de realizar la asig-
nación FF, BF, WF, o RF, modifica los ĺımites de utilización de la forma indicada
en el apartado 3.2.7.

Las expresiones matemáticas de los ĺımites de utilización obtenidas en los apar-
tados 3.2.1 a 3.2.7 son analizadas en el apartado 3.3.

Con la intención de mostrar el pesimismo de los ĺımites de utilización (absolutos),
en el apartado 3.4 se presentan los ĺımites de utilización estad́ısticos, obtenidos
mediante simulación exhaustiva. Los ĺımites de utilización absolutos, denominados
simplemente ĺımites de utilización, se obtienen considerando el caso peor. Estos
son el resultado de un enfoque puramente teórico del problema. Los ĺımites de
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utilización estad́ısticos permiten un tanto por ciento de conjuntos de tareas generados
aleatoriamente que no son planificables. Estos últimos son el resultado del enfoque
de simulación. Por lo tanto, la información proporcionada por los enfoques teórico
y de simulación es complementaria.

El apartado 3.5 compara los diferentes algoritmos de asignación de tareas. La
conclusión es que el algoritmo FFD es superior en términos de ĺımite de utilización a
todos los demás algoritmos heuŕısticos considerados en la tesis. Además proporciona
resultados cercanos a los del algoritmo de asignación óptimo. El inconveniente del
algoritmo de asignación FFD es que no puede aplicarse en ĺınea pues ordena las
tareas.

El apartado 3.5 muestra asimismo que el ĺımite de utilización estad́ıstico asociado
al algoritmo FF es generalmente inferior pero cercano al asociado al algoritmo FFD.
No obstante, al contrario de lo que sucede con el algoritmo FFD, el algoritmo FF
puede aplicarse en ĺınea.

3.1 Definición y existencia de los ĺımites de utili-

zación

En este apartado se define el concepto de ĺımite de utilización para planificación
multiprocesador con particionado, empleando EDF como algoritmo de planificación
local (en cada procesador), y un algoritmo de asignación de tareas AA arbitrario
(razonable o no). Una vez definido el concepto de ĺımite de utilización se demuestra
su existencia para el caso de algoritmos de asignación razonables.

Por convenio, la planificación multiprocesador con particionado empleando EDF
como planificador local, y AA como algoritmo de asignación de tareas, se represen-
ta como EDF-AA. El ĺımite de utilización asociado se representa como UEDF−AA

wc .
Cuando el algoritmo de asignación es razonable se sustituyen las iniciales AA por
las iniciales RA.

Definición 2 El ĺımite de utilización para EDF-AA se define como el número real
UEDF−AA

wc que verifica las siguientes propiedades:

• Cualquier conjunto de tareas de utilización total U ≤ UEDF−AA
wc cabe en el mul-

tiprocesador, empleando planificación EDF en cada procesador y asignación de
tareas AA. Por lo tanto, es planificable empleando planificación multiprocesa-
dor EDF-AA.

• Para todo valor de utilización U > UEDF−AA
wc existe al menos un conjunto

de tareas con esa utilización que no cabe en el multiprocesador, empleando
planificación EDF en cada procesador y asignación de tareas AA. Por lo tanto,
el conjunto de tareas con esa utilización puede ser planificable o no empleando
planificación multiprocesador EDF-AA.

Por consiguiente, el ĺımite de utilización puede emplearse como una condición
suficiente de planificabilidad.



3.1 Definición y existencia de los ĺımites de utilización 39

Una tarea cabe en un procesador si y sólo si la suma de los factores de utilización
de la tarea en cuestión y de las tareas previamente asignadas al procesador acumulan
una utilización total de valor uno o por debajo de uno. Este resultado es una conse-
cuencia del ĺımite de utilización para planificación EDF en monoprocesadores (Liu
y Layland, 1973).

A continuación se demuestra la existencia del ĺımite de utilización UEDF−RA
wc aso-

ciado a la planificación EDF-RA, para cualquier algoritmo razonable de asignación
de tareas RA dado.

Lema 1 Existe el ĺımite de utilización asociado a la planificación EDF-RA para
cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas RA, el cual es una función (a
lo sumo) del número de tareas, del número de procesadores, y del máximo factor de
utilización alcanzable, α.

Demostración:
Sea Π(m, n, α) el conjunto de todos los números reales positivos π que cumplen
la condición siguiente: cualquier conjunto de m tareas, de factores de utilización
0 < ui ≤ α, y utilización total U ≤ π cabe en n procesadores empleando la asignación
de tareas RA y teniendo en cuenta que la capacidad de cada procesador es uno. El
conjunto Π(m, n, α) es no vaćıo, pues cualquier conjunto de tareas de utilización
menor o igual que uno cabe en un procesador, y por lo tanto en n procesadores.
Además todos los elementos de Π(m, n, α) son menores o iguales que el valor finito
n, pues cualquier conjunto de tareas de utilización total mayor que n no cabe en n
procesadores. Por lo tanto, existe un máximo en el conjunto Π(m, n, α), denominado
πmax(m, n, α), que es una función de m, n y α. A continuación probaremos que
πmax(m, n, α) es el ĺımite de utilización, esto es, cumple las dos propiedades de la
definición 2.

Cualquier conjunto de tareas de utilización menor o igual que πmax(m, n, α) cabe
en n procesadores, pues πmax(m, n, α) es un elemento de Π(m, n, α). Esto demues-
tra la primera propiedad de la definición 2. Además, al ser πmax(m, n, α) el máximo
de Π resulta que existe al menos un conjunto de m tareas, de utilización total
πmax(m, n, α) + ε, con ε → 0+, que no cabe en los procesadores 1. Si no fuese aśı,
πmax(m, n, α)+ε seŕıa un elemento de Π mayor que el máximo, πmax(m, n, α), lo cual
no es posible. Además, para cualquier utilización total U > πmax(m, n, α)+ε aún ma-
yor, es posible encontrar un conjunto de m tareas que no cabe en los n procesadores.
Basta con incrementar (cumpliendo la restricción ui ≤ α) los factores de utilización
de la última o últimas tareas del conjunto de utilización total πmax(m, n, α)+ε, hasta
alcanzar el valor de utilización. Lógicamente, el conjunto de tareas obtenido es más
dif́ıcil de asignar que el conjunto original de utilización total πmax(m, n, α) + ε. Por
lo tanto, para cualquier utilización total mayor que πmax(m, n, α), existe al menos un
conjunto de m tareas, el cual no cabe en n procesadores. Esto demuestra la última
propiedad de la definición 2.

�

1La expresión ε → 0+ es equivalente a ε → 0, y ε > 0.
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El lema 1 demuestra entre otras cosas que el ĺımite de utilización para planifica-
ción EDF en un multiprocesador, empleando un determinado algoritmo razonable
RA de asignación de tareas depende a lo sumo del numero de tareas m, del número
de procesadores n, y del máximo factor de utilización alcanzable α. Por esta razón
el ĺımite de utilización se representa como

UEDF-RA
wc (m, n, α)

3.2 Cálculo de los ĺımites de utilización

Una vez definido el concepto de ĺımite de utilización, y después de haber demostrado
su existencia para el caso de algoritmos de asignación razonables se procede al cálculo
del mismo. Debe tenerse en cuenta que cada algoritmo de asignación de tareas tendrá
asociado un ĺımite de utilización en principio distinto.

En general, los ĺımites de utilización son una función del número de tareas m, el
número de procesadores n, y el máximo factor de utilización alcanzable α, tal como
se demostró en el lema 1.

Antes de calcular los ĺımites de utilización, se introducirá un nuevo parámetro
denominado βEDF .

Definición 3 El parámetro βEDF se define como el máximo número de tareas de
factor de utilización α que caben en un procesador.

Este parámetro es un concepto clave en la obtención de los ĺımites de utilización.
El parámetro βEDF es una función del máximo factor de utilización alcanzable α,
tal como demuestra el lema 2.

Lema 2

βEDF = b1/αc (3.1)

Demostración:
A partir de la definición del parámetro βEDF , se deduce que βEDF tareas de factor de
utilización α caben en un procesador. De esta forma, a partir del ĺımite de utilización
para planificación EDF en monoprocesadores se obtiene βEDFα ≤ 1. Despejando
βEDF resulta βEDF ≤ 1/α. Se sabe que βEDF es un número entero, y por lo tanto
se cumple βEDF ≤ b1/αc. Por otra parte, βEDF es el máximo número de tareas de
factor de utilización α que caben en un procesador. Por lo tanto, (βEDF + 1) tareas
de factor de utilización α no caben en un procesador. Es decir, (βEDF + 1)α > 1.
Despejando βEDF se obtiene βEDF > 1/α−1. Puesto que βEDF es un número entero
resulta βEDF ≥ b1/αc. En conclusión, βEDF = b1/αc. �

El valor de βEDF puede emplearse para establecer la planificabilidad de ciertos
conjuntos de tareas. A partir de la definición de βEDF se tiene que βEDF tareas de
factor de utilización α caben en cada procesador. Puesto que todas las tareas tienen
factores de utilización menores o iguales que α, al menos βEDF tareas de factores de
utilización arbitrarios (menores o iguales que α) caben en cada procesador. Como
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Figura 3.1: Representación de la función βEDF (α), y la condición de planificabilidad
asociada.

consecuencia, un multiprocesador formado por n procesadores puede alojar al menos
βEDFn tareas. Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de factores de uti-
lización ui ≤ α, con m ≤ βEDFn, es planificable empleando EDF como planificador
monoprocesador, y empleando cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas
a procesadores.

La figura 3.1 muestra βEDF en función de α, mostrando asimismo la condición
suficiente de planificabilidad m ≤ βEDFn. Por ejemplo, si α se encuentra en el
intervalo (1/3, 1/2] entonces βEDF = 2. En este caso, si el conjunto de tareas está
formado por 2n tareas o menos es planificable

Otra consecuencia de la condición de planificabilidad m ≤ βEDFn es que merece
la pena obtener el ĺımite de utilización sólo si m > βEDFn. En caso contrario, el
conjunto de tareas es directamente planificable.

A partir de ahora se supone que m > βEDFn, de tal forma que la condición de
planificabilidad anterior no puede aplicarse.

Antes de calcular los ĺımites de utilización asociados a los diferentes algoritmos
de asignación de tareas se obtendrá el rango dentro del cual se encuentran. Este
resultado es significativo desde tres puntos de vista. En primer lugar, establece los
valores mı́nimo y máximo entre los que se encuentran los ĺımites de utilización de
todos los algoritmos de asignación razonables. En segundo lugar, permite obtener
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de forma sencilla el ĺımite de utilización correspondiente a ciertos algoritmos de
asignación razonables. En tercer y último lugar, servirá como comprobación de
la validez de los ĺımites de utilización obtenidos para los diferentes algoritmos de
asignación de tareas, pues deben encontrarse de forma forzosa dentro del rango
definido.

3.2.1 Rango de los ĺımites de utilización

El objetivo es obtener la pareja de valores LEDF y HEDF que verifican la siguiente
condición:

LEDF ≤ UEDF−RA
wc ≤ HEDF

donde UEDF−RA
wc es el ĺımite de utilización para planificación EDF empleando cual-

quier algoritmo razonable RA de asignación de tareas a procesadores. El ĺımite de
utilización para cualquier algoritmo de asignación razonable es positivo (mayor o
igual que uno), y por lo tanto a partir de cualquier pareja (LEDF , HEDF ) que cum-
pla la condición anterior se pueden obtener infinitas parejas que también la cumplen,
simplemente decrementando el valor de LEDF o incrementando el valor de HEDF .
Resulta conveniente entonces calcular la pareja de valores ajustada. Esto es, de-
be existir al menos un algoritmo razonable de asignación de tareas cuyo ĺımite de
utilización para planificación EDF tome el valor LEDF . Por lo tanto

LEDF = min
RA

UEDF−RA
wc (3.2)

De la misma forma, debe existir al menos un algoritmo razonable de asignación de
tareas cuyo ĺımite de utilización para planificación EDF tome el valor HEDF . Por lo
tanto

HEDF = max
RA

UEDF−RA
wc (3.3)

A partir de ahora, cualquier referencia al rango de los ĺımites de utilización en
este caṕıtulo se referirá a los valores LEDF y HEDF ajustados, definidos por las
ecuaciones (3.2) y (3.3).

El teorema 1 proporciona una cota inferior del ĺımite de utilización, válida para
todos los algoritmos de asignación razonables. En el apartado 3.2.4 se encuentra un
algoritmo razonable de asignación de tareas cuyo ĺımite de utilización coincide con
esa cota. Por lo tanto LEDF será igual a la cota dada por el teorema 1.

Por otra parte, el teorema 2 proporciona una cota superior del ĺımite de utiliza-
ción, válida para todos los algoritmos de asignación razonables. En el apartado 3.2.2
se encuentra un algoritmo razonable de asignación de tareas cuyo ĺımite de utiliza-
ción coincide con esa cota. Por lo tanto HEDF será igual a la cota dada por el
teorema 2.
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Teorema 1 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores
arbitrario. Si m > βEDFn se cumple

UEDF−RA
wc ≥ n− (n− 1)α (3.4)

Demostración:
Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
τk la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignación es razonable, aplicando la ecuación (2.2) de la página 30 se
tiene

Uj > 1− uk (3.5)

para j = 1, . . . , n. Donde Uj es la utilización total de las tareas previamente asig-
nadas al procesador Pj, y uk es el factor de utilización de la tarea τk.

Al ser τk una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilización total del
conjunto de tareas denotada por U verifica

U =
m
∑

i=1

ui ≥
k
∑

i=1

ui =
n
∑

j=1

Uj + uk (3.6)

A partir de la ecuación (3.5) se deduce

n
∑

j=1

Uj >

n
∑

j=1

(1− uk) = n(1− uk)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.6) resulta

U > n(1− uk) + uk = n− (n− 1)uk

Como todos los factores de utilización son menores o iguales que α se tiene uk ≤ α,
y por lo tanto

U > n− (n− 1)α

Por lo tanto, una condición necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que
no cabe en n procesadores es que su utilización total U verifique

U > n− (n− 1)α

de donde se deduce que todo conjunto de tareas de utilización total U cumpliendo

U ≤ n− (n− 1)α

cabe en n procesadores.
Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposición con respecto al

algoritmo de asignación de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente se cumple

UEDF−RA
wc ≥ n− (n− 1)α

donde RA es un algoritmo razonable de asignación de tareas arbitrario.
�
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A continuación se obtiene una cota superior del ĺımite de utilización asociado a
cualquier algoritmo de asignación de tareas bajo planificación EDF. Por lo tanto,
dicha cota es aplicable a los algoritmos razonables de asignación.

Teorema 2 Sea AA un algoritmo de asignación de tareas a procesadores arbitrario
(razonable o no). Si m > βEDFn se cumple

UEDF-AA

wc
≤ βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.7)

Demostración:
Se demostrará que existe un conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de
utilización 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total

U =
βEDFn + 1

βEDF + 1
+ ε

donde ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de
asignación de tareas a procesadores.

Se construirá este conjunto de m tareas a partir de dos subconjuntos de tareas:
un primer subconjunto de (m − βEDFn − 1) tareas, y un segundo subconjunto con
(βEDFn + 1) tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilización de
valor ε/m, donde i = 1, . . . , (m− βEDFn− 1).

Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilización
de valor

ui =
1

βEDF + 1
+ ε/m

donde i = (m− βEDFn), . . . , m.

Se puede comprobar que la utilización total del conjunto de tareas completo es

U =
βEDFn + 1

βEDF + 1
+ ε

En primer lugar, es necesario comprobar que los factores de utilización de ambos
subconjuntos son válidos, es decir, se cumple 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m.

Comprobación de los factores de utilización del primer subconjunto. Eligiendo ε
suficientemente pequeño se obtiene

0 < ui =
ε

m
≤ α

Comprobación de los factores de utilización del segundo subconjunto. A partir de la
definición de βEDF se tiene que (βEDF + 1) tareas de factor de factor de utilización
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α no caben en un procesador. Por lo tanto, (βEDF + 1)α > 1, y se tiene

α >
1

βEDF + 1

Siempre es posible encontrar un número real entre dos números reales. Por consi-
guiente existe un real positivo ε verificando

α >
1

βEDF + 1
+

ε

m
= ui

lo cual demuestra que los factores de utilización del segundo subconjunto son meno-
res o iguales que α cuando ε → 0+. Además, los factores de utilización del segundo
subconjunto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anteriores se concluye que el conjunto de tareas pro-
puesto es válido. A continuación se demostrará que dicho conjunto de tareas no cabe
en n procesadores empleando planificación EDF en cada procesador, cualquiera que
sea el algoritmo de asignación de tareas empleado.

El conjunto contiene (βEDFn+1) tareas que pertenecen al segundo subconjunto.
Por consiguiente, al menos un procesador de los n disponibles debe alojar (βEDF +1)
o más de estas tareas. Sin embargo, ningún procesador puede alojar (βEDF +1) o más
tareas del segundo subconjunto, pues (βEDF + 1) de estas tareas en total acumulan
una utilización por encima de uno.

(βEDF + 1)

(

1

βEDF + 1
+

ε

m

)

> 1

De esta forma se concluye que el conjunto de tareas propuesto de utilización total

U =
βEDFn + 1

βEDF + 1
+ ε

no cabe en n procesadores cualquiera que sea el algoritmo de asignación AA, cuando
ε → 0+, luego se cumple

UEDF-AA
wc ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1

NOTA: las tareas del primer subconjunto son necesarias únicamente dentro de la
demostración para cumplir la restricción de que el conjunto de tareas esté formado
por m tareas.

�

En el apartado 3.2.4 se demostrará que el ĺımite de utilización para EDF-WF
toma el valor

UEDF−WF
wc = n− (n− 1)α

el cual coincide con la cota inferior dada en el teorema 1. Por lo tanto se tiene

LEDF = LEDF (n, α) = n− (n− 1)α (3.8)
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De forma análoga, en el apartado 3.2.2 se demostrará que el ĺımite de utilización
para EDF-FF toma el valor

UEDF−FF
wc =

βEDFn + 1

βEDF + 1

el cual coincide con la cota superior dada en el teorema 2. Por lo tanto se tiene

HEDF = HEDF (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.9)

Cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas RA cumple entonces

n− (n− 1)α ≤ UEDF−RA
wc ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.10)

donde
βEDF = b1/αc

α es el máximo factor de utilización alcanzable, y n es el número de procesadores
que constituyen el multiprocesador.

3.2.2 Ĺımite de utilización para EDF-FF

El algoritmo de asignación de tareas denominado FF asigna cada tarea al primer
procesador que encuentra con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Los procesadores se recorren en el sentido {P1, . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostración del ĺımite de utilización para EDF-FF es bastante compleja,
por lo que se indicará en primer lugar la estructura de la demostración. Los pasos
que se seguirán son los siguientes:

1. Se demuestra el lema 3. Este lema relaciona los ĺımites de utilización emplean-
do el mismo algoritmo razonable de asignación, el mismo número de procesa-
dores pero distinto número de tareas. Este lema se emplea para demostrar el
teorema 3.

2. Se demuestra el teorema 3, el cual relaciona el ĺımite de utilización asociado a
m tareas y n procesadores con el ĺımite de utilización asociado a (m− βEDF )
tareas y (n− 1) procesadores, para planificación EDF-FF.

3. A partir del resultado dado en el paso 2 y el ĺımite de utilización para planifi-
cación EDF en un monoprocesador, el teorema 4 obtiene una cota inferior del
ĺımite de utilización para EDF-FF.

4. La cota inferior dada en el paso 3, y la cota superior proporcionada por el
teorema 2 coinciden. Por lo tanto, ambas cotas coinciden además con el ĺımite
de utilización para EDF-FF, tal como muestra finalmente el teorema 4.
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La demostración del teorema 3 requiere el lema 3 que se demuestra a continua-
ción. Este lema relaciona los ĺımites de utilización asociados a un mismo número de
procesadores pero distinto número de tareas, empleando una algoritmo de asigna-
ción razonable arbitrario, siempre y cuando no realice ordenación alguna de tareas
antes de hacer la asignación. El resultado es válido para la asignación de tareas FF,
por ser un algoritmo razonable de asignación de tareas que no lleva a cabo ninguna
ordenación de tareas previa a la asignación.

Lema 3 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores que
no realiza ordenación previa de las tareas antes de realizar la asignación. Se cumple

UEDF-RA

wc (q, n, α) ≥ UEDF-RA

wc (m, n, α) para q < m

Demostración:
El lema se demostrará por reducción al absurdo. Supóngase que existe una pareja
de enteros q y m, tal que q < m y

UEDF-RA
wc (q, n, α) < UEDF-RA

wc (m, n, α)

Entre dos números reales siempre es posible encontrar otro número real, de tal forma
que se puede encontrar un ε > 0 verificando

UEDF-RA
wc (q, n, α) < UEDF-RA

wc (m, n, α)− ε < UEDF-RA
wc (m, n, α)

De acuerdo con la definición de ĺımite de utilización, existe al menos un conjunto de
q tareas, {τ1, . . . , τq}, de utilización total

q
∑

i=1

ui = UEDF-RA
wc (m, n, α)− ε

mayor que el ĺımite de utilización para q tareas, el cual no cabe en n procesadores.
A continuación se demostrará que esto da lugar a una contradicción.

Si se añade a este conjunto de q tareas (m − q) nuevas tareas, {τq+1, . . . , τm},
cada una de factor de utilización ε/(m− q), se obtiene un nuevo conjunto de tareas
formado por m tareas, de utilización total

m
∑

i=1

ui = UEDF-RA
wc (m, n, α)

el cual cabe en n procesadores. Por consiguiente, las primeras q tareas caben en n
procesadores, lo que constituye una contradicción.

�

El matiz de que el algoritmo de asignación no realizase ningún tipo de ordenación
previa antes de asignar las tareas es importante. En la demostración del lema 3 se
han añadido (m − q) tareas de factor de utilización arbitrariamente bajo al final
de un conjunto de q tareas. Por lo tanto, las últimas tareas son las que tienen los
factores de utilización más bajos, lo que iŕıa en contra de una ordenación de tareas
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en sentido de factores de utilización crecientes, como la que realiza el algoritmo FFI.
Por lo tanto el lema anterior no seŕıa aplicable empleando asignación FFI.

A continuación se demostrará una expresión que relaciona los ĺımites de uti-
lización asociados a multiprocesadores con n y (n − 1) procesadores, empleando
asignación de tareas FF. Esto permitirá obtener una cota inferior del ĺımite de uti-
lización para asignación de tareas FF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un número arbitrario n de procesadores.

Teorema 3 Si m > βEDFn se cumple

UEDF-FF

wc (m, n, α) ≥ βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α)

Demostración
Se probará que cualquier conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de utiliza-
ción 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total menor o igual que

βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α)

cabe en n procesadores empleando planificación EDF en cada procesador y asigna-
ción de tareas FF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m − βEDF ) tareas tienen utilización total menor o igual
que UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α), esto es

m−βEDF
∑

i=1

ui ≤ UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

Las primeras (m−βEDF ) tareas caben en los primeros (n−1) procesadores, pues su
utilización total está por debajo del ĺımite de utilización. Por lo tanto, empleando el
algoritmo FF se asignan a los (n−1) primeros procesadores. Las restantes βEDF ta-
reas caben en el último procesador, pues la definición de βEDF implica que al menos
βEDF tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el último
procesador no significa que se asignen al último procesador. De todas formas, el caso
en el cual alguna de estas βEDF se asignase a alguno de los primeros (n− 1) proce-
sadores es más favorable, pues habŕıa menos tareas que asignar al último procesador.

Caso 2: Las primeras (m− βEDF ) tareas tienen una utilización total mayor que
UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α), esto es,

m−βEDF
∑

i=1

ui > UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

En este caso se demostrará que el conjunto de las m tareas aún cabe en n procesa-
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τ1 · · · τk−1 τk τk+1 · · · τm−βEDF · · · τm

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) ∆
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u1 uk−1 uk uk+1 um−βEDF um

m
∑

i=k

ui

m−βEDF
∑

i=1

ui

k−1
∑

i=1

ui

Figura 3.2: Situación general en el caso 2 del teorema 3.

dores si su utilización total es igual a

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) + ∆

donde ∆ ∈ �
, y

∆ ≤ βEDF

βEDF + 1

Debe existir una tarea τk, cuyo factor de utilización uk, sumado a los previos fac-
tores de utilización ui, hace que el ĺımite UEDF-FF

wc (m−βEDF , n−1, α) se supere. Esta
situación se muestra en la figura 3.2, la cual representa gráficamente los factores de
utilización de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostración. El valor del sub́ındice k se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condición:

k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) <

k
∑

i=1

ui

Debe notarse que k ≤ m− βEDF , pues de otra forma se estaŕıa en el caso 1.
Se puede demostrar que las primeras (k−1) tareas caben en los primeros (n−1)

procesadores. La utilización total de las primeras (k − 1) tareas cumple

k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

Aplicando el lema 3 con (m− βEDF ) > (k − 1) y con RA=FF, se obtiene

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) ≤ UEDF-FF

wc (k − 1, n− 1, α)

y por lo tanto
k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-FF
wc (k − 1, n− 1, α)



50 Ĺımites de utilización empleando planificación EDF

De esta forma, las primeras (k−1) tareas caben en los (n−1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignación FF estas primeras (k− 1) tareas
se asignan a los (n− 1) primeros procesadores.

Falta por demostrar que las restantes (m − k + 1) tareas se pueden asignar a
alguno de los huecos que quedan en los primeros (n − 1) procesadores, o bien al
último procesador que de momento está vaćıo.

Analicemos la situación actual, representada en la figura 3.2. Se tienen (m −
k + 1) tareas de factores de utilización comprendidos entre cero y α. Se tiene que
(m − k + 1) > βEDF , pues en caso contrario se estaŕıa en el caso 1. La utilización
total de estas (m − k + 1) tareas es uk,1 + ∆, y por lo tanto es menor o igual que
uk,1 + βEDF/(βEDF + 1). El valor de uk,1 es menor que α, pues uk,1 < uk ≤ α. Se
dispone de huecos en los primeros (n− 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m−k +1−βEDF ) tareas de utilización total menor o igual que uk,1, además
de un procesador, el último, completamente vacio.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n − 1) procesadores, y el último procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las últimas (m− k + 1) tareas.

Para realizar la demostración el conjunto de todas las posibilidades definido por
las restricciones anteriores se reducirá, introduciendo una restricción adicional que
llevará al caso más desfavorable. La restricción adicional consiste en considerar que
ninguna de las últimas (m− k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n− 1) primeros
procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede demostrar de
una manera formal. Supóngase que alguna de las (m − k + 1) tareas se asignase a
uno de los (n − 1) primeros procesadores, habria dos posibilidades. En la primera
posibilidad, el nuevo número de tareas sin asignar, esto es (m− k), es igual a βEDF

por lo que las (m−k) tareas caben en el último procesador y finaliza la demostración.
La segunda posibilidad proporciona el caso más desfavorable, en el cual (m− k) es
mayor que βEDF . En este último caso la situación es análoga a la representada en
la figura 3.2, pero con valores de uk,1 y ∆ aún más restringidos, y con k una unidad
mayor. Este razonamiento se puede repetir con todas las tareas en {τk, . . . , τm} que
se asignasen a los (n − 1) primeros procesadores obteniéndose que el conjunto de
tareas cabe en los procesadores, o bien se obtiene un nuevo conjunto {τk, . . . , τm}
análogo al de la figura 3.2 en el que ninguna de estas tareas se asigna a alguno de
los (n− 1) primeros procesadores.

La consideración del caso más desfavorable descrito por las restricción anterior
tiene efecto sobre los factores de utilización de las tareas {τk, . . . , τm}. Estos facto-
res de utilización deben ser mayores que uk,1. La demostración es simple, en caso
contrario el algoritmo FF asignaŕıa alguna de estas tareas a alguno de los primeros
(n− 1) procesadores incumpliendo la restricción del caso peor impuesta.

Para probar que las últimas (m− k + 1) tareas caben en el último procesador se
debe probar que la utilización total de esas tareas es menor o igual que uno, esto es,

m
∑

i=k

ui ≤ 1
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La figura 3.2 muestra que
m
∑

i=k

ui = uk,1 + ∆ (3.11)

Como se comento anteriormente, todos los factores de utilización en ese sumatorio
son mayores que o iguales a uk,1, y por lo tanto

(m− k + 1)uk,1 < uk,1 + ∆

< uk,1 +
βEDF

βEDF + 1
por definición de ∆

Despejando uk,1.

uk,1 <
βEDF

(βEDF + 1)(m− k)
(3.12)

Sustituyendo el valor de uk,1 dado por la ecuación (3.12) en la ecuación (3.11) se
obtiene

m
∑

i=k

ui <
βEDF

(βEDF + 1)(m− k)
+ ∆

<
βEDF

(βEDF + 1)(m− k)
+

βEDF

(βEDF + 1)
por def. de ∆

=
(m− k + 1)βEDF

(βEDF + 1)(m− k)

=
1 + 1/(m− k)

1 + 1/βEDF

Se sabe que k ≤ (m−βEDF ) en el caso 2, y por lo tanto (m−k) ≥ βEDF . Finalmente
se obtiene

m
∑

i=k

ui ≤ 1

Esta ecuación muestra que las últimas (m − k + 1) tareas cumplen la condición de
planificabilidad de EDF, luego caben en el último procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilización total

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) + ∆ ≤

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) +

βEDF

βEDF + 1

cabe en n procesadores, de tal forma que el ĺımite de utilización UEDF-FF
wc (m, n, α)

debe cumplir

UEDF-FF
wc (m, n, α) ≥ βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α)
�
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El ĺımite de utilización para planificación EDF y asignación de tareas FF se
obtiene a partir de los teoremas 2 y 3, tal como muestra el teorema 4.

Teorema 4 Si m > βEDFn se cumple que el ĺımite de utilización para EDF-FF es
una función única y exclusivamente de n y βEDF , y viene dado por

UEDF-FF

wc
(n, βEDF ) =

βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.13)

Demostración:
En primer lugar se obtendrá una cota inferior del ĺımite de utilización para un
conjunto de m tareas sobre un multiprocesador con n procesadores.

El teorema 3 relaciona el ĺımite de utilización de conjuntos de m tareas en
multiprocesadores de n procesadores, con el ĺımite de utilización de conjuntos de
(m− βEDF ) tareas en multiprocesadores de (n− 1) procesadores.

UEDF-FF
wc (m, n, α) ≥

βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− βEDF , n− 1, α)
(3.14)

Pero el teorema 3 también relaciona el ĺımite de utilización de conjuntos de (m −
βEDF ) tareas en multiprocesadores de (n− 1) procesadores, con el ĺımite de utiliza-
ción de conjuntos de (m− 2βEDF ) tareas en multiprocesadores de (n− 2) procesa-
dores.

UEDF-FF
wc (m− βEDF , n− 1, α) ≥

βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− 2βEDF , n− 2, α)
(3.15)

Sustituyendo la ecuación (3.15) en la ecuación (3.14) se obtiene

UEDF-FF
wc (m, n, α) ≥

2βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− 2βEDF , n− 2, α)

Este procedimiento puede repetirse, hasta finalmente relacionar el ĺımite de utiliza-
ción de conjuntos de m tareas en multiprocesadores de n procesadores, con el ĺımite
de utilización de conjuntos de (m− (n− 1)βEDF ) tareas en un monoprocesador.

UEDF-FF
wc (m, n, α) ≥

(n− 1)βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-FF

wc (m− (n− 1)βEDF , 1, α)
(3.16)

El ĺımite de utilización para (m − (n − 1)βEDF ) tareas y un procesador es uno,
independientemente del valor de α.

UEDF-FF
wc (m− (n− 1)βEDF , 1, α) = 1 (3.17)
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Sustituyendo la ecuación (3.17) en la ecuación (3.16) se obtiene una cota inferior del
ĺımite de utilización de m tareas en n procesadores.

UEDF-FF
wc (m, n, α) ≥ βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.18)

El teorema 2 demostró que

UEDF-AA
wc (m, n, α) ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.19)

donde AA es un algoritmo de asignación cualquiera. Por lo tanto, es aplicable al
algoritmo de asignación FF. A partir de la ecuación (3.18) y de la ecuación (3.19)
se tiene

UEDF-FF
wc (m, n, α) =

βEDFn + 1

βEDF + 1

Se observa que UEDF-FF
wc sólo depende del número de procesadores, n, y del valor de

βEDF , luego finalmente se concluye con el resultado

UEDF-FF
wc = UEDF-FF

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1

�

El ĺımite de utilización empleando planificación EDF-FF es el más alto posible de
entre todos los algoritmos de asignación de tareas, pues coincide con la cota superior
proporcionada por el teorema 2.

3.2.3 Ĺımite de utilización para EDF-BF

El algoritmo de asignación Best Fit asigna cada tarea al procesador con menor
capacidad residual, pero suficiente para albergar la tarea. Si dos o más procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P1 . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostración del ĺımite de utilización para planificación EDF-BF es análoga
a la vista en el apartado 3.2.2 para la planificación EDF-FF.

Teorema 5 Si m > βEDFn se cumple

UEDF-BF

wc (m, n, α) ≥ βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-BF

wc (m− βEDF , n− 1, α)

Demostración
Se probará que cualquier conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de utiliza-
ción 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total menor o igual que

βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-BF

wc (m− βEDF , n− 1, α)



54 Ĺımites de utilización empleando planificación EDF

cabe en n procesadores empleando planificación EDF en cada procesador y asigna-
ción de tareas BF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m − βEDF ) tareas tienen utilización total menor o igual
que UEDF-BF

wc (m− βEDF , n− 1, α), esto es

m−βEDF
∑

i=1

ui ≤ UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

Las primeras (m−βEDF ) tareas caben en los primeros (n−1) procesadores, pues su
utilización total está por debajo del ĺımite de utilización. Por lo tanto, empleando el
algoritmo BF se asignan a los (n−1) primeros procesadores. Las restantes βEDF ta-
reas caben en el último procesador, pues la definición de βEDF implica que al menos
βEDF tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el último
procesador no significa que se asignen al último procesador. De todas formas, el caso
en el cual alguna de estas βEDF se asignase a alguno de los primeros (n− 1) proce-
sadores es más favorable, pues habŕıa menos tareas que asignar al último procesador.

Caso 2: Las primeras (m− βEDF ) tareas tienen una utilización total mayor que
UEDF-BF

wc (m− βEDF , n− 1, α), esto es,

m−βEDF
∑

i=1

ui > UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

En este caso se demostrará que el conjunto de las m tareas aún cabe en n procesa-
dores si su utilización total es igual a

UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) + ∆

donde ∆ ∈ �
, y

∆ ≤ βEDF

βEDF + 1

Debe existir una tarea τk, cuyo factor de utilización uk, sumado a los previos fac-
tores de utilización ui, hace que el ĺımite UEDF-BF

wc (m−βEDF , n−1, α) se supere. Esta
situación se muestra en la figura 3.3, la cual representa gráficamente los factores de
utilización de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostración. El valor del sub́ındice k se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condición:

k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) <

k
∑

i=1

ui

Debe notarse que k ≤ m− βEDF , pues de otra forma se estaŕıa en el caso 1.

Se puede demostrar que las primeras (k−1) tareas caben en los primeros (n−1)
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τ1 · · · τk−1 τk τk+1 · · · τm−βEDF · · · τm

UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) ∆

uk,1

u1 uk−1 uk uk+1 um−βEDF um

m
∑

i=k

ui

m−βEDF
∑

i=1

ui

k−1
∑

i=1

ui

Figura 3.3: Situación general en el caso 2 del teorema 5.

procesadores. La utilización total de las primeras (k − 1) tareas cumple

k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α)

Aplicando el lema 3 con (m− βEDF ) > (k − 1) y con RA=BF, se obtiene

UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) ≤ UEDF-BF

wc (k − 1, n− 1, α)

y por lo tanto
k−1
∑

i=1

ui ≤ UEDF-BF
wc (k − 1, n− 1, α)

De esta forma, las primeras (k−1) tareas caben en los (n−1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignación BF estas primeras (k− 1) tareas
se asignan a los (n− 1) primeros procesadores.

Falta por demostrar que las restantes (m − k + 1) tareas se pueden asignar a
alguno de los huecos que quedan en los primeros (n − 1) procesadores, o bien al
último procesador que de momento está vaćıo.

Analicemos la situación actual, representada en la figura 3.3. Se tienen (m −
k + 1) tareas de factores de utilización comprendidos entre cero y α. Se tiene que
(m − k + 1) > βEDF , pues en caso contrario se estaŕıa en el caso 1. La utilización
total de estas (m − k + 1) tareas es uk,1 + ∆, y por lo tanto es menor o igual que
uk,1 + βEDF/(βEDF + 1). El valor de uk,1 es menor que α, pues uk,1 < uk ≤ α. Se
dispone de huecos en los primeros (n− 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m−k +1−βEDF ) tareas de utilización total menor o igual que uk,1, además
de un procesador, el último, completamente vaćıo.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n− 1) procesadores, y el último procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las últimas (m− k + 1) tareas.

Para realizar la demostración el conjunto de todas las posibilidades definido
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por las restricciones anteriores se reducirá, introduciendo restricciones adicionales
que llevarán al caso más desfavorable. Estas restricciones adicionales se indican a
continuación:

• Se tiene un único procesador entre los (n− 1) primeros con capacidad residual
uk,1 capaz de albergar hasta (m−k+1−βEDF ) tareas. Los demás procesadores
de entre los (n−1) primeros están completamente llenos, es decir, su capacidad
residual es cero.

• Ninguna de las últimas (m − k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n − 1)
primeros procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede
demostrar de una manera formal. Supóngase que alguna de las (m − k + 1)
tareas se asignase a uno de los (n − 1) primeros procesadores, habŕıa dos
posibilidades. En la primera posibilidad, el nuevo número de tareas sin asignar,
esto es (m−k), es igual a βEDF por lo que las (m−k) tareas caben en el último
procesador y finaliza la demostración. La segunda posibilidad proporciona
el caso más desfavorable, en el cual (m − k) es mayor que βEDF . En este
último caso la situación es análoga a la representada en la figura 3.3, pero
con valores de uk,1 y ∆ aún más restringidos, y con k una unidad mayor.
Este razonamiento se puede repetir con todas las tareas en {τk, . . . , τm} que se
asignasen a los (n− 1) primeros procesadores obteniéndose que el conjunto de
tareas cabe en los procesadores, o bien un nuevo conjunto {τk, . . . , τm} análogo
al de la figura 3.3 en el que ninguna de estas tareas se asigna a alguno de los
(n− 1) primeros procesadores.

La consideración del caso más desfavorable descrito por las restricciones ante-
riores tiene efecto sobre los factores de utilización de las tareas {τk, . . . , τm}. Se
demostrará que con asignación BF se cumple en el caso más desfavorable que el
factor de utilización de las tareas {τk, . . . , τk+βEDF−1} es mayor que el valor uk,1.

La demostración se realizará por reducción al absurdo. Para ello, sea τl la primera
tarea en {τk, . . . , τk+βEDF−1} de factor de utilización ul ≤ uk,1. La única posibilidad
para que τl no se asigne a los (n − 1) primeros procesadores, tal como sucede en el
caso peor, es que la capacidad residual del último procesador sea menor que uk,1 una
vez asignadas a este procesador las tareas {τk, . . . , τl−1}. Esto es, debe cumplirse

1−
l−1
∑

i=k

ui < uk,1 (3.20)

Teniendo en cuenta que ui ≤ α y que l ≤ (k + βEDF − 1) se deduce

1−
l−1
∑

i=k

ui ≥ 1− (l − k)α ≥ 1− (βEDF − 1)α

Por definición de βEDF se tiene βEDF = b1/αc, y por lo tanto βEDF ≤ 1/α. Susti-
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tuyendo esta relación en la expresión anterior se tiene

1−
l−1
∑

i=k

ui ≥ α

Como uk,1 < α resulta que

1−
l−1
∑

i=k

ui > uk,1

lo cual contradice la ecuación (3.20).
Una vez se ha demostrado que el factor de utilización de las primeras βEDF tareas

del subconjunto {τk, . . . , τm} es mayor que uk,1, la demostración de que las tareas
{τk, . . . , τm} caben en el último procesador es relativamente simple.

Si uk,1 fuese mayor que 1/(βEDF + 1), entonces las primeras βEDF tareas de
{τk, . . . , τm} acumulaŕıan una utilización total de valor

k+βEDF−1
∑

i=k

ui > βEDFuk,1 >
βEDF

βEDF + 1

Se deduciŕıa entonces que la utilización total de las tareas {τk+βEDF
, . . . , τm} es

menor que uk,1 por lo que tienen que caber en el último procesador junto con las
tareas {τk, . . . , τk+βEDF−1}. Si no cupiesen en el último procesador, alguna de estas
tareas se asignaŕıa a los (n−1) primeros procesadores, lo cual contradice la hipótesis
del caso peor en el que todas las tareas {τk, . . . , τm} se asignan al último procesador.

Por lo tanto en el caso más desfavorable uk,1 ≤ 1/(βEDF +1). Como la utilización
total de las tareas {τk, . . . , τm} es igual a uk,1 + ∆, y ∆ < βEDF/(βEDF + 1), resulta
que la utilización total de estas tareas es menor o igual que uno. Por lo tanto, las
tareas {τk, . . . , τm} caben en el último procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilización total

UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) + ∆ ≤

UEDF-BF
wc (m− βEDF , n− 1, α) +

βEDF

βEDF + 1

cabe en n procesadores, de tal forma que el ĺımite de utilización UEDF-BF
wc (m, n, α)

debe cumplir

UEDF-BF
wc (m, n, α) ≥ βEDF

βEDF + 1
+ UEDF-BF

wc (m− βEDF , n− 1, α)

�
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Teorema 6 Si m > βEDFn se cumple que el ĺımite de utilización para EDF-BF es
una función única y exclusivamente de n y βEDF , y viene dado por

UEDF-BF

wc
(n, βEDF ) =

βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.21)

Demostración:
La demostración es idéntica a la del teorema 4. Es suficiente cambiar las iniciales
FF por las iniciales BF.

�

3.2.4 Ĺımite de utilización para EDF-WF

El algoritmo de asignación Worst Fit (WF) asigna cada tarea al procesador con ma-
yor capacidad residual, suficiente para albergar la tarea. Si dos o más procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P1 . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

Para obtener el ĺımite de utilización UEDF−WF
wc se obtendrá en primer lugar una

cota superior de dicho ĺımite de utilización.

Esta cota superior se verá que coincide con la cota inferior que proporciona el
teorema 1 para cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores.
Como el algoritmo de asignación WF es razonable, resulta que el ĺımite de utilización
asociado al mismo coincide con la cota inferior dada por el teorema 1, tal como indica
el corolario 1.

Teorema 7 Si m > βEDFn se cumple

UEDF−WF
wc (m, n, α) ≤ n− (n− 1)α

Demostración:
Se demostrará que existe un conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utili-
zación menores o iguales que α, y utilización total

U = n− (n− 1)α + ε

con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignación de tareas a procesadores.

Se construirá este conjunto de m tareas a partir de tres subconjuntos: un primer
subconjunto de (m− βEDFn− 1) tareas, un segundo subconjunto de βEDFn tareas,
y un tercer subconjunto formado por una única tarea.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilización de
valor

ui =
ε

2(m− βEDFn− 1)

con i = 1, . . . , (m− βEDFn− 1).
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Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilización
de valor

ui =
1− α

βEDF

+
ε

2βEDFn

con i = (m− βEDFn), . . . , (m− 1).

La tarea del tercer subconjunto tiene un factor de utilización de valor

um = α

Se puede comprobar que la utilización total obtenida a partir de los tres subcon-
juntos anteriores es

U = n− (n− 1)α + ε

A continuación se comprobará que el conjunto de tareas propuesto, obtenido a
partir de la unión de los subconjuntos anteriores, es válido. Esto es, se comprobará
que

0 < ui ≤ α

para i = 1, . . . , m.

Teniendo en cuenta que 0 < α ≤ 1, m > βEDFn, y βEDF ≥ 1 resulta que
los factores de utilización de todas las tareas son mayores que cero. El factor de
utilización de las tareas del primer y tercer subconjunto son obviamente menores o
iguales que α eligiendo un ε positivo suficientemente pequeño. Para demostrar la
validez del conjunto de tareas resta por demostrar que el factor de utilización de las
tareas del segundo subconjunto es menor o igual que α.

El lema 2 proporcionaba la siguiente expresión que permit́ıa calcular el valor de
βEDF a partir del valor de α

βEDF = b1/αc
Por lo tanto se cumple

βEDF >
1

α
− 1 =

1− α

α
y

1− α

βEDF
< α

Entre dos números reales siempre es posible encontrar otro número real, por lo tanto
existe un ε positivo suficientemente pequeño tal que

1− α

βEDF
+

ε

2βEDFn
< α

lo cual demuestra que el factor de utilización de las tareas del segundo subconjunto
también es menor o igual que α.

Una vez demostrado que el conjunto de tareas propuesto es válido, se demostrará
que no cabe en n procesadores empleando la asignación de tareas WF, y empleando
planificación EDF en cada procesador.

Empleando el algoritmo de asignación WF, las tareas del primer subconjunto se
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reparten de equitativamente entre los n procesadores. Equitativamente dentro de lo
posible, pues el número de tareas de este subconjunto no tiene por que se un múltiplo
de n. Estas tareas no tienen ninguna influencia sobre el resto de la demostración, por
lo que pueden ignorarse. Las tareas de este subconjunto son necesarias únicamente
dentro de la demostración para cumplir la restricción de que el conjunto de tareas
esté formado por m tareas.

Aplicando el algoritmo WF, las tareas del segundo subconjunto se asignan de tal
forma que cada procesador del multiprocesador recibe βEDF tareas. Por lo tanto, la
utilización total de cualquier procesador Pj es

Uj = 1− α +
ε

2n

La tarea del tercer subconjunto tiene un factor de utilización de valor α, la cual no
puede ser asignada a ninguno de los procesadores pues entonces la utilización total
del procesador Pj al cual se asignase pasaŕıa a ser

Uj = 1 +
ε

2n
> 1

Es decir, se ha encontrado un conjunto de m tareas válido de utilización total

U = n− (n− 1)α + ε

con ε → 0, el cual no cabe en n procesadores empleando asignación de tareas WF y
planificación EDF en cada procesador. Como consecuencia, se cumple:

UEDF−WF
wc (m, n, α) ≤ n− (n− 1)α

�

Corolario 1 Si m > βEDFn se cumple que el ĺımite de utilización para EDF-WF
es una función única y exclusivamente de n y α, y viene dado por

UEDF−WF
wc (n, α) = n− (n− 1)α (3.22)

Demostración
A partir del teorema 7 se tiene

UEDF−WF
wc (m, n, α) ≤ n− (n− 1)α

Por otra parte, como WF es un algoritmo razonable de asignación de tareas, apli-
cando el teorema 1 se deduce

UEDF−WF
wc (m, n, α) ≥ n− (n− 1)α

y por lo tanto
UEDF−WF

wc (m, n, α) = n− (n− 1)α

Se observa que UEDF-WF
wc sólo depende del número de procesadores, n, y del parámetro
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α, luego finalmente se concluye con el resultado

UEDF-WF
wc = UEDF-WF

wc (n, α) = n− (n− 1)α

�

El ĺımite de utilización empleando planificación EDF-WF es el más bajo posible
de entre todos los algoritmos razonables de asignación de tareas, pues coincide con
la cota inferior proporcionada por el teorema 1.

3.2.5 Ĺımite de utilización para EDF-RF

El algoritmo de asignación Random Fit (RF) asigna de forma aleatoria cada tarea
entre todos los procesadores con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Este algoritmo es el peor de los algoritmos de asignación razonables en términos de
ĺımite utilización. La explicación es simple, la asignación de tareas a procesadores
realizada por cualquier algoritmo razonable de asignación podŕıa ser el resultado
también de la asignación de tareas empleando el algoritmo RF. La probabilidad de
que RF realice la misma asignación puede ser mayor o menor, pero en cualquier caso
esa posibilidad siempre existe y debe ser tenida en cuenta.

A continuación, el teorema 8 proporciona el ĺımite de utilización empleando
planificación EDF-RF.

Teorema 8 Si m > βEDFn se cumple que el ĺımite de utilización para EDF-RF es
una función única y exclusivamente de n y α, y viene dada por

UEDF−RF
wc (n, α) = n− (n− 1)α (3.23)

Demostración
En el apartado 3.2.4 se obtuvo el ĺımite de utilización empleando el algoritmo razona-
ble de asignación de tareas WF. Como el ĺımite de utilización empleando asignación
RF no puede ser mayor que el ĺımite de utilización empleando asignación WF resulta

UEDF−RF
wc (m, n, α) ≤ UEDF−WF

wc = n− (n− 1)α (3.24)

Sin embargo, a partir del teorema 1 se sabe que el ĺımite de utilización asociado a
todos los algoritmos razonables de asignación de tareas debe ser mayor o igual que

n− (n− 1)α

Como RF es un algoritmo razonable de asignación de tareas, a partir del resultado
anterior se tiene

UEDF−RF
wc (m, n, α) ≥ n− (n− 1)α (3.25)

A partir de las ecuaciones (3.24) y (3.25) se deduce

UEDF−RF
wc (m, n, α) = n− (n− 1)α
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Se observa que UEDF-RF
wc sólo depende del número de procesadores, n, y del valor de

α, luego finalmente se concluye con el resultado

UEDF-RF
wc = UEDF-RF

wc (n, α) = n− (n− 1)α

�

El algoritmo de asignación RF puede emplearse para obtener los ĺımites de uti-
lización en el caso de la creación y destrucción dinámica de tareas que ocurre en los
cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

3.2.6 Ĺımite de utilización para EDF-OPT

El algoritmo de asignación de tareas a procesadores denominado Optimal (OPT)
es el algoritmo óptimo de asignación de tareas a procesadores. La obtención de la
asignación óptima de tareas es análoga al problema denominado bin-packing. Este
problema pertenece a la clase de problemas NP-hard en el sentido estricto, por lo
que no puede resolverse en general en tiempo pseudopolinomial. Aunque la bús-
queda de la asignación óptima de tareas a procesadores no resulta práctica, sirve
como referencia para conocer lo lejos que está un algoritmo heuŕıstico de asignación
del algoritmo optimo de asignación. Por ejemplo, si los resultados obtenidos para
un determinado algoritmo de asignación son cercanos a los obtenidos por el algorit-
mo óptimo, entonces no merece la pena la búsqueda de algoritmos heuŕısticos más
complejos pues la mejora que puede obtenerse es pequeña.

Una descripción más detallada del algoritmo de asignación OPT puede encon-
trarse en el caṕıtulo 2.

El algoritmo de asignación OPT asigna de forma factible todos los conjuntos de
tareas que pueden asignarse con otros algoritmos. Por lo tanto se deduce que el
ĺımite de utilización para EDF-OPT es mayor o igual que el ĺımite de utilización
empleando otros algoritmos de asignación y planificación EDF en cada procesador.
En particular, el algoritmo FF proporciona el máximo ĺımite de utilización de entre
todos los algoritmos razonables de asignación. Como el algoritmo OPT es también
razonable, resulta que el ĺımite de utilización asociado al mismo debe coincidir con
el ĺımite de utilización asociado al algoritmo FF. Es decir,

UEDF−OPT
wc = UEDF−OPT

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.26)

Esto no significa que los algoritmos FF y OPT sean capaces de asignar los mismos
conjuntos de tareas, sino que comparten el caso peor. En realidad, hay conjuntos
de tareas que pueden ser asignados empleando el algoritmo OPT pero no el FF. El
resultado inverso no es cierto por definición del algoritmo óptimo de asignación. Por
ejemplo, considérese el conjunto formado por cuatro tareas {τ1, τ2, τ3, τ4}, de facto-
res de utilización {0′35, 0′35, 0′6, 0′6}. Este conjunto no puede asignarse de forma
factible a dos procesadores empleando el algoritmo FF. Sin embargo el algoritmo
OPT puede asignarlos de forma factible, asignando a cada procesador una tarea de
factor de utilización 0′35 y otra de factor de utilización 0’6.
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3.2.7 Ĺımites de utilización empleando ordenación

Los algoritmos de asignación FF, BF, WF y RF no son más que distintas formas de
elegir un procesador de entre todos los procesadores en los que cabe la tarea. Estos
algoritmos no suponen una determinada ordenación de las tareas antes de hacer la
asignación. Las tareas vienen definidas únicamente por sus factores de utilización,
por lo que la ordenación de tareas consiste en la ordenación basada en factores de
utilización. Se consideran dos tipos de ordenación:

• Factores de utilización crecientes. Este tipo de ordenación se denota por I
(Increasing). Después de realizar la ordenación los factores de utilización de
las tareas cumplen la propiedad:

u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ um−1 ≤ um

donde τ1 es la primera tarea que se asigna, y τm la última.

• Factores de utilización decrecientes. Este tipo de ordenación se denota por D
(Decreasing). Después de realizar la ordenación los factores de utilización de
las tareas cumplen la propiedad:

u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ um−1 ≥ um

donde τ1 es la primera tarea que se asigna, y τm la última.

Intuitivamente, para llenar un recipiente con objetos es preferible al principio
situar en el mismo los objetos más grandes, y finalmente los más pequeños. Llevado
esto a los algoritmos de asignación de tareas hace pensar que lo mejor es ordenar
las tareas en sentido de factores de utilización decrecientes antes de realizar la asig-
nación. Sin embargo la intuición a veces “nos engaña” por lo que debe comprobarse
este punto.

Si so se considera ningún tipo de ordenación los algoritmos de asignación conser-
van los nombres anteriores, esto es, FF, BF, WF y RF. No obstante si llevan a cabo
un determinado tipo de ordenación antes de hacer la asignación llevan una letra
adicional que hace referencia a la misma. Para ordenación en sentido de factores de
utilización crecientes se tienen los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Para ordenación
en sentido decreciente de factores de utilización se tienen los algoritmos FFD, BFD,
WFD y RFD.

En general, la ordenación de tareas tiene efecto sobre los ĺımites de utilización,
tal como se muestra en este apartado y en el apartado 3.4. Sin embargo hay un
precio a pagar. En primer lugar, el algoritmo de ordenación tiene una complejidad
O(m log m), donde m es el número de tareas. Este algoritmo tiene en general un
coste computacional no despreciable, aunque asumible en muchos casos. En segundo
lugar, el proceso de ordenación es incompatible con una asignación en ĺınea de tareas
a procesadores. En la asignación en ĺınea no se conoce a priori el conjunto completo
de tareas a asignar, por lo que cada vez que llega una nueva tarea, el proceso de
ordenación puede dar lugar a que una tarea previamente asignada a un procesador
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deba reasignarse a otro procesador. Esto va en contra de la filosof́ıa de la planifi-
cación multiprocesador con particionado, donde se trata de evitar la migración de
tareas entre procesadores. La asignación en ĺınea de tareas plantea además otros
problemas que se tratan en el apartado 6.5.

A continuación se muestra el efecto de la ordenación de tareas sobre los ĺımites
de utilización. Para ello se analizan de forma sucesiva los algoritmos derivados del
FF, los derivados del BF, los derivados del WF, y finalmente los derivados del RF.

Deliveradamente se ha excluido el análisis de los algoritmos derivados del OPT.
La razón es simple, el algoritmo OPT es óptimo sean cuales sean los factores de
utilización de la tareas, e independientemente de si están ordenados o no.

Algoritmos de asignación FFD y FFI

Si el ĺımite de utilización asociado a un planificador monoprocesador dado y a un
algoritmo de asignación dado existe, este se puede obtener restándole un valor ar-
bitrariamente pequeño a la mı́nima utilización total evaluada entre los conjuntos de
tareas que no son planificables.

La idea es clara. Todos los conjuntos de tareas de utilización total por debajo
del mı́nimo son planificables. Además, siempre es posible encontrar un conjunto de
tareas de utilización total mayor que el mı́nimo que no es planificable.

Si de alguna manera se restringen los conjuntos de tareas sobre los cuales se
evalúa el mı́nimo, este mı́nimo aumenta, o al menos no decrece.

Todo proceso de ordenación de las tareas restringe los conjuntos posibles que
se pueden asignar con respecto al caso general en que no se realiza la ordenación.
Cuando no se realiza la ordenación el mı́nimo anterior se evalúa sobre los mismos
conjuntos de tareas que en el caso de existir ordenación, e incluso otros.

La planificación EDF-FF proporciona el ĺımite de utilización más alto posible, tal
como se deduce de los teoremas 2 y 4. Como por otra parte el ĺımite de utilización
para EDF-FFD no puede ser menor al restringirse los conjuntos de tareas posibles,
el ĺımite de utilización para EDF-FFD coincide con el ĺımite de utilización para
EDF-FF. Esto es,

UEDF−FFD
wc = UEDF−FFD

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.27)

El razonamiento empleado para obtener el ĺımite de utilización para planificación
EDF-FFD podŕıa emplearse para planificación EDF-FFI, obteniéndose el mismo
resultado.

UEDF−FFI
wc = UEDF−FFI

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.28)

Algoritmos de asignación BFD y BFI

El ĺımite de utilización para EDF-BF coincide con el ĺımite de utilización para EDF-
FF tal como muestran los teoremas 4 y 6. Por lo tanto, aplicando razonamientos
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análogos a los utilizados en el apartado anterior para planificación EDF-FFD y
EDF-FFI se deduce

UEDF−BFD
wc = UEDF−BFD

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.29)

y

UEDF−BFI
wc = UEDF−BFI

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.30)

Algoritmos de asignación WFD y WFI

En primer lugar se obtiene el ĺımite de utilización para EDF-WFI, y se dedicará el
resto de este apartado a la obtención del ĺımite de utilización para EDF-WFD.

En el teorema 7 se demostró que

UEDF−WF
wc (n, α) ≤ n− (n− 1)α

para lo cual se empleó un conjunto de tareas dividido en tres subconjuntos. Un
primer subconjunto formado por (m− βEDFn− 1) tareas de factor de utilización

ui =
ε

2(m− βEDFn− 1)

para i = 1, . . . , (m− βEDFn− 1).

Un segundo subconjunto de βEDFn tareas de factor de utilización

ui =
1− α

βEDF

+
ε

2βEDFn

con i = (m− βEDFn), . . . , (m− 1), y un tercer subconjunto formado por una única
tarea de factor de utilización

um = α

La utilización total obtenida a partir de los tres subconjuntos anteriores es

U = n− (n− 1)α + ε

Como se puede observar, los factores de utilización de las tareas del conjunto com-
pleto están ordenadas en sentido creciente de utilizaciones cuando ε → 0. Éste
conjunto de tareas no cab́ıa en n procesadores empleando la asignación de tareas
WF. Por lo tanto se deduce

UEDF−WFI
wc (m, n, α) ≤ n− (n− 1)α

Obsérverse como la expresión del ĺımite de utilización para EDF-WFI depende en
principio de m, n, y α. A lo sumo depende de los tres parámetros, de ah́ı que a
priori no se descarte ningún parámetro.

El teorema 1 demostraba que el ĺımite de utilización empleando planificación
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EDF y un algoritmo de asignación razonable arbitrario RA verificaba

UEDF−RA
wc (m, n, α) ≥ n− (n− 1)α

WFI es un algoritmo razonable de asignación, y por lo tanto

UEDF−WFI
wc (m, n, α) ≥ n− (n− 1)α

De tal forma que finalmente se concluye con el resultado

UEDF−WFI
wc = UEDF−WFI

wc (n, α) = n− (n− 1)α (3.31)

donde se observa que el ĺımite de utilización para EDF-WFI depende únicamente
del número de procesadores y del máximo factor de utilización alcanzable.

Una vez calculado el ĺımite de utilización para EDF-WFI se calculará a conti-
nuación el ĺımite de utilización para EDF-WFD. Sin embargo el proceso es algo más
complejo.

En primer lugar se obtendrá una cota inferior del ĺımite de utilización aplicable
a todos los algoritmos razonables de asignación que emplean ordenación de factores
de utilización en sentido decreciente.

Teorema 9 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res que no realiza internamente ninguna ordenación de los factores de utilización.
Sea RAD el algoritmo de asignación de tareas a procesadores obtenido ordenando
previamente las tareas en sentido decreciente de factores de utilización y aplicando
posteriormente el algoritmo de asignación RA. Si m > βEDFn se cumple

UEDF−RAD
wc ≥ βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.32)

Demostración:
Para n = 1 se cumple de forma trivial el resultado anterior pues la ecuación (3.32)
proporciona un ĺımite de utilización de valor uno, el cual se corresponde con el
ĺımite de utilización para el caso monoprocesador. Durante la parte restante de la
demostración se supone que n ≥ 2.

Sea τk la primera tarea del conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm} que no cabe en el
multiprocesador. Como el algoritmo de asignación RA es razonable se cumple

Uj > 1− uk (3.33)

para j = 1, . . . , m. Donde Uj es la utilización total de las tareas previamente asig-
nadas al procesador Pj, y uk es el factor de utilización de la tarea τk.

La utilización total de las k primeras tareas del conjunto se puede obtener como

k
∑

i=1

ui =

n
∑

j=1

Uj + uk (3.34)
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A partir de la ecuación (3.33) se deduce

n
∑

j=1

Uj >

n
∑

j=1

(1− uk) = n(1− uk)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.34) resulta

k
∑

i=1

ui > n(1− uk) + uk = n− (n− 1)uk (3.35)

Al estar las tareas ordenadas en sentido de factores de utilización decrecientes resulta
que el factor de utilización de la tarea τk es menor o igual que el factor de utilización
de las tareas {τ1, . . . , τk−1}. Por lo tanto se cumple:

uk ≤
∑k

i=1 ui

k

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.35) se obtiene

k
∑

i=1

ui > n− (n− 1)

∑k
i=1 ui

k

Despejando
∑k

i=1 ui en la ecuación anterior resulta

k
∑

i=1

ui >
kn

k + n− 1

Al ser τk una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilización total del
conjunto de tareas denotada por U verifica

U =

m
∑

i=1

ui ≥
k
∑

i=1

ui >
kn

k + n− 1
(3.36)

A continuación se calculará el valor mı́nimo que puede tomar la expresión

f(k, n) =
kn

k + n− 1
(3.37)

cuando k vaŕıa dentro de su rango permitido. Si k fuese menor o igual que βEDFn,
entonces las k primeras tareas cabŕıan en los procesadores, lo que contradeciŕıa la
hipótesis de que la tarea τk no cabe en el multiprocesador. Por lo tanto, k > βEDFn.

Se tiene que k ≤ m. Por lo tanto k puede tomar cualquier valor entero dentro
del rango [βEDFn + 1, m]. Calculando la derivada primera con respecto a k de la
función f(k, n) se tiene

∂f(k, n)

∂k
=

n(n− 1)

(k + n− 1)2
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Esta derivada es positiva para n ≥ 2, lo que se corresponde con una de las hipótesis
(recuérdese que para n = 1 el teorema se demostraba de forma trivial). Por lo tanto
la función f(k, n) es monótona creciente en la variable k. El valor más pequeño que
puede tomar esta función compatible con la restricción k ∈ [βEDFn+1, m] se obtiene
para k = (βEDFn+1). Sustituyendo k por el valor (βEDFn+1) en la ecuación (3.36)
se obtiene

U >
βEDFn + 1

βEDF + 1

Por lo tanto, una condición necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no
cabe en n procesadores empleando el algoritmo de asignación RAD y planificación
EDF es que su utilización U cumpla

U >
βEDFn + 1

βEDF + 1

de donde se deduce que todo conjunto de utilización U tal que

U ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1

cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposición con respecto al
algoritmo de asignación de tareas a procesadores RAD, salvo que RA sea razonable,
no realice internamente ordenación de tareas, y se realice la asignación RA justo des-
pués de la ordenación de las tareas en sentido de factores de utilización decrecientes.
Por consiguiente se cumple

UEDF−RAD
wc ≥ βEDFn + 1

βEDF + 1

�

La restricción de que el algoritmo RA no realice ninguna ordenación interna
de tareas trata de evitar la siguiente situación. Antes de realizar la asignación
RA, el algoritmo de asignación RA internamente realiza una ordenación diferente
a la ordenación en sentido de utilizaciones decrecientes, lo que anula la ordenación
externa, previa al algoritmo RA.

Aplicando el teorema 2 al algoritmo de asignación RAD se tiene

UEDF−RAD
wc (m, n, α) ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1

A partir de este resultado y del teorema 9 se obtiene

UEDF−RAD
wc = UEDF−RAD

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.38)

Lo cual demuestra que el ĺımite de utilización es el mismo para todos los algo-
ritmos de asignación obtenidos a partir de un algoritmo de asignación razonable sin
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ordenación interna, añadiendo un paso previo de ordenación de tareas en sentido
de factores de utilización decrecientes. Este ĺımite de utilización común viene dado
por la ecuación (3.38). Debe notarse además que este ĺımite de utilización depende
únicamente del número de procesadores y del parámetro βEDF .

Como el algoritmo WF es razonable y no realiza internamente ninguna ordena-
ción de tareas, para la planificación EDF-WFD se tiene

UEDF−WFD
wc = UEDF−WFD

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.39)

Algoritmos de asignación RFD y RFI

El ĺımite de utilización para EDF-RFD toma el valor

UEDF−RFD
wc = UEDF−RFD

wc (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1
(3.40)

dado por la ecuación (3.38), pues el algoritmo RF a partir del cual se obtiene el
algoritmo RFD es razonable y no realiza ninguna ordenación de tareas internamen-
te. Debe notarse que este ĺımite de utilización depende únicamente del número de
procesadores y del parámetro βEDF .

El ĺımite de utilización para planificación EDF-RFI se obtiene teniendo en cuenta
que ha de ser el peor de entre todos los ĺımites de utilización asociados a algoritmos
razonables de asignación con ordenación previa de tareas en sentido de factores de
utilización crecientes. En el apartado 3.2.7 se obtuvo

UEDF−WFI
wc (n, α) = n− (n− 1)α

Por lo tanto empleando el algoritmo de asignación RFI se tiene

UEDF−WFI
wc (m, n, α) ≤ UEDF−WFI

wc (n, α) = n− (n− 1)α

Sin embargo, aplicando el teorema 1 no es posible encontrar ningún algoritmo razo-
nable de asignación de tareas razonable con un ĺımite de utilización menor que

n− (n− 1)α

Como el algoritmo de asignación RFI es razonable (por ser RF razonable), se
tiene finalmente

UEDF−RFI
wc = UEDF−RFI

wc (n, α) = n− (n− 1)α (3.41)

Debe notarse además que este ĺımite de utilización depende únicamente del número
de procesadores y del máximo factor de utilización alcanzable.
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3.3 Análisis de los resultados teóricos

En este apartado se analizan los resultados teóricos obtenidos en el apartado 3.2
bajo la hipótesis m > βEDFn. Estos resultados son los siguientes:

• El ĺımite de utilización UEDF−RA
wc , asociado a la planificación EDF y a una

asignación de tareas razonable cualquiera RA, se encuentra dentro del rango

LEDF (n, α) = n− (n− 1)α ≤ UEDF−RA
wc ≤ βEDFn + 1

βEDF + 1
= HEDF (n, βEDF )

donde
βEDF = b1/αc

α es el máximo factor de utilización alcanzable, y n es el número de procesa-
dores que constituyen el multiprocesador.

• El ĺımite de utilización UEDF−RAD
wc , asociado a la planificación EDF y a una

asignación de tareas RAD, toma el valor

UEDF−RAD
wc = HEDF (n, βEDF ) =

βEDFn + 1

βEDF + 1

donde RAD representa un algoritmo de asignación de tareas obtenido median-
te ordenación previa de los factores de utilización en sentido decreciente, y
posterior asignación empleando un algoritmo razonable cualquiera RA que no
realice internamente ningún tipo de ordenación de tareas.

• El ĺımite de utilización asociado a la planificación EDF, y a las asignaciones
de tareas FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT toma el valor

HEDF (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1

• El ĺımite de utilización asociado a la planificación EDF, y a las asignaciones
de tareas WF, WFI, RF, y RFI toma el valor

LEDF (n, α) = n− (n− 1)α

Se puede ver que todos los resultados teóricos giran alrededor de dos expresiones
matemáticas

LEDF (n, α) = n− (n− 1)α

y

HEDF (n, βEDF ) =
βEDFn + 1

βEDF + 1

que se analizarán en los dos apartados siguientes.
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Figura 3.4: Representación del ĺımite LEDF (n, α).

3.3.1 Análisis del ĺımite LEDF (n, α)

En este apartado se analiza la función LEDF (n, α) que se corresponde con el ĺımite
de utilización empleando planificación EDF y asignación de tareas WF, WFI, RF y
RFI. Además también coincide con el ĺımite de utilización más bajo de entre todos
los algoritmos de asignación razonables bajo planificación EDF.

La figura 3.4 representa la función LEDF (n, α). La representación es continua
a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de mejorar la visualización.
Además la representación ha sido normalizada dividiendo LEDF (n, α) por el número
de procesadores, mostrando aśı la utilización total promedio de los procesadores.

Cada vez que se añade un procesador más al sistema el valor de LEDF (n, α) se
incrementa en la cantidad (1 − α). Por lo tanto, dependiendo del valor de α este
incremento vaŕıa en gran medida. Por ejemplo, en el caso más general se tiene α = 1,
lo que trae consigo un incremento nulo de LEDF (n, α), se sumen los procesadores que
se sumen. En este caso el ĺımite de utilización coincide con el del monoprocesador
y es por tanto igual a uno.

Esta desafortunada situación puede ilustrarse con un ejemplo. Considérese una
asignación de tareas WF, para la cual se tiene un ĺımite de utilización empleando
planificación EDF igual a LEDF (n, α). Considérese un conjunto de 20 tareas, de
las cuales las 19 primeras tienen un factor de utilización 0′000001, y la última un
factor de utilización 1′0. Este conjunto de tareas no cabe en ningún multiprocesador
verificando m > βn, es decir, n < 20. La utilización de este conjunto de tareas es
aproximadamente 1′0, y sin embargo no cabe en 19 procesadores.

Si bien para α = 1 se tiene una situación muy desafortunada, para α → 0 se tiene
el mejor caso posible. Cualquier procesador que se añada al sistema incrementa el
valor de LEDF (n, α) en uno. La explicación es clara, cuando los factores de utilización
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son muy pequeños se pueden llenar los procesadores casi hasta su capacidad. En este
caso un multiprocesador de n procesadores se comporta como un monoprocesador
n veces más rápido.

La función LEDF (n, α) proporciona el ĺımite de utilización empleando asignación
WF, WFI, RF y RFI. Sin embargo, hay casos prácticos en los cuales se está interesa-
do en el número mı́nimo de procesadores nEDF

wc que aseguran la planificabilidad de un
conjunto de m tareas de utilización total U y máximo factor de utilización alcanza-
ble α. En el caso de los algoritmos de asignación cuyo ĺımite de utilización asociado
viene dado por LEDF (n, α), el número mı́nimo de procesadores se representa por
nEDF−L

wc y se obtiene tal como se explica a continuación.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificación EDF. La primera de ellas proviene de la definición de βEDF

dada en el apartado 3.2 (véase la figura 3.1)

m ≤ βEDFnEDF−L
wc

Despejando nEDF−L
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nEDF−L
wc =

⌈

m

βEDF

⌉

(3.42)

La segunda condición de planificabilidad se deduce del empleo del ĺımite de utiliza-
ción

U ≤ LEDF (nEDF−L
wc , α) = nEDF−L

wc − (nEDF−L
wc − 1)α

Despejando nEDF−L
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nEDF−L
wc =

⌈

U − α

1− α

⌉

(3.43)

La ecuación (3.43) no es válida para U ≤ α. Sin embargo, en este caso un único
procesador es suficiente para planificar de forma factible el conjunto de tareas. Te-
niendo en cuenta esta observación, la ecuación (3.42) y la ecuación (3.43) se obtiene

nEDF−L
wc (m, U, α) =

{

1 si U ≤ 1

min
{⌈

m
βEDF

⌉

,
⌈

U−α
1−α

⌉

}

si U > 1
(3.44)

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilización total 15,
y factores de utilización menores o iguales que 0’25 (es decir βEDF = 4) empleando
asignación de tareas WF, WFI, RF o RFI y planificación EDF se necesitan 20
procesadores

nEDF−L
wc (100, 15, 0′25) = min

{⌈

100

4

⌉

,

⌈

15− 0′25

1− 0′25

⌉}

= 20
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0

0.25

0.5

0.75

1

1 5 10 15 20 25

βEDF = 1

βEDF = 2

βEDF = 3

βEDF = 10

βEDF = ∞
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Figura 3.5: Representación del ĺımite HEDF (n, βEDF ).

3.3.2 Análisis del ĺımite HEDF (n, βEDF )

En este apartado se analiza la función HEDF (n, βEDF ) que se corresponde con el
ĺımite de utilización empleando planificación EDF y asignación de tareas FF, FFD,
FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT. Además también coincide con el ĺımite
de utilización más alto de entre todos los algoritmos de asignación razonables bajo
planificación EDF.

La figura 3.5 representa la función HEDF (n, βEDF ). La representación es con-
tinua a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de mejorar la visuali-
zación. Además la representación ha sido normalizada dividiendo HEDF (n, βEDF )
por el número de procesadores, mostrando aśı la utilización total promedio de los
procesadores.

Cada vez que se añade un procesador más al sistema el valor de HEDF (n, βEDF )
se incrementa en la cantidad βEDF/(βEDF + 1). Por lo tanto, dependiendo del valor
de βEDF este incremento vaŕıa en gran medida. Por ejemplo, en el caso más general
se tiene βEDF = 1, lo que trae consigo un incremento de 0′5 por procesador.

Para βEDF →∞ se tiene el mejor caso posible. Cualquier procesador que se aña-
da al sistema incrementa el valor de HEDF (n, βEDF ) en uno. La explicación es clara,
en este caso α → 0. Cuando los factores de utilización son muy pequeños se pueden
llenar los procesadores casi hasta su capacidad. En este caso un multiprocesador de
n procesadores se comporta como un monoprocesador n veces más rápido.

La función HEDF (n, βEDF ) proporciona el ĺımite de utilización empleando asig-
nación FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD y OPT. Sin embargo, hay casos
prácticos en los cuales se esta interesado en el número mı́nimo de procesadores nEDF

wc

que aseguran la planificabilidad de un conjunto de m tareas de utilización total U .
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En el caso de los algoritmos de asignación cuyo ĺımite de utilización asociado vie-
ne dado por HEDF (n, βEDF ), el número mı́nimo de procesadores se representa por
nEDF−H

wc y se obtiene tal como se explica a continuación.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificación EDF. La primera de ellas proviene de la definición de βEDF

dada en el apartado 3.2 (véase la figura 3.1)

m ≤ βEDFnEDF−H
wc

Despejando nEDF−H
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nEDF−H
wc =

⌈

m

βEDF

⌉

(3.45)

La segunda condición de planificabilidad se deduce del empleo del ĺımite de utiliza-
ción

U ≤ HEDF (nEDF−H
wc , βEDF ) =

βEDFnEDF−H
wc + 1

βEDF + 1

Despejando nEDF−H
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nEDF−H
wc =

⌈

(βEDF + 1)U − 1

βEDF

⌉

(3.46)

La ecuación (3.46) no es válida para U ≤ 1/(βEDF + 1). Sin embargo, en este caso
un único procesador es suficiente para planificar de forma factible el conjunto de
tareas. Teniendo en cuenta esta observación, la ecuación (3.45) y la ecuación (3.46)
se obtiene

nEDF−H
wc (m, U, βEDF ) =

{

1 si U ≤ 1

min
{⌈

m
βEDF

⌉

,
⌈

(βEDF +1)U−1
βEDF

⌉}

en otro caso
(3.47)

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilización total
15, y factores de utilización menores o iguales que 0’25 (es decir βEDF = 4) em-
pleando asignación de tareas FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI, WFD, RFD o OPT, y
planificación EDF se necesitan 19 procesadores

nEDF−H
wc (100, 15, 0′25) = min

{⌈

100

4

⌉

,

⌈

(4 + 1)15− 1

4

⌉}

= 19

Un procesador menos que el necesario empleando asignación WF, WFI, RF o
RFI y planificación EDF, tal como se obtuvo al final del apartado 3.3.1.

Llegados a este punto resulta interesante comparar el ĺımite LEDF (n, α) con el
ĺımite HEDF (n, βEDF ). En primer lugar se sabe que

LEDF (n, α) ≤ HEDF (n, βEDF )
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Figura 3.6: Representación de la diferencia HEDF (n, βEDF ) − LEDF (n, α) para el
caso n = 2.

pues LEDF (n, α) es el mı́nimo de los ĺımites de utilización evaluado entre todos los
algoritmos de asignación razonables, y HEDF (n, βEDF ) es el máximo de los ĺımites
de utilización evaluado entre todos los algoritmos de asignación.

La diferencia entre ambos ĺımites es una función de α y n, pues βEDF = b1/αc.

HEDF (n, βEDF )− LEDF (n, α) =

⌊

1
α

⌋

n + 1
⌊

1
α

⌋

+ 1
− n + (n− 1)α (3.48)

La máxima diferencia se obtiene para α = 1. En este caso se tiene

HEDF (n, βEDF )− LEDF (n, α) =
n− 1

2
(3.49)

A medida que α decrece la diferencia va disminuyendo, aunque no de forma
monótona. En el ĺımite, cuando α → 0 la diferencia tiende a cero.

La diferencia entre los dos ĺımites no sólo tiende a cero cuando α → 0. También
tiende a cero cuando

α →
(

1

k

)+

donde k es un entero mayor que uno. Esto puede comprobarse en la figura 3.6, la
cual representa la diferencia entre los ĺımites de utilización para el caso n = 2.

El hecho de que coincidan las cotas inferior y superior de los ĺımites de utilización
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para algoritmos de asignación razonables cuando

α →
(

1

k

)+

demuestra que el ĺımite de utilización asociado a cualquier algoritmo razonable de
asignación de tareas empleando planificación EDF verifica

lim
ε→0+

UEDF−RA
wc (m, n, (1/k) + ε) =

(k − 1)n + 1

k
(3.50)

donde k es un entero mayor que uno.
Por ejemplo, supóngase que se ha diseñado un nuevo algoritmo razonable de

asignación de tareas a procesadores denominado RA. De antemano se puede afirmar
que el ĺımite de utilización asociado al mismo empleando planificación EDF toma el
valor

UEDF−RA
wc =

(k − 1)n + 1

k

para α = (1/k) + ε, con ε → 0 y k > 1.

3.4 Obtención de los ĺımites de utilización esta-

d́ısticos

El ĺımite de utilización (absoluto) se obtiene para conjuntos de tareas que pueden
ser infrecuentes en la práctica. Por ejemplo, considerando sólo el peor caso, los
algoritmos de asignación FF y OPT (el algoritmo óptimo) seŕıan equivalentes bajo
planificación EDF, pues ambos llevan asociado el mismo ĺımite de utilización. Sin
embargo, está claro que el algoritmo OPT es superior al FF en términos de planifi-
cabilidad. Esto indica que el caso peor es más pesimista para asignación OPT que
para asignación FF.

Con la intención de percibir el pesimismo asociado al ĺımite de utilización (ab-
soluto) se define el concepto de ĺımite de utilización estad́ıstico, denotado por U =
UEDF-AA

ac (m, n, p), tal como sigue.

Definición 4 Un conjunto de m tareas, de utilización total U = UEDF-AA
ac (m, n, p)

es planificable sobre n procesadores con probabilidad p empleando planificación EDF-
AA.

Si se generasen aleatoriamente conjuntos de m tareas sin ninguna restricción
sobre su factor de utilización (α = 1), de utilización total U = UEDF-FF

ac (m, n, p), el
p% de los conjuntos de tareas seŕıan planificables sobre n procesadores empleando
planificación EDF-AA. El (100% − p) restante se correspondeŕıa con conjuntos de
tareas que no caben en los n procesadores.

Para el caso p = 100% se tiene que el ĺımite de utilización estad́ıstico y absoluto
coinciden. Es decir,

UEDF−RA
wc (m, n, α = 1) = UEDF−RA

ac (m, n, p = 100%)
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Figura 3.7: Relación entre los conceptos de ĺımite de utilización absoluto y estad́ıstico
para unos valores de m y n fijos, y para una distribución estad́ıstica dada.

donde RA es un algoritmo de asignación de tareas razonable cualquiera.

La figura 3.7 muestra de forma intuitiva los conceptos de ĺımite de utilización
absoluto y estad́ıstico para unos valores de m y n fijos. En realidad para cada pareja
de valores m y n se obtendŕıa una curva diferente, suponiendo que los parámetros
de la distribución estad́ıstica son fijos.

La distribución estad́ıstica que se ha elegido para generar los conjuntos de tareas
es la Distribución Beta (Canavos, 1988). Se trata de una distribución cont́ınua de
probabilidad dada por la función de densidad

f(x; a, b) =

{

Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)

xa−1(1− x)b−1 0 < x < 1

0 en otro caso

Esta distribución tiene dos parámetros positivos que permiten seleccionar la media
µ, y la desviación t́ıpica σ de la distribución.

µ =
a

(a + b)
; σ2 =

ab

(a + b)2(a + b + 1)

Además es apropiada para generar los factores de utilización de las tareas, pues
sólo genera valores en el intervalo (0, 1). El máximo valor de σ para un valor dado
de µ es σmax =

√

µ(1− µ), el cual se obtiene considerando las restricciones de la
distribución Beta. Al variar la desviación t́ıpica desde cero hasta el máximo, los
factores de utilización pasan de ser iguales a ser muy diferentes. Por lo tanto, la
desviación t́ıpica de la distribución afecta la planificabilidad del sistema, por lo que
este factor debe ser tenido en cuenta. Por ejemplo, cuando la desviación t́ıpica toma
un valor cercano a su máximo todos los factores de utilización tienden a cero o a
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uno. Por el contrario, cuando la desviación t́ıpica de la distribución tiende a cero,
los factores de utilización de todas las tareas toman el mismo valor. En este último
caso el ĺımite de utilización proporciona una condición de planificabilidad exacta
independiente del algoritmo razonable de asignación de tareas, tal como demuestra
el teorema 10.

Teorema 10 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea {τ1 . . . , τm} un conjunto de m tareas de idénticos factores de
utilización y utilización total U .
El conjunto de tareas es planificable empleando planificación EDF-RA sobre n pro-
cesadores si y solo si

U ≤ m
⌈

m
n

⌉ (3.51)

Demostración:
En primer lugar se demostrará que si

U ≤ m
⌈

m
n

⌉

entonces el conjunto de m tareas cabe en los n procesadores.
El factor de utilización, común a todas las tareas, verifica

ui ≤
1
⌈

m
n

⌉

Por lo tanto, al menos
⌈

m
n

⌉

de estas tareas caben en cada procesador. En los n
procesadores caben por lo tanto n

⌈

m
n

⌉

tareas de factor de utilización ui. Como
n
⌈

m
n

⌉

≥ m, resulta que las m tareas caben en los n procesadores.

Finalmente se demostrará que si

U >
m
⌈

m
n

⌉

no caben las m tareas en los n procesadores. En este caso el factor de utilización,
común a todas las tareas, verifica

ui >
1
⌈

m
n

⌉

Por lo tanto, en cada procesador caben a lo sumo
⌈

m
n

⌉

− 1 tareas, y en los n pro-
cesadores a lo sumo n

(⌈

m
n

⌉

− 1
)

. Pero este número es menor que m, el número de
tareas del conjunto, y por lo tanto el conjunto de tareas no es planificable.

�

La figura 3.8 muestra la representación gráfica de la función m

dm
n e . Cabe destacar las

siguientes caracteŕısticas de la ecuación (3.51):

• El ĺımite de utilización coincide con el ideal para un número de tareas múltiplo
del número de procesadores.
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Figura 3.8: Representación del ĺımite de utilización exacto para el caso de factores
de utilización iguales y planificación EDF-RA.

• Aparecen unos ciclos de amplitud proporcional al número de procesadores al
variar el número de tareas.

• La amplitud de los ciclos decrece a medida que aumenta el número de tareas.

Con la intención de establecer el pesimismo de los limites de utilización absolu-
tos empleando planificación EDF se van llevar a cabo experimentos de simulación.
Antes de realizar dichos experimentos es conveniente identificar con claridad que
resultado se pretende obtener y en función de que parámetros. El resultado que se
desea obtener es el ĺımite de utilización estad́ıstico. Una vez elegida la distribución
Beta para generar los factores de utilización de las tareas, el ĺımite de utilización
estad́ıstico depende de los siguientes parámetros:

• Número de procesadores n. El número de procesadores variará entre 2 y 10
en incrementos de 1. No se considera el caso de un procesador pues en este
caso se sabe directamente que el ĺımite de utilización estad́ıstico coincide con
el absoluto y toma el valor uno.

• Número de tareas m. El número de tareas empleado será m = 2n, m = 3n,
m = 4n y m = 10n, donde n puede tomar los valores especificados anterior-
mente.

• Probabilidad p. Este parámetro tomará los valores 50%, 75%, 90%, y 99%.
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• Desviación t́ıpica de la distribución σ. Los valores que se consideran son σ =
0′001σmax, σ = 0′1σmax, σ = 0′2σmax, y aśı sucesivamente hasta σ = 0′9σmax.

• Algoritmo razonable de asignación de tareas RA. Puede ser cualquiera de los
algoritmos considerados en la tesis, esto es, FF, FFD, FFI, BF, BFD, BFI,
WF, WFD, WFI, RF, RFD y RFI.

Para la obtención de los ĺımites de utilización estad́ısticos se barre a intervalos
de 0′01 la utilización total U dentro del rango [1, 0′9n]. El número de conjuntos de
tareas NC generados para cada vector (n, m, σ, U) es como mı́nimo Nc = 1000, para
todos los valores de p, y para todos los algoritmos de asignación.

El mecanismo de obtención de los ĺımites estad́ısticos es el siguiente:

1. Generar Nc conjuntos de tareas para cada vector (n, m, σ, U) empleando una
distribución Beta de media U/m y desviación t́ıpica σ.

2. Obtener el porcentaje de conjuntos de tareas planificables empleando la asig-
nación RA, para cada uno de los valores de U anteriores.

3. El ĺımite de utilización estad́ıstico asociado al vector (n, m, p, σ, RA, U) se ob-
tiene como el valor de U para el cual el tanto por ciento de tareas planificables
es mayor o igual que p, y además para (U + 0′01) el tanto por ciento de tareas
planificables es menor que p.

Debe observarse que no se establece ninguna restricción sobre el tamaño máximo
de las tareas. Es decir, 0 < ui ≤ 1 para toda tarea τi de los conjuntos generados.

En el apartado siguiente se muestran los ĺımites de utilización estad́ısticos pa-
ra cada uno de los algoritmos de asignación analizados en la tesis, a excepción del
algoritmo OPT. La obtención de los ĺımites de utilización estad́ısticos asociados al
algoritmo OPT requiere un tiempo computacional excesivo. No obstante, en el apar-
tado 3.5 se compara el algoritmo óptimo con el mejor de los algoritmos heuŕısticos
presentados en la tesis, para valores bajos del número de tareas y del número de
procesadores.

Por una parte, se representan los ĺımites estad́ısticos para las desviaciones t́ıpicas
σ = 0′1σmax, σ = 0′3σmax, σ = 0′5σmax, σ = 0′7σmax, y σ = 0′9σmax. Además se
representa un ĺımite estad́ıstico independiente de la desviación t́ıpica que se obtiene
como el mı́nimo de los ĺımites estad́ısticos evaluado entre 10 las desviaciones t́ıpicas
consideradas entre σ = 0′001σmax y σ = 0′9σmax.

Por otra parte, se representa además el ĺımite de utilización absoluto para el ca-
so α = 1. Esto permite comparar los ĺımites de utilización absolutos y estad́ısticos.
Finalmente las figuras muestran la función U = n, la cual representa el comporta-
miento ideal del multiprocesador. Esto es, cuando el multiprocesador se comporta
como un monoprocesador n veces más rápido.



3.4 Obtención de los ĺımites de utilización estad́ısticos 81

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.1

UEDF−FF
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.9: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.7

UEDF−FF
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.10: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y p = 75%.
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Figura 3.11: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y p = 90%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)

Figura 3.12: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y p = 99%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

5
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

0.001 ≤ σ/σmax ≤ 0.9

UEDF−FFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.13: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFD y p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.7

UEDF−FFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.14: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFD y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.7

UEDF−FFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.15: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFD y p = 90%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.3

UEDF−FFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.16: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFD y p = 99%.
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Figura 3.17: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFI y p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.3

UEDF−FFI
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.18: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFI y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

Figura 3.19: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFI y p = 90%.
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Figura 3.20: Ĺımites de utilización para planificación EDF-FFI y p = 99%.
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Figura 3.21: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BF y p = 50%.
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Figura 3.22: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BF y p = 75%.



3.4 Obtención de los ĺımites de utilización estad́ısticos 95

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.1

UEDF−BF
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.23: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BF y p = 90%.
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Figura 3.24: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BF y p = 99%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

B
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

5
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

0.001 ≤ σ/σmax ≤ 0.9

UEDF−BFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.25: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFD y p = 50%.
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Figura 3.26: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFD y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

B
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

0.001 ≤ σ/σmax ≤ 0.9

UEDF−BFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.27: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFD y p = 90%.
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Figura 3.28: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFD y p = 99%.
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Figura 3.29: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFI y p = 50%.
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Figura 3.30: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFI y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

B
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.9

UEDF−BFI
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.31: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFI y p = 90%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

B
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

0.001 ≤ σ/σmax ≤ 0.9

UEDF−BFI
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.32: Ĺımites de utilización para planificación EDF-BFI y p = 99%.
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Figura 3.33: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WF y p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

W
F

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)

Figura 3.34: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WF y p = 75%.
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Figura 3.35: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WF y p = 90%.
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Figura 3.36: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WF y p = 99%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

W
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

5
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.7

UEDF−WFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.37: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFD y p = 50%.
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Figura 3.38: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFD y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

W
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.5

UEDF−WFD
wc (n, βEDF = 1)
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

W
F

D
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

0.001 ≤ σ/σmax ≤ 0.9

UEDF−WFD
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.39: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFD y p = 90%.
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Figura 3.40: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFD y p = 99%.
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Figura 3.41: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFI y p = 50%.
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Figura 3.42: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFI y p = 75%.
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Figura 3.43: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFI y p = 90%.
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Número de procesadores (n)
U

E
D

F
−

W
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.5

UEDF−WFI
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.44: Ĺımites de utilización para planificación EDF-WFI y p = 99%.
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Figura 3.45: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RF y p = 50%.
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Figura 3.46: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RF y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

R
F

a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ideal
m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.5

UEDF−RF
wc (n, βEDF = 1)
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Figura 3.47: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RF y p = 90%.
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Figura 3.48: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RF y p = 99%.
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Figura 3.49: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFD y p = 50%.
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Figura 3.50: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFD y p = 75%.
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Figura 3.51: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFD y p = 90%.
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Figura 3.52: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFD y p = 99%.
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Figura 3.53: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFI y p = 50%.
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Figura 3.54: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFI y p = 75%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

R
F

I
a
c

(m
,n

,p
=

9
0
%

)

Figura 3.55: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFI y p = 90%.
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Figura 3.56: Ĺımites de utilización para planificación EDF-RFI y p = 99%.
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3.5 Comparación de los algoritmos de asignación

de tareas

A continuación se muestra la información mas relevante obtenida mediante observa-
ción de las gráficas obtenidas en el apartado anterior. Esta información es útil para
la comparación de los diferentes algoritmos de asignación de tareas.

• El ĺımite de utilización estad́ıstico más elevado se obtiene para los algoritmos
FFD, BFD, WFD y RFD. Por lo tanto, la ordenación de las tareas en sentido de
factores de utilización decrecientes mejora la planificabilidad. Este resultado
se ajusta a la idea intuitiva de que es preferible colocar los “objetos grandes”
antes que los “objetos pequeños”. El inconveniente de la ordenación de tareas
es que no puede realizarse en ĺınea.

• El ĺımite de utilización estad́ıstico es prácticamente idéntico para todos los
algoritmos estudiados con ordenación de tareas en el sentido de factores de
utilización decrecientes. La consecuencia de esta observación es la superioridad
del algoritmo FFD sobre los algoritmos BFD, WFD y RFD, pues estos últimos
llevan asociado en general un coste computacional mayor.

• La ordenación de tareas en sentido de factores de utilización crecientes reduce
el ĺımite de utilización estad́ıstico de forma apreciable, en comparación con la
asignación de tareas sin ordenación. Por lo tanto, en este sentido los algoritmos
FF, BF, WF y RF son superiores a los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Como
además estos últimos llevan asociado en general un coste computacional mayor,
y no son aplicables en ĺınea, definitivamente son inferiores a sus versiones sin
ordenación.

• De todos los algoritmos sin ordenación presentados, los algoritmos FF y BF
poseen el ĺımite de utilización mayor, especialmente cuando los factores de
utilización de las tareas son bastante diferentes (es decir, para valores elevados
de σ). Además, los ĺımites de utilización para FF son un “calco” de los ĺımi-
tes de utilización para BF. Teniendo en cuenta el mayor coste computacional
asociado en general a los algoritmos BF, WF y RF, resulta que el algoritmo
FF es superior a todos ellos.

• Se observa que todos los ĺımites de utilización estad́ısticos se acercan a los
ĺımites de utilización absolutos a medida que el parámetro p crece.

• Los ĺımites de utilización estad́ısticos asociados a los algoritmos WF, RF, WFI
y RFI tienden a uno cuando la desviación t́ıpica tiende a su valor máximo. La
explicación es clara, con desviaciones t́ıpicas elevadas los factores de utilización
son todos o casi cero o casi uno. Por lo tanto se está cerca del caso peor,
presentado en el teorema 7.

• Salvo para desviaciones t́ıpicas elevadas con asignación WF, RF, WFI o RFI,
los ĺımites de utilización estad́ısticos son una función lineal del número de
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procesadores. Esta linealidad también esta presente en todos los ĺımites de
utilización absolutos.

La conclusión fundamental que puede extraerse de los resultados de simulación
está en la superioridad de los algoritmos de asignación FF y FFD sobre todos los
demás. El algoritmo FFD es superior en términos de planificabilidad al algoritmo
FF, pero no obstante su coste computacional es mayor y no puede aplicarse en ĺı-
nea. Además, los algoritmos FF y FFD tienen el ĺımite de utilización absoluto más
elevado, idéntico al del algoritmo de asignación de tareas óptimo.

Antes de finalizar este caṕıtulo quedan dos cuestiones por resolver:

• ¿Merece la pena buscar algoritmos de asignación de tareas que mejoren el
ĺımite de utilización estad́ıstico asociado al algoritmo FFD?

• ¿Merece la pena buscar algoritmos en ĺınea de asignación de tareas que mejoren
el ĺımite de utilización estad́ıstico asociado al algoritmo FF?

Para dar una respuesta a la primera pregunta se han realizado experimentos de
simulación análogos a los en el apartado anterior, empleando como algoritmo de
asignación de tareas el algoritmo óptimo. No obstante, en los experimentos de si-
mulación se ha restringido las posibles combinaciones de número de tareas y número
de procesadores a las siguientes: (m = 4, n = 2), (m = 6, n = 2), (m = 8, n = 2),
(m = 6, n = 3), (m = 9, n = 3), (m = 12, n = 3), (m = 8, n = 4), y (m = 12, n = 4).
El objetivo de la restricción es limitar el coste computacional a valores razonables.
Las figuras 3.57 a 3.60 muestran los resultados obtenidos.

En el eje de ordenadas se representa la diferencia entre los limites de utilización
estad́ısticos empleando los algoritmos de asignación FFD y OPT (óptimo). El re-
sultado se ha dividido por el número de procesadores con la intención de mostrar la
mejora por procesador obtenida empleando el algoritmo de asignación óptimo. Cada
una de las subfiguras se corresponde con una pareja de valores (σ, p) diferente. La
excepción se encuentra en las subfiguras etiquetadas con 0′001 ≤ σ/σmax ≤ 0′9, las
cuales se corresponden con el máximo de las curvas obtenidas para las desviaciones
t́ıpicas σ/σmax = 0′001, 0′1, 0′2, . . . , 0′9 y el mismo valor de p.

La conclusiones obtenidas a partir de las figuras 3.57 a 3.60 se indican a conti-
nuación:

• La máxima mejora obtenida empleando el algoritmo óptimo con respecto al
algoritmo FFD es del orden de 0′05, 0′06, 0′07, y 0′09 para los valores p = 50%,
p = 75%, p = 90%, y p = 99% respectivamente.

• La mejora obtenida es prácticamente nula para m = 2n. Lo que hace ver que
la mejora es baja para conjuntos de pocas tareas.

• Se observa una tendencia general de aumento de la mejora a medida que au-
menta el número de procesadores, aunque cada vez con un ritmo de crecimiento
menor.



3.5 Comparación de los algoritmos de asignación de tareas 131

• La mejora obtenida empleando distribuciones de factores de utilización con
desviación t́ıpica mayor de 0′3 veces la máxima es insignificante. Esto hace
ver que el algoritmo óptimo mejora al algoritmo FFD sólo en aquellos casos
en los que los factores de utilización de las tareas son relativamente parecidos.

Para conjuntos de muchas tareas el algoritmo FFD tiene un comportamiento casi
ideal, pues el factor de utilización de las tareas es probabiĺısticamente muy pequeño.
Por lo tanto, en este caso el algoritmo óptimo no mejoraŕıa casi nada los resultados
obtenidos empleando el algoritmo de asignación FFD. No obstante, este resultado
no se puede observar en las figuras, debido a las severas restricciones impuestas en
cuanto al número de tareas y procesadores.

Como conclusión, se puede decir que la mejora obtenida empleando el algoritmo
de asignación óptimo es en general escasa. Esta es significativa, del orden del 10% por
procesador, únicamente cuando todos los factores de utilización son muy similares
y se tiene un elevado número de procesadores. No obstante, este resultado debe
tomarse con cautela, pues es básicamente la consecuencia de resultados de simulación
con fuertes restricciones en cuanto al número de tareas y procesadores.
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Figura 3.57: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

O
P

T

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)−
U

E
D

F
−

F
F

D

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)
n

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

1 2 3 4

m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.9
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Figura 3.58: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 75%.
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Figura 3.59: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 90%.
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Figura 3.60: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-OPT y EDF-FFD para p = 99%.
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Una vez se ha respondido a la primera cuestión de forma negativa, se puede
replantear la segunda cuestión de la siguiente forma:
¿Merece la pena buscar algoritmos en ĺınea de asignación de tareas que mejoren el
ĺımite de utilización estad́ıstico asociado al algoritmo FF, acercándolo al ĺımite de
utilización estad́ıstico asociado al algoritmo FFD?
Se puede responder a esta cuestión representando la función UEDF−FFD

ac (m, n, p)−
UEDF−FF

ac (m, n, p) para diferentes valores de σ y p, tal como se muestra en las
figuras 3.61 a 3.64.

Cada una de las subfiguras se corresponde con una pareja de valores (σ, p) dife-
rente. La excepción se encuentra en las subfiguras etiquetadas con 0′001 ≤ σ/σmax ≤
0′9, las cuales se corresponden con el máximo de las curvas obtenidas para las des-
viaciones t́ıpicas σ/σmax = 0′001, 0′1, 0′2, . . . , 0′9 y el mismo valor de p.

La conclusiones obtenidas a partir de las figuras 3.61 a 3.64 se indican a conti-
nuación:

• La máxima mejora obtenida empleando el algoritmo FFD con respecto al al-
goritmo FF es del orden de 0′05, 0′06, 0′08, y 0′09 para los valores p = 50%,
p = 75%, p = 90%, y p = 99%.

• La mejora obtenida es bastante independiente del número de procesadores.

• La mejora obtenida empleando distribuciones de factores de utilización con
desviación t́ıpica menor de 0′3 veces la máxima y mayor que 0′7 la máxima es
insignificante.

Para conjuntos de muchas tareas el algoritmo FF tiene un comportamiento casi
ideal, pues el factor de utilización de las tareas es probabiĺısticamente muy pequeño.
Por lo tanto, en este caso el algoritmo FFD no mejoraŕıa casi nada los resultados
obtenidos empleando el algoritmo de asignación FFD. No obstante, este resultado
no se puede observar en las figuras, debido a la limitación en el número de tareas a
m ≤ 10n.

En resumen, se puede decir que la mejora obtenida empleando el algoritmo de
asignación FFD es relativamente escasa con respecto al algoritmo FF. Esta es sig-
nificativa, del orden del 10% por procesador, sólo en algunos casos. No obstante,
este resultado debe tomarse con cautela, pues es básicamente la consecuencia de
resultados de simulación con fuertes restricciones en cuanto al número de tareas y
procesadores.

Como conclusión final de este apartado, los algoritmos de asignación FF y FFD
son dos excelentes opciones para la asignación de tareas en ĺınea y fuera de ĺınea
respectivamente, pues presentan un comportamiento razonablemente cercano al del
algoritmo de asignación óptimo y presentan asimismo un bajo coste computacional.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D

a
c

(m
,n

,p
=

5
0
%

)−
U

E
D

F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

5
0
%

)
n

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.3
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Figura 3.61: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-FFD y EDF-FF para p = 50%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)−
U

E
D

F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)
n

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.7

Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)−
U

E
D

F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

7
5
%

)
n

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.9
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Figura 3.62: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-FFD y EDF-FF para p = 75%.
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Figura 3.63: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-FFD y EDF-FF para p = 90%.
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Número de procesadores (n)

U
E

D
F
−

F
F

D

a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)−
U

E
D

F
−

F
F

a
c

(m
,n

,p
=

9
9
%

)
n

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

m = 10n
m = 4n
m = 3n
m = 2n

σ/σmax = 0.5
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Figura 3.64: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-FFD y EDF-FF para p = 99%.



Caṕıtulo 4

Ĺımites de utilización empleando

planificación RM

En este caṕıtulo se presentan los ĺımites de utilización para planificación Rate Mo-
notonic (RM) sobre multiprocesadores homogéneos empleando técnicas de particio-
nado. Las tareas se planifican con expulsión sobre cada monoprocesador empleando
prioridades fijas asignadas de acuerdo con el algoritmo RM. Las tareas se asignan
a los procesadores de acuerdo con los algoritmos de asignación presentados en el
apartado 2.1.1. Las restricciones de tiempo real se modelan como plazos cŕıticos
de valor igual a los periodos de las tareas. Los ĺımites de utilización para plazos
menores que los periodos y planificación RM se presentan en el apartado 6.3.

La obtención de los ĺımites de utilización empleando planificación RM es mucho
más compleja que la obtención empleando planificación EDF. La razón está en que la
capacidad del procesador ya no es fija, sino que depende del número de procesadores
tal como indica el ĺımite m(21/m − 1), y por lo tanto puede variar entre ln 2 y 1. Por
lo demás se puede observar que este caṕıtulo es análogo al caṕıtulo 3.

En primer lugar, se define en el apartado 4.1 el concepto de ĺımite de utilización
para planificación RM y un algoritmo arbitrario de asignación de tareas AA dado.
Al final del apartado 4.1 se demuestra la existencia de dicho ĺımite para el caso de
algoritmos de asignación razonables.

El ĺımite de utilización asociado a cualquier algoritmo razonable de asignación
de tareas y planificación RM se encuentra dentro de un intervalo [LRM , HRM ]. El
término LRM del intervalo se corresponde con el mı́nimo de los ĺımites de utilización
URM−RA

wc , evaluado entre todos los algoritmos RA de asignación razonables. De
forma análoga, el término HRM del intervalo se corresponde con el máximo de los
ĺımites de utilización URM−RA

wc , evaluado entre todos los algoritmos RA de asignación
razonables. El intervalo [LRM , HRM ] se calcula en el apartado 4.2.1.

El ĺımite de utilización para los algoritmos de asignación FF, BF, WF, RF y
OPT se calcula en los apartados 4.2.2 a 4.2.6.

La ordenación de las tareas por factores de utilización antes de realizar la asig-
nación FF, BF, WF o RF, modifica los ĺımites de utilización de la forma indicada
en el apartado 4.2.7.

Las expresiones matemáticas de los ĺımites de utilización obtenidas en los apar-
tados 4.2.1 a 4.2.7 son analizadas en el apartado 4.3.



142 Ĺımites de utilización empleando planificación RM

Con la intención de mostrar el pesimismo de los ĺımites de utilización absolutos,
en el apartado 4.4 se presentan los ĺımites de utilización estad́ısticos, obtenidos
mediante simulación exhaustiva. Los ĺımites de utilización absolutos, denominados
simplemente ĺımites de utilización, se obtienen considerando el caso peor. Estos
son el resultado de un enfoque puramente teórico del problema. Los ĺımites de
utilización estad́ısticos permiten un tanto por ciento de conjuntos de tareas generados
aleatoriamente que no son planificables. Estos últimos son el resultado del enfoque
de simulación. Por lo tanto, la información proporcionada por los enfoques teórico
y de simulación es complementaria.

La comparación entre los diferentes algoritmos de asignación proporciona resul-
tados análogos a los obtenidos en el apartado 3.5, con ciertos matices indicados al
final del apartado 4.4

4.1 Definición y existencia de los ĺımites de utili-

zación

En este apartado se define el concepto de ĺımite de utilización para planificación
multiprocesador con particionado, empleando planificación monoprocesador RM,
y un algoritmo arbitrario de asignación de tareas AA dado. Una vez definido el
concepto de ĺımite de utilización se demuestra su existencia para el caso de algoritmos
de asignación razonables.

Por convenio, la planificación multiprocesador con particionado empleando RM
como planificador monoprocesador y AA como algoritmo de asignación de tareas se
representa por RM-AA. El ĺımite de utilización asociado (si existe) se representa por
URM−RA

wc . Cuando el algoritmo de asignación es razonable se sustituyen las iniciales
AA por las iniciales RA.

Definición 5 El ĺımite de utilización para RM-AA se define como el número real
URM−AA

wc que verifica las siguientes propiedades:

• Cualquier conjunto de tareas de utilización total U ≤ URM−AA
wc cabe en el

multiprocesador, empleando planificación monoprocesador RM y asignación de
tareas AA. Por lo tanto es planificable empleando planificación multiprocesador
RM-AA.

• Para todo valor de utilización U > URM−AA
wc existe al menos un conjunto

de tareas con esa utilización que no cabe en el multiprocesador empleando
planificación RM y asignación de tareas AA. Por lo tanto, el conjunto de
tareas con esa utilización puede ser planificable o no empleando planificación
multiprocesador RM-AA.

Por consiguiente, el ĺımite de utilización puede emplearse como una condición
suficiente de planificabilidad.

Una tarea cabe en un procesador si la suma de los factores de utilización de la
tarea en cuestión y de las tareas previamente asignadas al procesador acumulan una
utilización total menor o igual que m(21/m − 1). Este resultado es una consecuencia
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del ĺımite de utilización para planificación RM en monoprocesadores (Liu y Lay-
land, 1973). El ĺımite de utilización m(21/m − 1) se obtiene cuando los factores de
utilización de todas las tareas son iguales. Si estos no fuesen iguales la condición de
planificabilidad ajustada en función de los factores de utilización vendŕıa dada por
el teorema siguiente.

Teorema 11 (Oh y Son, 1995). Si un conjunto de (m − 1) tareas es planificable
en un monoprocesador empleando planificación RM y se añade una nueva tarea τm

de factor de utilización um, el conjunto de m tareas resultante es planificable si al
menos una de las m condiciones siguientes se cumple:

um ≤ 2

λ(k)
∏k

i=1(1 + ui)
− 1; 0 ≤ k ≤ m− 1

donde

λ(k) =







1 si k = m− 1
(

1 +
� m−1

i=k+1 ui

m−k−1

)(m−k−1)

en otro caso

Además la condición de planificabilidad es ajustada.

El ĺımite de utilización de Liu y Layland (1973) se obtiene particularizando esta
condición para el caso de factores de utilización iguales.

La aplicación de esta condición de planificabilidad complica extraordinariamente
la obtención de los ĺımites de utilización multiprocesador empleando planificación
monoprocesador RM. Además, la mejora de planificabilidad que se obtiene es muy
reducida, de ah́ı que en este caṕıtulo se considere siempre la condición de planifi-
cabilidad de Liu y Layland (1973). En el apartado 5.2 se cuantifica el incremento
máximo de los ĺımites de utilización que podŕıa obtenerse a partir de la condición
de planificabilidad de Oh y Son (1995).

A continuación se demuestra la existencia del ĺımite de utilización URM−RA
wc em-

pleando RM como algoritmo de planificación en cada procesador, para cualquier
algoritmo razonable de asignación de tareas RA dado.

Lema 4 Existe el ĺımite de utilización para planificación RM y cada algoritmo ra-
zonable de asignación de tareas RA, el cual es una función (a lo sumo) del número
de tareas, del número de procesadores y del máximo factor de utilización alcanzable.

Demostración:
La demostración es idéntica a la dada en el lema 1, página 39, para planificación
monoprocesador EDF. Deben sustituirse las iniciales “EDF” por las iniciales “RM”,
y donde se hace referencia a la utilización uno, esta pasa a ser utilización ln 2.

�

El lema 4 demuestra entre otras cosas que el ĺımite de utilización para planifica-
ción RM en un multiprocesador, empleando un algoritmo razonable RA de asigna-
ción de tareas arbitrario, depende a lo sumo del numero de tareas, m, del número



144 Ĺımites de utilización empleando planificación RM

de procesadores, n, y del máximo factor de utilización alcanzable, α. Por esta razón
el ĺımite de utilización se representa como

URM-RA
wc (m, n, α)

4.2 Cálculo de los ĺımites de utilización

Una vez definido el concepto de ĺımite de utilización y después de haber demostrado
su existencia se procede al cálculo del mismo. Debe tenerse en cuenta que cada al-
goritmo de asignación de tareas tendrá asociado un ĺımite de utilización en principio
distinto.

En general, los ĺımites de utilización son una función del número de tareas, m,
del número de procesadores, n, y del máximo factor de utilización alcanzable, α, tal
como se demostró en el lema 4.

Antes de calcular los ĺımites de utilización se introducirá un nuevo parámetro
denominado βRM .

Definición 6 El parámetro βRM se define como el máximo número de tareas de
factor de utilización α que caben en un procesador empleando planificación RM.

De igual forma que suced́ıa con la planificación EDF, este parámetro es un con-
cepto clave en la obtención de los ĺımites de utilización. El parámetro βRM es una
función del máximo factor de utilización alcanzable, α, tal como demuestra el lema 5.

Lema 5

βRM =

⌊

1

log2(α + 1)

⌋

(4.1)

Demostración:
A partir de la definición del parámetro βRM se deduce que βRM tareas de factor de
utilización α caben en un procesador. De esta forma, a partir del ĺımite de utilización
para planificación RM en monoprocesadores se obtiene βRMα ≤ βRM (21/βRM − 1).
Despejando βRM resulta βRM ≤ 1/ log2(α + 1). Se sabe que βRM es un número
entero, y por lo tanto se cumple

βRM ≤
⌊

1

log2(α + 1)

⌋

Por otra parte, βRM es el máximo número de tareas de factor de utilización α que
caben en un procesador. Por lo tanto, (βRM + 1) tareas de factor de utilización α
no caben en un procesador. Es decir, (βRM + 1)α > (βRM + 1)(21/(βRM+1) − 1).
Despejando βRM se obtiene

βRM >
1

log2(α + 1)
− 1

Puesto que βRM es un número entero resulta

βRM ≥
⌊

1

log2(α + 1)

⌋
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Figura 4.1: Representación de la función βRM(α), y la condición de planificabilidad
asociada.

En conclusión,

βRM =

⌊

1

log2(α + 1)

⌋

�

El valor de βRM puede emplearse para establecer la planificabilidad de ciertos
conjuntos de tareas. A partir de la definición de βRM se tiene que βRM tareas de
factor de utilización α caben en cada procesador. Puesto que todas las tareas tienen
factores de utilización menores o iguales que α, al menos βRM tareas de factores de
utilización arbitrarios (menores o iguales que α) caben en cada procesador. Como
consecuencia, un multiprocesador formado por n procesadores puede alojar al me-
nos βRMn tareas. Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de factores de
utilización ui ≤ α con m ≤ βRMn es planificable empleando RM como planificador
monoprocesador, y empleando cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas
a procesadores.

La figura 4.1 muestra βRM en función de α, mostrando asimismo la condición
suficiente de planificabilidad m ≤ βRMn. Por ejemplo, si α se encuentra en el
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intervalo (21/4 − 1, 21/3 − 1] ≈ (0′19, 0′26] entonces βRM = 3. En este caso, si el
conjunto de tareas está formado por 3n tareas o menos es planificable.

Otra consecuencia de la condición de planificabilidad m ≤ βRMn es que merece
la pena obtener el ĺımite de utilización sólo si m > βRMn. En caso contrario, el
conjunto de tareas es directamente planificable.

A partir de ahora se supone que m > βRMn, de tal forma que la condición de
planificabilidad anterior no puede aplicarse.

Antes de calcular los ĺımites de utilización asociados a los diferentes algoritmos
de asignación de tareas se obtendrá el rango dentro del cual se encuentran. Este
resultado es significativo desde tres puntos de vista. En primer lugar, establece los
valores mı́nimo y máximo entre los que se encuentran los ĺımites de utilización de
todos los algoritmos de asignación razonables. En segundo lugar, permite obtener
de forma sencilla el ĺımite de utilización correspondiente a ciertos algoritmos de
asignación razonables. En tercer y último lugar, servirá como comprobación de
la validez de los ĺımites de utilización obtenidos para los diferentes algoritmos de
asignación de tareas razonables, pues deben encontrarse de forma forzosa dentro del
rango definido.

4.2.1 Rango de los ĺımites de utilización

El objetivo es obtener la pareja de valores LRM y HRM que verifican la condición

LRM ≤ URM−RA
wc ≤ HRM para todo RA

donde URM−RA
wc es el ĺımite de utilización para planificación RM empleando el algo-

ritmo razonable RA de asignación de tareas a procesadores. El ĺımite de utilización
para cualquier algoritmo de asignación razonable es positivo, mayor o igual que ln 2,
y por lo tanto a partir de cualquier pareja (LRM , HRM) que cumpla la condición
anterior se pueden obtener infinitas parejas que también la cumplen, simplemente
decrementando el valor de LRM o incrementando el valor de HRM . Resulta con-
veniente entonces calcular la pareja de valores ajustada. Esto es, debe existir al
menos un algoritmo razonable de asignación de tareas cuyo ĺımite de utilización
para planificación RM tome el valor LRM . Por lo tanto

LRM = min
RA

URM−RA
wc (4.2)

De la misma forma, debe existir al menos un algoritmo razonable de asignación de
tareas cuyo ĺımite de utilización para planificación RM tome el valor HRM . Por lo
tanto

HRM = max
RA

URM−RA
wc (4.3)

A partir de ahora, cualquier referencia al rango de los ĺımites de utilización en este
caṕıtulo se referirá a los valores LRM y HRM ajustados, definidos por las ecuaciones
(4.2) y (4.3). El problema es que los ĺımites de utilización obtenidos en este caṕıtulo
se basan en el empleo del ĺımite de utilización m(21/m − 1) para planificación RM.
Este ĺımite de utilización es ajustado para factores de utilización desconocidos, o
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cuando los factores de utilización de todas las tareas son iguales (Liu y Layland,
1973). Sin embargo, cuando los factores de utilización de las tareas son diferentes
este ĺımite puede mejorarse, tal como indica la condición de planificabilidad de Oh
y Son (1995), presentada en la página 143. La máxima mejora que puede obtenerse
en los ĺımites de utilización empleando esta condición con respecto a los ĺımites de
utilización proporcionados en este caṕıtulo se indica en el apartado 5.2 y es muy
escasa. No obstante, por simplicidad y por seguir una ĺınea de desarrollo análoga a
la del caṕıtulo 3 se denominarán ajustados a los ĺımites de utilización LRM y HRM

obtenidos empleando el ĺımite de utilización m(21/m − 1), pues están muy cerca de
serlo aunque estrictamente no lo sean.

El corolario 2 proporciona una cota inferior del ĺımite de utilización, válida para
todos los algoritmos de asignación razonables. En el apartado 4.2.4 se encuentra un
algoritmo razonable de asignación de tareas cuyo ĺımite de utilización coincide con
esa cota. Por lo tanto, LRM será igual a la cota dada por el corolario 2.

Por otra parte, el teorema 15 proporciona una cota superior del ĺımite de uti-
lización, válida para todos los algoritmos de asignación. En el apartado 4.2.7 se
encuentran varios algoritmos razonables de asignación de tareas cuyo ĺımite de uti-
lización coincide con esa cota. Por lo tanto, HRM será igual a la cota dada por el
teorema 15.

La cota inferior se obtiene combinando tres cotas inferiores diferentes, eligiendo
a intervalos aquella que proporciona el máximo valor de entre las tres. La obtención
de estas tres cotas inferiores se realiza en los teoremas 12, 13 y 14. El teorema 12
proporcionará la primera de las tres cotas inferiores. No obstante, este teorema
requiere el resultado proporcionado por el lema 6, el cual se enuncia y demuestra a
continuación.

Lema 6 Sea {r1, . . . , rn} un conjunto cualquiera de n números enteros positivos
verificando

∑n
j=1 rj = M . Sea g(r1, . . . , rn) =

∑n
j=1 rj(2

1/rj − 1).
Se cumple

g(r1, . . . , rn) ≥ (M − bM/ncn) dM/ne
(

21/dM/ne − 1
)

+

(n−M + bM/ncn) bM/nc
(

21/bM/nc − 1
)

Demostración:
En primer lugar se demostrará que el vector {r̂1, . . . , r̂n} que produce el mı́nimo
valor de la función g verifica (r̂j − r̂k) ≤ 1, para r̂j > r̂k, con j, k en 1, . . . , n. Esto
es, el vector {r̂1, . . . , r̂n} que produce el mı́nimo valor de la función g verifica que la
máxima diferencia en valor absoluto entre dos valores r̂j y r̂k cualesquiera es uno.

Para demostrarlo considérense dos valores rj y rk tal que (rj − rk) > 1. En esta
situación los términos j-ésimo y k-ésimo dentro del sumatorio que define la función
g acumulan un valor

rj(2
1/rj − 1) + rk(2

1/rk − 1)

Si se decrementa rj en una unidad y se incrementa rk en esa unidad se sigue cum-
pliendo la restricción

∑n
j=1 rj = M , y los términos j-ésimo y k-ésimo dentro del
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sumatorio que define la función g pasan a acumular un valor

(rj − 1)(21/(rj−1) − 1) + (rk + 1)(21/(rk+1) − 1)

La primera derivada de la función f(x) = x(21/x − 1) es negativa para x > 0.
A medida que x crece la función decrece, alcanzando aśıntoticamente el valor ln 2
cuando x → ∞. La segunda derivada de la función f(x) = x(21/x − 1) es positiva
para x > 0, lo cual indica que la función decrece cada vez más lentamente. Esto
llevado a nuestro problema significa que

rk(2
1/rk − 1)− (rk + 1)(21/(rk+1) − 1) > (rj − 1)(21/(rj−1) − 1)− rj(2

1/rj − 1)

y por lo tanto

(rj − 1)(21/(rj−1) − 1) + (rk + 1)(21/(rk+1) − 1) < rj(2
1/rj − 1) + rk(2

1/rk − 1)

Se deduce entonces que reduciendo rj en una unidad e incrementando rk en esa
unidad se obtiene un valor menor de la función g. Este proceso podŕıa repetirse
hasta conseguir (rj − rk) ≤ 1 para j, k en 1, . . . , n.

Por lo tanto, para conseguir el mı́nimo valor de la función g el entero positivo
M debe dividirse equitativamente (dentro de lo posible) entre {r1, . . . , rn}, de tal
forma que haya (M − bM/ncn) elementos de valor dM/ne, y (n − M + bM/nc n)
elementos de valor bM/nc. Por lo tanto se cumple

g(r1, . . . , rn) ≥ (M − bM/nc n) dM/ne
(

21/dM/ne − 1
)

+

(n−M + bM/ncn) bM/nc
(

21/bM/nc − 1
)

�

Teorema 12 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > βRMn. Se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ naUa + nbUb − (n− 1)α

donde

na = m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
τk la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignación es razonable, aplicando la ecuación (2.1) de la página 29 se
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tiene
Uj > (mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− uk (4.4)

para j = 1, . . . , n. Donde Uj es la utilización total de las tareas previamente asigna-
das al procesador Pj, mj es el número de estas tareas y uk es el factor de utilización
de la tarea τk. Al ser τk una tarea del conjunto de m tareas resulta que la utilización
total del conjunto de tareas denotada por U verifica

U =

m
∑

i=1

ui ≥
k
∑

i=1

ui =

n
∑

j=1

Uj + uk (4.5)

A partir de la ecuación (4.4) se deduce

n
∑

j=1

Uj >
n
∑

j=1

(

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− uk

)

=

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− nuk

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4.5) resulta

U >

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− (n− 1)uk

Como todos los factores de utilización son menores o iguales que α se tiene uk ≤ α,
y por lo tanto

U >

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− (n− 1)α

Una restricción de los valores mj es que
∑n

j=1 mj = (k − 1). Esta restricción es
totalmente equivalente a la restricción

∑n
j=1(mj + 1) = k + n − 1. Teniendo en

cuenta esta restricción, definiendo rj = (mj + 1), M = (k + n − 1), g(r1 . . . , rn) =
∑n

j=1 rj(2
1/rj − 1) y aplicando el lema 6 se deduce

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1) ≥
(

k + n− 1−
⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌈

k + n− 1

n

⌉

(

21/d k+n−1
n e − 1

)

+

(

n− (k + n− 1) +

⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

=

(

k + n− 1−
⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌈

k + n− 1

n

⌉

(

21/d k+n−1
n e − 1

)

+

(

1− k +

⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)
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y por lo tanto

U >

(

k + n− 1−
⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌈

k + n− 1

n

⌉

(

21/d k+n−1
n e − 1

)

+

(

1− k +

⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α

(4.6)

El segundo término de la expresión anterior es una función monónotona decreciente
de k, pues cualquier incremento de k hace que el número (k + n − 1) a repartir
equitativamente entre todos los procesadores sea mayor.

El ı́ndice k se encuentra dentro del rango [1, m]. Por lo tanto, para k = m se
obtiene el valor mı́nimo del sumatorio

∑n
j=1(mj + 1)(21/(mj+1) − 1).

A partir de la ecuación (4.6) se obtiene

U >

(

m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

)⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

+

(

1−m +

⌊

m + n− 1

n

⌋

n

)⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α

Todo conjunto de tareas que no cabe en n procesadores cumple la condición
anterior. Se deduce entonces que todo conjunto de tareas de utilización total menor
o igual que el segundo término de la ecuación anterior cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposición con respecto al
algoritmo de asignación de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥

(

m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

)⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

+

(

1−m +

⌊

m + n− 1

n

⌋

n

)⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α

donde RA es un algoritmo razonable de asignación de tareas arbitrario. Esta relación
se puede expresar de forma más abreviada en función de na, nb, Ua y Ub tal como
sigue

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ naUa + nbUb − (n− 1)α

�

A continuación se propone otra cota inferior del ĺımite de utilización, válida para
cualquier algoritmo razonable de asignación, RA.

Teorema 13 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > βRMn. Se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ Ub
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donde

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas de utilización total menor o igual que

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Justo antes de intentar asignar la tarea τk del conjunto se han intentado asignar
las (k − 1) tareas anteriores. En la asignación de la tarea τk el caso peor ocurre
cuando las (k − 1) tareas anteriores se han asignado con éxito a alguno de los n
procesadores. En este caso, el procesador que menos tareas ha recibido ha recibido
a lo sumo b(k − 1)/nc tareas. Teniendo en cuenta este hecho, y las relaciones (ii)
y (iv) de la página 245, este procesador tiene un ĺımite de utilización mayor o igual
que

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

Puesto que k puede variar entre 1 y m, y teniendo en cuenta de nuevo la relación (ii),
resulta que el procesador anterior tiene un ĺımite de utilización mayor o igual que

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

La utilización total de las k tareas es menor o igual que la utilización total del
conjunto completo. Por lo tanto, la utilización total de las k tareas es menor o igual
que el ĺımite de utilización de dicho procesador. Por consiguiente, τk cabe en el
multiprocesador. La demostración ha sido llevada a cabo considerando una tarea τk

cualquiera del conjunto y un algoritmo de asignación de tareas razonable cualquiera.

Se concluye entonces que cualquier conjunto de m tareas y utilización total menor
o igual que

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de asignación razonable.
�

Finalmente se obtendrá la tercera cota inferior del ĺımite de utilización, válida
para cualquier algoritmo razonable de asignación, RA.

Teorema 14 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea m > βRMn. Se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ nbUb − (nb − 1)α
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donde

na = m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

nb = n− na

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
Se restringirá la demostración a valores de α menores que Ub, pues en caso contrario

nbUb − (nb − 1)α ≤ nbUb − (nb − 1)Ub = Ub

y aplicando el teorema 13 cualquier conjunto de tareas de utilización menor o igual
que Ub cabe en el multiprocesador.

Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
τk la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Obviamente
k ≤ m, y de esta forma hay dos casos posibles:

Caso 1: b(k − 1)/nc < b(m− 1)/nc
Como la tarea τk no cabe en el multiprocesador, aplicando el teorema 12 la utilización
total de las k primeras tareas debe cumplir

k
∑

i=1

ui >

(

k + n− 1−
⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌈

k + n− 1

n

⌉

(

21/d k+n−1
n e − 1

)

+

(

1− k +

⌊

k + n− 1

n

⌋

n

)⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α

(4.7)

Def́ınase (l − 1) = b(m− 1)/ncn. Se cumple

b(l − 1)/nc = bb(m− 1)/ncc = b(m− 1)/nc

Como en este caso

b(k − 1)/nc < b(m− 1)/nc = b(l − 1)/nc

entonces se cumple k < l. El segundo término de la ecuación (4.7) es una función
monónotona decreciente en k, tal como se hab́ıa indicado en el teorema 12. Por lo
tanto se cumple

k
∑

i=1

ui >

(

l + n− 1−
⌊

l + n− 1

n

⌋

n

)⌈

l + n− 1

n

⌉

(

21/d l+n−1
n e − 1

)

+

(

1− l +

⌊

l + n− 1

n

⌋

n

)⌊

l + n− 1

n

⌋

(

21/b l+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α
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Sustituyendo en esta ecuación (l− 1) y b(l − 1)/ncn por su valor, b(m− 1)/ncn, y
teniendo en cuenta además las relaciones (iv) y (v) de la página 245 resulta

k
∑

i=1

ui > n

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)α

Empleando la notación na, nb y Ub propuesta en el enunciado del teorema, se tiene

k
∑

i=1

ui > (na + nb)Ub − (na + nb − 1)α = nbUb − (nb − 1)α + na(Ub − α)

Una de las restriciones planteadas al principio de la demostración era Ub > α, pues
en caso contrario el conjunto de tareas cab́ıa en el multiprocesador. Por lo tanto
resulta

k
∑

i=1

ui > nbUb − (nb − 1)α

Teniendo en cuenta que la utilización total de las k primeras tareas no puede ser
mayor que la utilización total del conjunto completo

U =

m
∑

i=1

ui >

k
∑

i=1

ui > nbUb − (nb − 1)α

Una condición necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no cabe
en n procesadores es que su utilización total U cumpla la condición anterior. Se
deduce entonces que todo conjunto de tareas de utilización total menor o igual que
nbUb − (nb − 1)α cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposición con respecto al
algoritmo de asignación de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ nbUb − (nb − 1)α

donde RA es un algoritmo razonable de asignación de tareas arbitrario.

Caso 2: b(k − 1)/nc = b(m− 1)/nc
Las (k− 1) primeras tareas se asignan con éxito a los procesadores y por lo tanto se
cumple

k
∑

i=1

ui =

n
∑

j=1

Uj + uk (4.8)

Donde Uj es la utilización total de las tareas asignadas al procesador Pj. Puesto que
el algoritmo de asignación es razonable, aplicando la ecuación (2.1) de la página 29
se tiene

Uj > (mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− uk (4.9)

para j = 1, . . . , n. Donde mj es el número de tareas previamente asignadas al
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procesador Pj, y uk es el factor de utilización de la tarea τk.

Antes de asignar la tarea τk se han asignado con éxito (k − 1) tareas que se
distribuyen entre los n procesadores. Si estas (k − 1) tareas se distribuyesen equi-
tativamente en número entre los n procesadores se llegaŕıa a una situación en la
que habŕıa procesadores con b(k − 1)/nc tareas y procesadores con d(k − 1)/ne ta-
reas. En total habŕıa (k − 1 − b(k − 1)/ncn) procesadores con d(k − 1)/ne tareas,
y (n− k + 1 + b(k − 1)/ncn) procesadores con b(k − 1)/ncn tareas.

El reparto equitativo en número de las (k − 1) primeras tareas entre los n pro-
cesadores hace que el conjunto de los (n− k + 1 + b(k − 1)/ncn) procesadores que
menos tareas reciben reciba en total un número de tareas mayor que con cualquier
otra asignación. Por lo tanto, el reparto equitativo maximiza el número de tareas a
repartir entre dichos procesadores. Como además el reparto equitativo de las (k−1)
tareas provoca que los (n − k + 1 + b(k − 1)/ncn) procesadores que menos tareas
reciben reciban el mismo número de tareas, resulta que aplicando el lema 6 el re-
parto equitativo minimiza la suma de los términos (mj + 1)(21/(mj+1) − 1) asociada
al conjunto de los (n− k + 1 + b(k − 1)/ncn) que menos tareas reciben.

Los restantes (k− 1−b(k − 1)/ncn) procesadores cumplen Uj > 0, pues en caso
contrario si existiese un procesador con Uj = 0 entonces la tarea τk cabŕıa en ese
procesador, lo cual representaŕıa una contradicción.

Aplicando la ecuación (4.9) a los (n − k + 1 + b(k − 1)/ncn) procesadores que
menos tareas reciben, la ecuación Uj > 0 a los restantes y sustituyendo en la ecua-
ción (4.8) resulta

k
∑

i=1

ui >(n− k + 1 + b(k − 1)/ncn)

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

−

(n− k + 1 + b(k − 1)/ncn− 1)uk

Por definición de α se cumple α ≥ uk. Por lo tanto se tiene

k
∑

i=1

ui >(n− k + 1 + b(k − 1)/ncn)

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

−

(n− k + 1 + b(k − 1)/ncn− 1)α

El segundo término de la desigualdad es una función monótona decreciente en el valor
de k bajo la restricción b(k − 1)/nc = b(m− 1)/nc asociada al caso 2, y teniendo
en cuenta que k ≤ m

k
∑

i=1

ui >(n−m + 1 + b(m− 1)/ncn)

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

−

(n−m + 1 + b(m− 1)/ncn− 1)α

La utilización total del conjunto de tareas es mayor o igual que la utilización total
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α

nbUb − (nb − 1)α

naUa + nbUb − (n− 1)α

Ub

Ua Ub

Figura 4.2: Representación de las cotas inferiores de los ĺımites de utilización pro-
porcionadas por los teoremas 12, 13, y 14.

de las k primeras tareas y por lo tanto se cumple

U ≥
k
∑

i=1

ui >(n−m + 1 + b(m− 1)/ncn)

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

−

(n−m + 1 + b(m− 1)/ncn− 1)α

Una condición necesaria que debe cumplir un conjunto de tareas que no cabe en n
procesadores es que su utilización total U cumpla la condición anterior. Se deduce
entonces que todo conjunto de tareas de utilización total menor o igual que el segundo
término de la ecuación anterior cabe en n procesadores.

Debe tenerse en cuenta que no se ha hecho ninguna suposición con respecto al
algoritmo de asignación de tareas a procesadores, salvo que este sea razonable. Por
consiguiente, teniendo en cuenta las definiciones de nb y Ub proporcionadas en el
enunciado del teorema se obtiene

URM−RA
wc (m, n, α) ≥ nbUb − (nb − 1)α

donde RA es un algoritmo razonable de asignación de tareas arbitrario.
�

Una vez se ha llegado a este punto resulta conveniente comparar las cotas infe-
riores proporcionadas por los teoremas 12, 13, y 14. Para unos valores fijos de m y
n se han representado en la figura 4.2 las tres cotas anteriores como una función de
α. Puede observarse en la figura 4.2 que para α > Ub el teorema 13 proporciona la
cota inferior más alta. Si Ua ≤ α ≤ Ub entonces es el teorema 14 el que proporciona
la cota inferior más alta. Finalmente, si α < Ua el teorema 12 proporciona la cota
inferior más alta. Teniendo en cuenta estas observaciones se procede a enunciar el
corolario 2.
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Corolario 2 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores
arbitrario. Sea m > βRMn. Se cumple

URM−RA
wc (m, n, α) ≥











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
La demostración es directa a partir de los teoremas 12, 13, y 14.

�

A continuación se obtiene una cota superior del ĺımite de utilización asociado
a cualquier algoritmo de asignación de tareas bajo planificación RM. Por lo tanto,
dicha cota es aplicable a los algoritmos razonables de asignación.

Teorema 15 Sea AA un algoritmo de asignación de tareas a procesadores arbitrario
(razonable o no). Si m > βRMn se cumple

URM-AA

wc
≤ (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1)

Demostración:
Se demostrará que existe un conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de
utilización 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total

U = (βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1) + ε

donde ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando cualquier algoritmo de
asignación de tareas a procesadores.

Se construirá este conjunto de m tareas a partir de dos subconjuntos de tareas:
un primer subconjunto de (m − βRMn − 1) tareas, y un segundo subconjunto con
(βRMn + 1) tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilización de
valor

ui =
ε

m

donde i = 1, . . . , (m− βRMn− 1).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilización

de valor
ui = (21/(βRM +1) − 1) +

ε

m
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donde i = (m− βRMn), . . . , m.

Se puede comprobar que la utilización total del conjunto de tareas completo es

U = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1) + ε

En primer lugar, es necesario comprobar que los factores de utilización de ambos
subconjuntos son válidos, es decir, se cumple 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m.

Comprobación de los factores de utilización del primer subconjunto.

Eligiendo ε suficientemente pequeño se obtiene

0 < ui =
ε

m
≤ α

Comprobación de los factores de utilización del segundo subconjunto.

A partir de la definición de βRM , se tiene que (βRM + 1) tareas de factor de
factor de utilización α no caben en un procesador. Por lo tanto, (βRM + 1)α >
(βRM + 1)(21/(βRM +1) − 1), y se tiene

α > (21/(βRM +1) − 1) (4.10)

Siempre es posible encontrar un número real entre dos números reales. Por consi-
guiente, existe un real positivo ε verificando

α > (21/(βRM +1) − 1) +
ε

m
= ui

lo cual demuestra que los factores de utilización del segundo subconjunto son meno-
res o iguales que α cuando ε → 0+. Además, los factores de utilización del segundo
subconjunto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anteriores se concluye que el conjunto de tareas pro-
puesto es válido. A continuación se demostrará que dicho conjunto de tareas no
cabe en n procesadores empleando planificación RM en cada procesador, cualquiera
que sea el algoritmo de asignación de tareas empleado.

El conjunto contiene (βRMn + 1) tareas que pertenecen al segundo subconjunto.
Por consiguiente, al menos un procesador de los n disponibles debe alojar (βRM +1)
o más de estas tareas. Sin embargo, ningún procesador puede alojar (βRM +1) o más
tareas del segundo subconjunto, pues (βRM + 1) de estas tareas en total acumulan
una utilización por encima del ĺımite.

(βRM + 1)
(

(21/(βRM +1) − 1) +
ε

m

)

> (βRM + 1)(21/(βRM +1) − 1)

De esta forma se deduce que el conjunto de tareas propuesto de utilización total

U = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1) + ε

no cabe en n procesadores cualquiera que sea el algoritmo de asignación AA cuando
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ε → 0+, luego se cumple

URM-AA
wc ≤ (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1)

NOTA: las tareas del primer subconjunto son necesarias únicamente dentro de la
demostración para cumplir la restricción de que el conjunto de tareas esté formado
por m tareas.

�

En el apartado 4.2.4 se demostrará que el ĺımite de utilización para RM-WF
toma el valor

URM−WF
wc =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

el cual coincide con la cota inferior dada en el corolario 2. Por lo tanto se tiene

LRM = LRM (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

(4.11)

De forma análoga, en el apartado 4.2.7 se demostrará que el ĺımite de utilización
asociado a cualquier algoritmo razonable RAD con ordenación de tareas en sentido
decreciente toma el valor

URM−RAD
wc = (βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1)

el cual coincide con la cota superior dada en el teorema 15. Por lo tanto se tiene

HRM = HRM (n, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1) (4.12)

4.2.2 Ĺımite de utilización para RM-FF

El algoritmo de asignación de tareas denominado FF asigna cada tarea al primer
procesador que encuentra con capacidad residual suficiente para albergar la tarea.
Los procesadores se recorren en el sentido {P1, . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostración del ĺımite de utilización para RM-FF es bastante compleja, por
lo que se indicará en primer lugar la estructura de la demostración. Los pasos que
se seguirán son los siguientes:

1. El teorema 16 obtiene una cota superior del ĺımite de utilización empleando
planificación RM-FF.

2. Se demuestra el lema 7. Este lema relaciona los ĺımites de utilización emplean-
do el mismo algoritmo razonable de asignación, el mismo número de procesa-
dores pero distinto número de tareas. Este lema se emplea para demostrar el
teorema 17.
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3. Se demuestra el teorema 17, el cual relaciona el ĺımite de utilización asociado
a m tareas y n procesadores con el ĺımite de utilización asociado a (m− βRM)
tareas y (n− 1) procesadores, para planificación RM-FF.

4. A partir del resultado dado en el paso 3 y el ĺımite de utilización para planifi-
cación RM en un monoprocesador, el teorema 18 obtiene una cota inferior del
ĺımite de utilización para RM-FF.

5. La cota inferior dada en el paso 4 y la cota superior dada en el paso 1 coinciden.
Por lo tanto, ambas cotas coinciden además con el ĺımite de utilización para
RM-FF, tal como muestra finalmente el teorema 18.

El teorema siguiente proporciona una cota superior del ĺımite de utilización em-
pleando planificación RM y asignación de tareas FF. La demostración está basada
en encontrar un conjunto de tareas que no cabe en el multiprocesador.

Teorema 16 Si m > βRMn se cumple

URM-FF

wc
(m, n, α) ≤ (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

+ (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

Demostración:
Def́ınase

g(m, n, βRM) = (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM

+ (m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

Se probará que existe un conjunto de m tareas, {τ1, . . . , τm}, con factores de utili-
zación 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m y utilización total U = g(m, n, βRM) + ε, con
ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando la asignación de tareas FF y
la condición de planificabilidad de Liu y Layland (1973) para RM.

El conjunto de m tareas se divide en dos subconjuntos: un primer subconjunto
de (m− βRMn) tareas y un segundo subconjunto de βRMn tareas.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilización de
valor

ui =
(m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)− (21/(βRM+1) − 1)βRM

(m− βRMn)
(4.13)

donde i = 1, . . . , (m− βRMn).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilización

de valor
ui = (21/(βRM +1) − 1) +

ε

βRMn

donde i = (m− βRMn + 1), . . . , m.
Se puede comprobar que la utilización total del conjunto de tareas completo es

g(m, n, βRM) + ε.
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En primer lugar es necesario probar que los factores de utilización de ambos
subconjuntos son válidos, es decir, 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m.

Comprobación de los factores de utilización del primer subconjunto.

Por hipótesis, m > βRMn y por lo tanto m − βRM(n − 1) > βRM . Aplicando la
relación (i) de la página 245 se tiene m−βRM (n−1) ≥ βRM +1. Aplicando ahora la
relación (ii) se tiene (m−βRM (n−1))(21/(m−βRM (n−1))−1) ≤ (βRM+1)(21/(βRM +1)−1).
Considerando esta expresión y la ecuación (4.13) se obtiene

ui ≤
(21/(βRM +1) − 1)

(m− βRMn)
(4.14)

Por un lado, el lema 5 proporciona el valor βRM = b1/ log2(α + 1)c. De esta
forma, (βRM + 1) > 1/ log2(α + 1) y despegando α

α > (21/(βRM +1) − 1) (4.15)

Por otro lado, m > βRMn por hipótesis, resultando (m−βRMn) > 0 y aplicando
la relación (i) se tiene

m− βRMn ≥ 1 (4.16)

Sustituyendo (4.15) y (4.16) en (4.14) demuestra que ui < α para todas las tareas
del primer subconjunto.

A continuación se demostrará que los factores de utilización del primer subcon-
junto son mayores que cero. A partir de las relaciones (i), (ii), y a partir de la
ecuación (4.16) se obtiene

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1) > ln 2

(21/(βRM +1) − 1)βRM < ln 2

m− βRMn ≥ 1

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación (4.13) proporciona ui > 0
para todas las tareas del primer subconjunto.

Comprobación de los factores de utilización del segundo subconjunto.

Siempre es posible encontrar un número real entre dos números reales. Por
consiguiente, a partir de la ecuación (4.15), debe existir un valor positivo ε/(βRMn),
tal que

α > (21/(βRM +1) − 1) +
ε

βRMn
= ui

lo cual demuestra que los factores de utilización del segundo subconjunto son meno-
res que α cuando ε → 0+. Además, los factores de utilización del segundo subcon-
junto son obviamente mayores que cero.

A partir de los resultados anterior se concluye que el conjunto de tareas propuesto
es válido. A continuación se demostrará que no cabe en n procesadores, empleando
el ĺımite de utilización de Liu y Layland (1973) para RM y la asignación FF.
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El primer subconjunto de tareas, {τ1, . . . , τm−βRM n}, y las primeras βRM tareas
del segundo subconjunto, {τm−βRMn+1, . . . , τm−βRM n+βRM

}, no caben en el procesador
P1, puesto que la utilización total de estas tareas está por encima del ĺımite

m−βRMn+βRM
∑

i=1

ui =

m−βRM n
∑

i=1

ui +

m−βRMn+βRM
∑

i=m−βRM n+1

ui

= (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1) +
ε

n

> (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

Sin embargo, a partir de la expresión anterior se puede demostrar que si se elimina
la tarea τm−βRM n+βRM

, entonces el primer subconjunto de tareas y las primeras
(βRM − 1) tareas del segundo subconjunto caben en el procesador P1.

Por lo tanto quedan (βRM (n− 1) + 1) tareas de factor de utilización

(21/(βRM +1) − 1) +
ε

βRMn

la cuales FF intenta asignar a los últimos (n− 1) procesadores, {P2, . . . , Pn}.
Ningún procesador del conjunto {P2, . . . , Pn} puede albergar (βRM + 1) o más

tareas del segundo subconjunto, pues (βRM +1) de estas tareas tienen una utilización
total por encima del ĺımite.

(βRM + 1)

(

(21/(βRM +1) − 1) +
ε

βRMn

)

> (βRM + 1)(21/(βRM +1) − 1)

Sin embargo, por definición de βRM , cada procesador en {P2, . . . , Pn} puede
contener βRM tareas. De tal forma que βRM tareas pueden asignarse a cada uno de
esos procesadores.

Como consecuencia, las tareas {τm−βRMn+βRM
, . . . , τm−1} se asignan a procesado-

res, pero la última, τm, no puede asignarse a ningún procesador.

De esta forma se concluye que el conjunto de tareas propuesto, de utilización
total g(m, n, βRM) + ε, no cabe en n procesadores cuando ε → 0+, y por lo tanto el
ĺımite de utilización URM-FF

wc (m, n, βRM ), debe ser menor o igual que g(m, n, βRM).
�

La demostración del teorema 17 requiere el lema 7 que se demuestra a continua-
ción. Este lema relaciona los ĺımites de utilización asociados a un mismo número de
procesadores, pero distinto número de tareas, empleando una algoritmo de asigna-
ción razonable, representado por RA. El resultado es válido para la asignación de
tareas FF, pues es válido para cualquier algoritmo razonable de asignación que no
realice ordenación de tareas.

Lema 7 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores que
no realiza ordenación previa de las tareas antes de realizar la asignación. Se cumple

URM-RA

wc
(q, n, α) ≥ URM-RA

wc
(m, n, α) para q < m
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Demostración:
La demostración es totalmente análoga a la dada en el lema 3, página 47, para pla-
nificación EDF-RA. Es suficiente sustituir las iniciales EDF por las iniciales RM.

�

A continuación se demostrará una expresión que relaciona los ĺımites de uti-
lización asociados a multiprocesadores con n y (n − 1) procesadores, empleando
asignación de tareas FF. Esto permitirá obtener una cota inferior del ĺımite de uti-
lización para asignación de tareas FF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un número arbitrario n de procesadores.

Teorema 17 Si m > βRMn se cumple

URM-FF

wc
(m, n, α) ≥ (21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-FF

wc
(m− βRM , n− 1, α)

Demostración:
Se probará que cualquier conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de utiliza-
ción 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total menor o igual que

(21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α)

cabe en n procesadores empleando planificación RM en cada procesador y asignación
de tareas FF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m − βRM ) tareas tienen utilización total menor o igual
que URM-FF

wc (m− βRM , n− 1, α), esto es

m−βRM
∑

i=1

ui ≤ URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α)

Las primeras (m− βRM ) tareas caben en los primeros (n− 1) procesadores, pues su
utilización total está por debajo del ĺımite de utilización. Por lo tanto, empleando
el algoritmo FF se asignan a los (n− 1) primeros procesadores. Las restantes βRM

tareas caben en el último procesador, pues la definición de βRM implica que al menos
βRM tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el último
procesador no significa que se asignen al último procesador. De todas formas, el
caso en el cual alguna de estas βRM se asigna a alguno de los primeros (n−1) proce-
sadores es más favorable, pues habŕıa menos tareas que asignar al último procesador.

Caso 2: Las primeras (m− βRM ) tareas tienen una utilización total mayor que
URM-FF

wc (m− βRM , n− 1, α), esto es,

m−βRM
∑

i=1

ui > URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α)

En este caso se demostrará que el conjunto de las m tareas aún cabe en n procesa-
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τ1 · · · τk−1 τk τk+1 · · · τm−βRM · · · τm

URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α) ∆

uk,1

u1 uk−1 uk uk+1 um−βRM um

m
∑

i=k

ui

m−βRM
∑

i=1

ui

k−1
∑

i=1

ui

Figura 4.3: Situación general en el caso 2 del teorema 17.

dores si su utilización total es igual a

URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α) + ∆

donde ∆ ∈ �
, y

∆ ≤ (21/(βRM+1) − 1)βRM

Debe existir una tarea τk cuyo factor de utilización uk, sumado a los previos
factores de utilización ui, hace que el ĺımite URM-FF

wc (m−βRM , n−1, α) se supere. Esta
situación se muestra en la figura 4.3, la cual representa gráficamente los factores de
utilización de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostración. El valor del sub́ındice k se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condición

k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α) <

k
∑

i=1

ui

Debe notarse que k ≤ m− βRM , pues de otra forma se estaŕıa en el caso 1.

Se puede demostrar que las primeras (k−1) tareas caben en los primeros (n−1)
procesadores. La utilización total de las primeras (k − 1) tareas cumple

k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α)

Aplicando el lema 7 con (m− βRM) > (k − 1) y con RA=FF, se obtiene

URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α) ≤ URM-FF

wc (k − 1, n− 1, α)

y por lo tanto
k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-FF
wc (k − 1, n− 1, α)
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De esta forma, las primeras (k−1) tareas caben en los (n−1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignación FF estas primeras (k− 1) tareas
se asignan a los (n−1) primeros procesadores. Falta por demostrar que las restantes
(m−k+1) tareas se pueden asignar a alguno de los huecos que quedan en los primeros
(n− 1) procesadores, o bien al último procesador que de momento está vaćıo.

Analicemos la situación actual, representada en la figura 4.3. Se tienen (m −
k + 1) tareas de factores de utilización comprendidos entre cero y α. Se tiene que
(m − k + 1) > βRM , pues en caso contrario se estaŕıa en el caso 1. La utilización
total de estas (m − k + 1) tareas es uk,1 + ∆, y por lo tanto es menor o igual que
uk,1 + (21/(βRM +1) − 1)βRM . El valor de uk,1 es menor que α, pues uk,1 < uk ≤ α. Se
dispone de huecos en los primeros (n− 1) procesadores suficientes para albergar al
menos (m− k + 1− βRM) tareas de utilización total menor o igual que uk,1, además
de un procesador, el último, completamente vaćıo.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n − 1) procesadores, y el último procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las últimas (m− k + 1) tareas.

Para realizar la demostración el conjunto de todas las posibilidades definido por
las restricciones anteriores se reducirá, introduciendo una restricción adicional que
llevará al caso más desfavorable. La restricción adicional consiste en considerar que
ninguna de las últimas (m− k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n− 1) primeros
procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede demostrar de una
manera formal. Supóngase que alguna de las (m−k+1) tareas se asignase a uno de los
(n− 1) primeros procesadores, habŕıa dos posibilidades. En la primera posibilidad,
el nuevo número de tareas sin asignar, esto es (m−k), es igual a βRM por lo que las
(m−k) tareas caben en el último procesador y finaliza la demostración. La segunda
posibilidad proporciona el caso más desfavorable, en el cual (m − k) es mayor que
βRM . En este último caso la situación es análoga a la representada en la figura 4.4,
pero con valores de uk,1 y ∆ aún más restringidos. Este razonamiento se puede
repetir con todas las tareas en {τk, . . . , τm} que se asignasen a los (n− 1) primeros
procesadores obteniéndose que el conjunto de tareas cabe en los procesadores, o bien
un nuevo conjunto {τk, . . . , τm} análogo al de la figura 4.3 en el que ninguna de estas
tareas se asigna a alguno de los (n− 1) primeros procesadores.

La consideración del caso más desfavorable descrito por las restricciones ante-
riores tiene efecto sobre los factores de utilización de las tareas {τk, . . . , τm}. Estos
factores de utilización deben ser mayores que uk,1. La demostración es simple, en ca-
so contrario el algoritmo FF asignaŕıa alguna de estas tareas a alguno de los primeros
(n− 1) procesadores incumpliendo la restricción del caso peor impuesta.

Para probar que las últimas (m − k + 1) tareas caben en el último procesador
se debe probar que la utilización total de esas tareas es menor o igual que (m− k +
1)(21/(m−k+1) − 1), esto es,

m
∑

i=k

ui ≤ (m− k + 1)(21/(m−k+1) − 1)
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La figura 4.3 muestra que
m
∑

i=k

ui = uk,1 + ∆ (4.17)

Como se comento anteriormente, todos los factores de utilización en ese sumatorio
son mayores que o iguales a uk,1, y por lo tanto

(m− k + 1)uk,1 < uk,1 + ∆ < uk,1 + (21/(βRM +1) − 1)βRM

Despejando uk,1

uk,1 <
(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k
(4.18)

Sustituyendo el valor de uk,1 dado por la ecuación (4.18) en la ecuación (4.17) se
obtiene

m
∑

i=k

ui <
(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k
+ ∆

<
(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k
+ (21/(βRM +1) − 1)βRM por def. de ∆

=
(m− k + 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k

En el caso 2 se tiene (m− k) ≥ βRM . Por lo tanto, aplicando la relación (iii) de
la página 245 se obtiene

(21/(βRM +1) − 1)βRM ≤ (21/(m−k+1) − 1)(m− k)

y por lo tanto
m
∑

i=k

ui ≤ (m− k + 1)(21/(m−k+1) − 1)

Esta ecuación muestra que las (m− k +1) tareas cumplen la condición de planifica-
bilidad de Liu y Layland (1973) para RM, de tal forma que son planificables sobre
el último procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilización total

URM-FF
wc (m−βRM , n−1, βRM)+∆ ≤ URM-FF

wc (m−βRM , n−1, βRM)+(21/(βRM +1)−1)βRM

cabe en n procesadores, de tal forma que el ĺımite de utilización URM-FF
wc (m, n, α)

debe cumplir

URM-FF
wc (m, n, α) ≥ (21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-FF

wc (m− βRM , n− 1, α)

�

El ĺımite de utilización para planificación RM y asignación de tareas FF se obtiene
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a partir de los teoremas 16 y 17, tal como muestra el teorema 18.

Teorema 18 Si m > βRMn se cumple que el ĺımite de utilización para RM-FF es
una función única y exclusivamente de m, n y βRM , y viene dada por

URM-FF

wc (m, n, βRM) = (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM+

(m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)
(4.19)

Demostración:
En primer lugar se obtendrá una cota inferior del ĺımite de utilización para un
conjunto de m tareas sobre un multiprocesador con n procesadores.

El teorema 17 relaciona el ĺımite de utilización de conjuntos de m tareas en
multiprocesadores de n procesadores, con el ĺımite de utilización de conjuntos de
(m− βRM) tareas en multiprocesadores de (n− 1) procesadores.

URM-FF
wc (m, n, α) ≥ (21/(βRM +1) − 1)βRM+

URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α)

(4.20)

Pero el teorema 17 también relaciona el ĺımite de utilización de conjuntos de (m−
βRM) tareas en multiprocesadores de (n−1) procesadores, con el ĺımite de utilización
de conjuntos de (m− 2βRM ) tareas en multiprocesadores de (n− 2) procesadores.

URM-FF
wc (m− βRM , n− 1, α) ≥ (21/(βRM+1) − 1)βRM+

URM-FF
wc (m− 2βRM , n− 2, α)

(4.21)

Sustituyendo la ecuación (4.21) en la ecuación (4.20) se obtiene

URM-FF
wc (m, n, α) ≥ 2(21/(βRM+1) − 1)βRM+

URM-FF
wc (m− 2βRM , n− 2, α)

Este procedimiento puede repetirse, hasta finalmente relacionar el ĺımite de utiliza-
ción de conjuntos de m tareas en multiprocesadores de n procesadores, con el ĺımite
de utilización de conjuntos de (m− (n− 1)βRM) tareas en un monoprocesador.

URM-FF
wc (m, n, α) ≥ (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM+

URM-FF
wc (m− (n− 1)βRM , 1, α)

(4.22)

El ĺımite de utilización para (m− (n− 1)βRM ) tareas y un procesador coincide con
el ĺımite de Liu y Layland (1973) para RM, el cual es independiente del valor de α.

URM-FF
wc (m− (n− 1)βRM , 1, α) = (m− (n− 1)βRM)(21/(m−(n−1)βRM ) − 1) (4.23)

Sustituyendo la ecuación (4.23) en la ecuación (4.22) se obtiene una cota inferior del
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ĺımite de utilización de m tareas en n procesadores.

URM-FF
wc (m, n, α) ≥ (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM+

(m− (n− 1)βRM )(21/(m−(n−1)βRM ) − 1)
(4.24)

El teorema 16 demostró que

URM-FF
wc (m, n, α) ≤ (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM+

(m− (n− 1)βRM )(21/(m−(n−1)βRM ) − 1)
(4.25)

A partir de la ecuación (4.24) y de la ecuación (4.25) se tiene

URM-FF
wc (m, n, α) = (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM+

(m− (n− 1)βRM )(21/(m−(n−1)βRM ) − 1)

Se observa que URM-FF
wc sólo depende del número de tareas m, del número de proce-

sadores n, y del valor de βRM , luego finalmente se concluye con el resultado

URM-FF
wc = URM-FF

wc (m, n, βRM ) = (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM+

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

�

4.2.3 Ĺımite de utilización para RM-BF

El algoritmo de asignación Best Fit asigna cada tarea al procesador con menor
capacidad residual, pero suficiente para albergar la tarea. Si dos o más procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P1 . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el apartado 2.1.1.

La demostración del ĺımite de utilización para planificación RM-BF es análoga
a la vista en el apartado 4.2.2 para la planificación RM-FF.

Teorema 19 Si m > βRMn se cumple

URM-BF

wc (m, n, α) ≤ (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

+ (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

Demostración:
La demostración es idéntica a la del teorema 19. Es suficiente cambiar las iniciales
FF por las iniciales BF.

�

A continuación se demostrará una expresión que relaciona los ĺımites de uti-
lización asociados a multiprocesadores con n y (n − 1) procesadores, empleando
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asignación de tareas BF. Esto permitirá obtener una cota inferior del ĺımite de uti-
lización para asignación de tareas BF, yendo del caso n = 1 (caso monoprocesador)
hasta un multiprocesador general con un número arbitrario n de procesadores. Una
gran parte de la demostración es idéntica a la demostración del teorema 17. No
obstante, la demostración se proporciona completa por motivos de claridad.

Teorema 20 Si m > βRMn se cumple

URM-BF

wc
(m, n, α) ≥ (21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-BF

wc
(m− βRM , n− 1, α)

Demostración:
Se probará que cualquier conjunto de m tareas {τ1, . . . , τm}, con factores de utiliza-
ción 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , m, y utilización total menor o igual que

(21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α)

cabe en n procesadores empleando planificación RM en cada procesador y asignación
de tareas BF.
Hay dos casos posibles:

Caso 1: Las primeras (m − βRM ) tareas tienen utilización total menor o igual
que URM-BF

wc (m− βRM , n− 1, α), esto es

m−βRM
∑

i=1

ui ≤ URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α)

Las primeras (m− βRM ) tareas caben en los primeros (n− 1) procesadores, pues su
utilización total está por debajo del ĺımite de utilización. Por lo tanto, empleando
el algoritmo BF se asignan a los (n− 1) primeros procesadores. Las restantes βRM

tareas caben en el último procesador, pues la definición de βRM implica que al menos
βRM tareas siempre caben en un procesador. El hecho de que quepan en el último
procesador no significa que se asignen al último procesador. De todas formas, el
caso en el cual alguna de estas βRM se asigna a alguno de los primeros (n−1) proce-
sadores es más favorable, pues habŕıa menos tareas que asignar al último procesador.

Caso 2: Las primeras (m− βRM ) tareas tienen una utilización total mayor que
URM-BF

wc (m− βRM , n− 1, α), esto es,

m−βRM
∑

i=1

ui > URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α)

En este caso se demostrará que el conjunto de las m tareas aún cabe en n procesa-
dores si su utilización total es igual a

URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α) + ∆

donde ∆ ∈ �
, y

∆ ≤ (21/(βRM +1) − 1)βRM
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τ1 · · · τk−1 τk τk+1 · · · τm−βRM · · · τm

URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α) ∆

uk,1

u1 uk−1 uk uk+1 um−βRM um

m
∑

i=k

ui

m−βRM
∑

i=1

ui

k−1
∑

i=1

ui

Figura 4.4: Situación general en el caso 2 del teorema 20.

Debe existir una tarea τk, cuyo factor de utilización uk, sumado a los previos
factores de utilización ui, hace que el ĺımite URM-BF

wc (m−βRM , n−1, α) se supere. Esta
situación se muestra en la figura 4.4, la cual representa gráficamente los factores de
utilización de todas las tareas y las relaciones que existen entre diferentes cantidades
y sumatorios empleados a lo largo de la demostración. El valor del sub́ındice k se
obtiene como el entero que cumple la siguiente condición:

k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α) <

k
∑

i=1

ui

Debe notarse que k ≤ m− βRM , pues de otra forma se estaŕıa en el caso 1.

Se puede demostrar que las primeras (k−1) tareas caben en los primeros (n−1)
procesadores. La utilización total de las primeras (k − 1) tareas cumple

k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α)

Aplicando el lema 7 con (m− βRM) > (k − 1) y con RA=BF, se obtiene

URM-BF
wc (m− βRM , n− 1, α) ≤ URM-BF

wc (k − 1, n− 1, α)

y por lo tanto
k−1
∑

i=1

ui ≤ URM-BF
wc (k − 1, n− 1, α)

De esta forma, las primeras (k−1) tareas caben en los (n−1) primeros procesadores.
Por lo tanto, empleando el algoritmo de asignación BF estas primeras (k− 1) tareas
se asignan a los (n−1) primeros procesadores. Falta por demostrar que las restantes
(m−k+1) tareas se pueden asignar a alguno de los huecos que quedan en los primeros
(n− 1) procesadores, o bien al último procesador que de momento está vaćıo.

Analicemos la situación actual, representada en la figura 4.4. Se tienen (m−k+1)
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tareas de factores de utilización comprendidos entre cero y α. Se tiene que (m−k +
1) > βRM , pues en caso contrario se estaŕıa en el caso 1. La utilización total de estas
(m−k+1) tareas es uk,1 +∆, y por lo tanto es menor que uk,1 +(21/(βRM+1)−1)βRM .
El valor de uk,1 es menor o igual que α, pues uk,1 < uk ≤ α. Se dispone de huecos en
los primeros (n−1) procesadores suficientes para albergar al menos (m−k+1−βRM)
tareas de utilización total menor o igual que uk,1, además de un procesador, el último,
completamente vaćıo.

Bajo estas restricciones debe demostrarse que los huecos disponibles en los pri-
meros (n − 1) procesadores, y el último procesador proporcionan espacio suficiente
para albergar las últimas (m− k + 1) tareas.

Para realizar la demostración el conjunto de todas las posibilidades definido
por las restricciones anteriores se reducirá, introduciendo restricciones adicionales
que llevarán al caso más desfavorable. Estas restricciones adicionales se indican a
continuación:

• Se tiene un único procesador entre los (n− 1) primeros con capacidad residual
uk,1 capaz de albergar hasta (m−k+1−βRM ) tareas. Los demás procesadores
de entre los (n−1) primeros están completamente llenos, es decir, su capacidad
residual es cero.

• Ninguna de las últimas (m − k + 1) tareas se asigna a alguno de los (n − 1)
primeros procesadores. Este resultado es intuitivamente claro, pero se puede
demostrar de una manera formal. Supóngase que alguna de las (m − k + 1)
tareas se asignase a uno de los (n − 1) primeros procesadores, habŕıa dos
posibilidades. En la primera posibilidad, el nuevo número de tareas sin asignar,
esto es (m−k), es igual a βRM por lo que las (m−k) tareas caben en el último
procesador y finaliza la demostración. La segunda posibilidad proporciona el
caso más desfavorable, en el cual (m− k) es mayor que βRM . En este último
caso la situación es análoga a la representada en la figura 4.4, pero con valores
de uk,1 y ∆ aún más restringidos. Este razonamiento se puede repetir con todas
las tareas en {τk, . . . , τm} que se asignasen a los (n− 1) primeros procesadores
obteniéndose que el conjunto de tareas cabe en los procesadores, o bien un
nuevo conjunto {τk, . . . , τm} análogo al de la figura 4.4 en el que ninguna de
estas tareas se asigna a alguno de los (n− 1) primeros procesadores.

La consideración del caso más desfavorable descrito por las restricciones ante-
riores tiene efecto sobre los factores de utilización de las tareas {τk, . . . , τm}. Estos
factores de utilización deben ser mayores que uk,1. No obstante, la demostración de
este hecho es más compleja que la vista en el teorema 17 para RM-FF.

En primer lugar, las hipotéticas tareas en {τk, . . . , τm} que no caben en ninguno
de los n procesadores se mueven a la derecha de τm en la figura 4.4. La denominación
de hipotéticas responde a que en realidad como resultado de la demostración estas
no existirán. Este movimiento no modifica la asignación de tareas a procesadores.
A continuación se modifican los sub́ındices de las tareas teniendo en cuenta la nueva
ordenación, de tal forma que la figura 4.4 sigue siendo válida. En primer lugar debe
notarse que um > uk,1 pues de acuerdo con una de las restricciones τm no se asigna
a ninguno de los (n− 1) primeros procesadores. Si um fuese menor o igual que uk,1



4.2 Cálculo de los ĺımites de utilización 171

la única posibilidad seŕıa que {τk, . . . , τm} cupiesen en el último procesador, en cuyo
caso el conjunto de tareas seŕıa planificable y terminaŕıa la demostración.

La demostración de que el factor de utilización de todas las tareas {τk, . . . , τm}
es mayor que uk,1 se realizará por reducción al absurdo.

Sea τl la primera tarea en {τk, . . . , τm} de factor de utilización menor o igual que
uk,1. Debe cumplirse que la capacidad residual del procesador una vez asignadas las
tareas {τk, . . . , τl−1} debe ser menor que uk,1, pues en caso contrario τl se asignaŕıa
a uno de los primeros (n− 1) procesadores. Esto es,

(l − k + 1)(21/(l−k+1) − 1)−
l−1
∑

i=k

ui < uk,1 (4.26)

La figura 4.4 muestra que

uk,1 + ∆ =
m
∑

i=k

ui =
m−1
∑

i=k

ui + um

Como um > uk,1 y m ≥ l resulta

l−1
∑

i=k

ui < ∆ ≤ (21/(βRM +1) − 1)βRM (4.27)

Llevando este resultado a la ecuación (4.26) se tiene

uk,1 > (l − k + 1)(21/(l−k+1) − 1)− (21/(βRM+1) − 1)βRM (4.28)

Por otra parte, al ser τl la primera tarea en {τk, . . . , τm} de factor de utilización
menor o igual que uk,1, resulta que las tareas {τk, . . . , τl−1} deben tener factor de
utilización mayor que uk,1. Por lo tanto teniendo en cuenta la ecuación (4.27) se
deduce

uk,1 <
(21/(βRM+1)−1 − 1)βRM

l − k
(4.29)

Juntando las ecuaciones (4.28) y (4.29) se obtiene

(l − k + 1)(21/(l−k+1) − 1)− (21/(βRM+1) − 1)βRM <
(21/(βRM +1)−1 − 1)βRM

l − k
(4.30)

Simplificando esta expresión resulta

(21/(βRM +1) − 1)βRM > (21/(l−k+1) − 1)(l − k)

Aplicando las relaciones (iii) y (i) de la página 245 en este orden

βRM ≥ (l − k + 1)

A partir de esta expresión, la relación (ii) y que los factores de utilización de todas
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las tareas son menores o iguales que α resulta

(l − k + 1)(21/(l−k+1) − 1)−
l−1
∑

i=k

ui ≥ βRM(21/βRM − 1)− (βRM − 1)α (4.31)

Por definición de βRM se tiene

βRM =

⌊

1

log2(α + 1)

⌋

por lo tanto βRM ≤ 1/ log2(α+1) y α ≤ (21/βRM −1). Sustituyendo esta desigualdad
en la ecuación (4.31) resulta

(l − k + 1)(21/(l−k+1) − 1)−
l−1
∑

i=k

ui ≥ (21/βRM − 1) ≥ α

Llevando este resultado a la ecuación (4.26) resulta uk,1 > α lo cual representa una
contradicción pues uk,1 debe ser menor que α.

Se acaba de demostrar que en el caso más desfavorable las tareas {τk, . . . , τm}
tienen un factor de utilización mayor que uk,1. A partir de este punto la demostración
es idéntica a la vista en el teorema 18 para RM-FF.

Para probar que las últimas (m − k + 1) tareas caben en el último procesador
se debe probar que la utilización total de esas tareas es menor o igual que (m− k +
1)(21/(m−k+1) − 1), esto es,

m
∑

i=k

ui ≤ (m− k + 1)(21/(m−k+1) − 1)

La figura 4.4 muestra que
m
∑

i=k

ui = uk,1 + ∆ (4.32)

Como se comento anteriormente, todos los factores de utilización en ese sumatorio
son mayores que o iguales a uk,1, y por lo tanto

(m− k + 1)uk,1 < uk,1 + ∆ < uk,1 + (21/(βRM +1) − 1)βRM

Despejando uk,1

uk,1 <
(21/(βRM+1) − 1)βRM

m− k
(4.33)

Sustituyendo el valor de uk,1 dado por la ecuación (4.33) en la ecuación (4.32) se
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obtiene

m
∑

i=k

ui <
(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k
+ ∆

<
(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k
+ (21/(βRM +1) − 1)βRM por def. de ∆

=
(m− k + 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

m− k

En el caso 2 se tiene (m − k) ≥ βRM . Por lo tanto, aplicando la relación (iii) se
obtiene

(21/(βRM +1) − 1)βRM ≤ (21/(m−k+1) − 1)(m− k)

y por lo tanto
m
∑

i=k

ui ≤ (m− k + 1)(21/(m−k+1) − 1)

Esta ecuación muestra que las (m− k +1) tareas cumplen la condición de planifica-
bilidad de Liu y Layland (1973) para RM, de tal forma que son planificables sobre
el último procesador.

Se ha probado que cualquier conjunto de m tareas y utilización total

URM-BF
wc (m−βRM , n−1, βRM)+∆ ≤ URM-BF

wc (m−βRM , n−1, βRM )+(21/(βRM +1)−1)βRM

cabe en n procesadores, de tal forma que el ĺımite de utilización URM-BF
wc (m, n, α)

debe cumplir

URM-BF
wc (m, n, α) ≥ (21/(βRM +1) − 1)βRM + URM-BF

wc (m− βRM , n− 1, α)

�

El ĺımite de utilización para planificación RM y asignación de tareas BF se ob-
tiene a partir de los teoremas 19 y 20, tal como muestra el teorema 21.

Teorema 21 Si m > βRMn se cumple que el ĺımite de utilización para RM-BF es
una función única y exclusivamente de m, n y βRM , y viene dada por

URM-BF

wc (m, n, βRM ) = (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM+

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

Demostración:
La demostración es idéntica a la realizada en el teorema 18, sólo hay que sustituir
las iniciales FF por las iniciales BF.

�
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4.2.4 Ĺımite de utilización para RM-WF

El algoritmo de asignación Worst Fit (WF) asigna cada tarea al procesador con ma-
yor capacidad residual, suficiente para albergar la tarea. Si dos o más procesadores
tienen la misma capacidad residual se elige entre estos empleando el algoritmo FF,
recorriendo los procesadores en el sentido {P1 . . . , Pn}. La descripción detallada de
este algoritmo de asignación de tareas puede encontrarse en el caṕıtulo 2.1.1.

Para obtener el ĺımite de utilización URM−WF
wc se obtendrá en primer lugar una

cota superior de dicho ĺımite de utilización.

Esta cota superior se verá que coincide con la cota inferior proporcionada por
el corolario 2 para cualquier algoritmo razonable de asignación de tareas a procesa-
dores. Como el algoritmo de asignación WF es razonable resulta que el ĺımite de
utilización asociado al mismo coincide con la cota inferior dada por el corolario 2,
tal como indica el corolario 3.

Teorema 22 Si m > βRMn se cumple

URM−WF
wc (m, n, α) ≤











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
La demostración se dividirá en tres casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de α.

Caso 1:
Este caso se corresponde con α ≤ Ua. Se demostrará que existe un conjunto de m
tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total

naUa + nbUb − (n− 1)α + ε

con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignación de tareas a procesadores.

El conjunto de m tareas se construye tal como sigue, estrictamente en el orden
indicado. Se tienen b(m− 1)/nc subconjuntos de n tareas cada uno. Cada uno de
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estos subconjuntos esta formado por na tareas de factor de utilización

ua =
Ua − α

d(m− 1)/ne +
ε

m− 1

y por nb tareas de factor de utilización

ub =
Ub − α

b(m− 1)/nc +
ε

m− 1

A continuación de los b(m− 1)/nc subconjuntos anteriores vienen na tareas de factor
de utilización ua. Finalmente viene la última tarea, τm, de factor de utilización α.

Se puede comprobar que el conjunto tiene m tareas y que la utilización total del
conjunto es

naUa + nbUb − (n− 1)α + ε

En primer lugar hay que demostrar que el conjunto de tareas es válido, es decir, hay
que demostrar que los factores de utilización cumplen 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , n.

El factor de utilización de todas las tareas es obviamente mayor que cero. Ade-
más el factor de utilización de la última tarea es menor o igual que α pues es
igual a α. Hay que demostrar entonces que ua y ub son menores o iguales que
α. A partir de la definición de ua y ub se deduce que ub ≥ ua, pues Ub ≥ Ua y
b(m− 1)/nc ≤ d(m− 1)/ne. Por lo tanto es suficiente demostrar ub ≤ α.

Sustituyendo el valor de Ub en la definición de ub

ub =

⌊

m+n−1
n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

− α

b(m− 1)/nc +
ε

m− 1
(4.34)

Por hipótesis del teorema se tiene m > βRMn, y por lo tanto aplicando la relación (i)
de la página 245 se tiene m ≥ (βRMn+1). Como consecuencia, b(m− 1)/nc ≥ βRM ,
y b(m + n− 1)/nc ≥ βRM + 1.

Por otra parte en la página 157 se demostró

α > (21/(βRM +1) − 1)

Se deduce entonces empleando la relación (ii)

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

≤ (βRM + 1)(21/(βRM +1) − 1)

Llevando todas estas relaciones a la ecuación (4.34) se obtiene

ub < (21/(βRM +1) − 1) +
ε

m− 1

Tal como se indicó anteriormente α > (21/(βRM +1) − 1). Entre dos números rea-
les es siempre posible encontrar otro número real, y por lo tanto eligiendo un ε
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nb

ua
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ua
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ua

ua

⌊

m−1
n

⌋

subconjuntos de n tareas
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ub
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ub
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ub ub
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P1

P2

P3

P4

P5

ua

Figura 4.5: Asignación de las (m− 1) primeras tareas en el caso 1 del teorema 22,
para m = 18 y n = 5.

suficientemente pequeño se tiene ub < α.
A continuación se demostrará que el conjunto de tareas propuesto no cabe en el

multiprocesador. Las (m − 1) primeras tareas se asignan tal como se indica en la
figura 4.5. Como resultado de la asignación de las (m − 1) primeras tareas, los na

primeros procesadores reciben d(m− 1)/ne tareas de factor de utilización ua. Estos
procesadores tienen una capacidad residual de valor

Ua − d(m− 1)/ne ua = α− ε/(m− 1)

Por lo tanto, la última tarea de factor de utilización α no cabe en estos procesadores.
Con respecto a los restantes nb procesadores sucede algo análogo. Estos proce-

sadores reciben b(m− 1)/nc tareas de factor de utilización ub. Estos procesadores
tienen una capacidad residual de valor

Ub − b(m− 1)/nc ub = α− ε/(m− 1)

Por lo tanto, la última tarea de factor de utilización α no cabe en estos procesadores.

Caso 2:
Este caso se corresponde con Ua ≤ α < Ub. Se demostrará que existe un conjunto de
m tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total

nbUb − (nb − 1)α + ε

con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignación de tareas a procesadores.

El conjunto de m tareas se divide en cuatro subconjuntos. Un primer subconjunto
formado por (m− n− 1) tareas de factor de utilización

ui =
ε

(m− nb − 1)

para i = 1, . . . , (m− n− 1).
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Un segundo subconjunto formado por nb tareas de factor de utilización

ui = Ub − α

para i = (m− n), . . . , (m− na − 1).

Un tercer subconjunto formado por na tareas de factor de utilización

ui =
ε

(m− nb − 1)

para i = (m− na), . . . , (m− 1).

Un cuarto subconjunto formado por una única tarea, τm, de factor de utilización
um = α

Se puede comprobar que la utilización total del conjunto de m tareas es igual a

nbUb − (nb − 1)α + ε

Antes de demostrar que el conjunto de tareas no cabe en el multiprocesador es
necesario demostrar que dicho conjunto es válido, es decir, debe demostrarse que se
cumple 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , n.

Resulta obvio que los factores de utilización de todas las tareas son mayores que
cero. Por otra parte, los factores de utilización del primer y tercer subconjunto
son menores o iguales que α eligiendo un ε suficientemente pequeño. El factor
de utilización de la única tarea que compone el cuarto subconjunto es obviamente
menor o igual que α. Resta por demostrar entonces que el factor de utilización de las
tareas del segundo subconjunto son menores o iguales que α. Para ello debe tenerse
en cuenta que para valores de x mayores que cero la función x(21/x−1) es monótona
decreciente y decrece cada vez más lentamente, pues su primera derivada es negativa,
y su segunda derivada positiva. Llevado esto a nuestro problema significa que

Ub − Ua =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

−
⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

≤ 1(21 − 1)− 2(21/2 − 1) = 1− 2(
√

2− 1)

Como α se encuentra entre Ua y Ub, resulta

Ub − α ≤ Ub − Ua ≤ 1− 2(
√

2− 1) ≈ 0′172

Al encontrarse α entre Ua y Ub entonces α > Ua. Se sabe que Ua > ln 2 por ser
la función x(21/x − 1) monótona decreciente para valores de x positivos, y por ser
limx→∞ x(21/x − 1) = ln 2. Como 0′172 < ln 2 ≈ 0′69 los factores de utilización de
las tareas del segundo subconjunto son menores que α.

A continuación se probará que el conjunto de tareas anterior no cabe en el multi-
procesador. Las (m−1) primeras tareas se asignan tal como se indica en la figura 4.6.
Como resultado de la asignación de las (m−1) primeras tareas, los na primeros pro-
cesadores reciben d(m− 1)/ne tareas de factor de utilización ui = ε/(m − nb − 1).
La tarea τm de factor de utilización α no puede asignarse a ninguno de estos na pri-
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Figura 4.6: Asignación de las (m− 1) primeras tareas en el caso 2 del teorema 22,
para m = 18 y n = 5.

meros procesadores, pues el ĺımite de utilización asociado a d(m− 1)/ne+ 1 tareas
es Ua y por lo tanto la capacidad residual de estos procesadores es

Ua −
⌈

m− 1

n

⌉

ε < α

Como resultado de la asignación de las (m−1) primeras tareas, los restantes nb pro-
cesadores reciben b(m− 1)/nc tareas, las cuales acumulan una utilización total por
encima de Ub−α. La tarea τm de factor de utilización α no puede asignarse a ningu-
no de estos nb procesadores, pues el ĺımite de utilización asociado a b(m− 1)/nc+1
tareas es Ub.

Caso 3:
Este caso se corresponde con Ub ≤ α. Se demostrará que existe un conjunto de m
tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total

U = Ub + ε

con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignación de tareas a procesadores.

El conjunto de m tareas se construye a partir de dos subconjuntos. Un primer
subconjunto formado por (m − 1) tareas de factor de utilización ui = ε/(m − 1), y
una tarea τm de factor de utilización um = Ub. Puede comprobarse que la utilización
total de este conjunto de tareas es (Ub + ε), y que además el factor de utilización de
todas las tareas cumple 0 < ui ≤ α.

De acuerdo con el algoritmo de asignación WF las (m − 1) primeras tareas se
dividen equitativamente en número (en lo posible) entre los n procesadores. Co-
mo resultado, el procesador o procesadores que menos tareas recibirán, recibirán
b(m− 1)/nc tareas. Los demás recibirán d(m− 1)/ne tareas. Si la tarea τm cupiese
en alguno de los procesadores, cabŕıa en uno de los procesadores con menos tareas,
pues para estos el ĺımite de utilización es más alto. Si embargo, la utilización total
de b(m− 1)/nc tareas de factor de utilización ε/(m − 1) y una tarea de factor de



4.2 Cálculo de los ĺımites de utilización 179

utilización Ub es igual a

b(m− 1)/nc ε

m− 1
+ Ub = b(m− 1)/nc ε

m− 1
+

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

y por lo tanto mayor que

(⌊

m− 1

n

⌋

+ 1

)

(

21/(bm−1
n c+1) − 1

)

=

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

que es el ĺımite de utilización para b(m− 1)/nc + 1 tareas. En conclusión, la tarea
τm no cabe en ninguno de los procesadores.

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostración no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una función cont́ınua.

�

Corolario 3 Si m > βRMn se cumple

URM−WF
wc (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración
A partir del teorema 22 se tiene

URM−WF
wc (m, n, α) ≤











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

Por otra parte, como WF es un algoritmo razonable de asignación de tareas, apli-
cando el corolario 2 se deduce

URM−WF
wc (m, n, α) ≥











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α
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y por lo tanto

URM−FF
wc (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

�

El ĺımite de utilización empleando planificación RM-WF es el más bajo posible
de entre todos los algoritmos razonables de asignación de tareas, pues coincide con
la cota inferior proporcionada en el apartado 4.2.1.

4.2.5 Ĺımite de utilización para RM-RF

El algoritmo de asignación Random Fit (RF) asigna de forma aleatoria cada tarea
entre todos los procesadores con capacidad al residual suficiente para albergar la
tarea. La descripción detallada de este algoritmo de asignación de tareas puede
encontrarse en el apartado 2.1.1.

Este algoritmo es el peor de los algoritmos de asignación razonables en términos
de ĺımite utilización. La explicación es simple, la asignación de tareas a procesadores
realizada por cualquier algoritmo razonable de asignación podŕıa ser el resultado
también de la asignación de tareas empleando el algoritmo RF. La probabilidad de
que RF realice la misma asignación puede ser mayor o menor, pero en cualquier caso
esa posibilidad siempre existe y debe ser tenida en cuenta.

A continuación, el teorema 23 proporciona el ĺımite de utilización empleando
planificación RM-RF.

Teorema 23 Si m > βRMn se cumple

URM−RF
wc (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración
En el apartado 4.2.4 se obtuvo el ĺımite de utilización empleando el algoritmo (razo-
nable) de asignación de tareas WF. Como el ĺımite de utilización empleando asigna-
ción RF no puede ser mayor que el ĺımite de utilización empleando asignación WF
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resulta

URM−RA
wc (m, n, α) ≤











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

Por otra parte, a partir del corolario 2 se sabe que el ĺımite de utilización asociado a
todos los algoritmos razonables de asignación de tareas debe ser mayor o igual que











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

y como el algoritmo RF es razonable se deduce

URM−RF
wc (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

El algoritmo de asignación RF puede emplearse para obtener los ĺımites de uti-
lización en el caso de la creación y destrucción dinámica de tareas que ocurre en los
cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

4.2.6 Ĺımite de utilización para RM-OPT

El algoritmo de asignación de tareas a procesadores denominado Optimal (OPT)
es el algoritmo óptimo de asignación de tareas a procesadores. La obtención de la
asignación óptima de tareas, es análoga al problema denominado bin-packing. Este
problema pertenece a la clase de problemas NP-hard en el sentido estricto, por lo
que no puede resolverse en general en tiempo pseudopolinomial. Aunque la bús-
queda de la asignación óptima de tareas a procesadores no resulta práctica, sirve
como referencia para conocer lo lejos que está un algoritmo heuŕıstico de asignación
del algoritmo optimo de asignación. Por ejemplo, si los resultados obtenidos para
un determinado algoritmo de asignación son cercanos a los obtenidos por el algorit-
mo óptimo, entonces no merece la pena la búsqueda de algoritmos heuŕısticos más
complejos pues la mejora que puede obtenerse es pequeña.

La descripción detallada de este algoritmo de asignación de tareas puede encon-
trarse en el apartado 2.1.1.

El algoritmo de asignación OPT asigna de forma factible todos los conjuntos de
tareas que pueden asignarse con otros algoritmos. Por lo tanto se deduce que el ĺımite
de utilización para RM-OPT es mayor o igual que el ĺımite de utilización empleando
otros algoritmos de asignación y planificación RM en cada procesador. En particular,
los algoritmos razonables tipo RAD que incluyen una etapa previa de ordenación de
las tareas en sentido de factores de utilización decrecientes proporcionan el máximo
ĺımite de utilización de entre todos los algoritmos razonables de asignación. La
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demostración puede verse en el teorema 4 de la página 185. Como el algoritmo OPT
es también razonable, resulta que el ĺımite de utilización asociado al mismo debe
coincidir con el ĺımite de utilización asociado a los algoritmos RAD. Es decir,

URM−OPT
wc = URM−RAD

wc (m, n, α) = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1)

El algoritmo FFD es del tipo RAD. Sin embargo, esto no significa que los algoritmos
FFD y OPT sean capaces de asignar los mismos conjuntos de tareas, sino que com-
parten el caso peor. En realidad, hay conjuntos de tareas que pueden ser asignados
empleando el algoritmo OPT pero no el FFD. El resultado inverso no es cierto por
definición del algoritmo óptimo de asignación.

4.2.7 Ĺımites de utilización empleando ordenación

Por motivos de claridad, en este apartado se repite la introducción a los ĺımites de
utilización empleando ordenación proporcionada en el apartado 3.2.7.

Los algoritmos de asignación FF, BF, WF y RF no son más que distintas formas
de elegir un procesador de entre todos los procesadores en los que cabe una tarea.
Estos algoritmos no suponen una determinada ordenación de las tareas antes de
hacer la asignación. Las tareas vienen definidas únicamente por sus factores de
utilización, por lo que la ordenación de tareas consiste en la ordenación basada en
factores de utilización. Se consideran dos tipos de ordenación:

• Factores de utilización crecientes. Este tipo de ordenación se denota por I
(Increasing). Después de realizar la ordenación los factores de utilización de
las tareas cumplen la propiedad:

u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ um−1 ≤ um

donde τ1 es la primera tarea que se asigna, y τn la última.

• Factores de utilización decrecientes. Este tipo de ordenación se denota por D
(Decreasing). Después de realizar la ordenación los factores de utilización de
las tareas cumplen la propiedad:

u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ um−1 ≥ um

donde τ1 es la primera tarea que se asigna, y τn la última.

Si so se considera ningún tipo de ordenación los algoritmos de asignación con-
servan los nombres anteriores, esto es, FF, BF, WF y RF. No obstante si llevan
a cabo un determinado tipo de ordenación antes de hacer la asignación llevan una
letra adicional que hace referencia a la misma. Para ordenación en sentido de fac-
tores de utilización se tienen los algoritmos FFI, BFI, WFI y RFI. Para ordenación
en sentido decreciente de factores de utilización crecientes se tienen los algoritmos
FFD, BFD, WFD y RFD.

En general, la ordenación de tareas tiene efecto sobre los ĺımites de utilización
absolutos y estad́ısticos, tal como se muestra en este apartado y en el apartado 4.4.
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Sin embargo hay un precio a pagar. En primer lugar, el algoritmo de ordenación
tiene una complejidad O(m logm), donde m es el número de tareas. Este algorit-
mo tiene en general un coste computacional no despreciable, aunque asumible en
muchos casos. En segundo lugar, el proceso de ordenación es incompatible con una
asignación en ĺınea de tareas a procesadores. Con la asignación en ĺınea no se conoce
a priori el conjunto completo de tareas a asignar, por lo que cada vez que llega una
nueva tarea, el proceso de ordenación puede dar lugar a que una tarea previamente
asignada a un procesador deba reasignarse a otro procesador. Esto va en contra de
la filosof́ıa de la planificación multiprocesador con particionado, donde se trata de
evitar la migración de tareas entre procesadores. La asignación en ĺınea de tareas
plantea además otros problemas que se tratan en el caṕıtulo 6.5.

A continuación se muestra el efecto de la ordenación de tareas sobre los ĺımites
de utilización. Deliveradamente se ha excluido el análisis de los algoritmos que
incluyen ordenación antes de realizar la asignación OPT (óptima). La razón es
simple, la ordenación de tareas no influye sobre la asignación realizada empleando
el algoritmo OPT.

Algoritmos de ordenación en sentido decreciente

De igual forma que suced́ıa empleando planificación local EDF, empleando planifica-
ción local RM la ordenación previa de las tareas en sentido de factores de utilización
decrecientes hace que el ĺımite de utilización asociado a todos los algoritmos de
asignación razonables sea el mismo, y además de idéntico valor a la cota superior
proporcionada por el teorema 15.

Teorema 24 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores
que no asume ninguna ordenación de los factores de utilización. Sea RAD el algo-
ritmo de asignación de tareas a procesadores obtenido ordenando previamente las
tareas en sentido decreciente de factores de utilización y aplicando posteriormente
el algoritmo de asignación RA. Si m > βRMn y n > 1, se cumple

URM−RAD
wc ≥ (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

Demostración:
Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador. Sea
τk la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. Puesto que el
algoritmo de asignación es razonable, aplicando la ecuación (2.1) de la página 29 se
tiene

Uj > (mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− uk (4.35)

para j = 1, . . . , n. Donde Uj es la utilización total de las tareas previamente asigna-
das al procesador Pj, mj es el número de estas tareas y uk es el factor de utilización
de la tarea τk.

La utilización total de las k primeras tareas se puede obtener como

k
∑

i=1

ui =

n
∑

j=1

Uj + uk (4.36)
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A partir de la ecuación (4.35) y de la ecuación (4.36) se deduce

k
∑

i=1

ui >
n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)− (n− 1)uk (4.37)

Una consecuencia de la ordenación de tareas en sentido de factores de utilización
decrecientes es que el factor de utilización de la tarea τk es menor o igual que el
factor de utilización de las tareas {τ1, . . . , τk−1}. Por lo tanto se cumple

uk ≤
∑k

i=1 ui

k

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4.37) y despejando
∑k

i=1 ui se obtiene

k
∑

i=1

ui >
k

k + n− 1

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)

La suma de los factores de utilización de las k primeras tareas es siempre menor o
igual que U , la suma de los factores de utilización de todas las tareas. Por lo tanto
también se cumple

U >
k

k + n− 1

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1) (4.38)

Las variables k y {m1, . . . , mn} no pueden tomar cualquier valor. En particular
mj ≥ βRM , pues en caso contrario la tarea τk cabŕıa en el procesador Pj, lo cual
va en contra de la hipótesis. Debe tenerse en cuenta que todo procesador puede
albergar al menos βRM tareas. Por otra parte, se sabe que

k = 1 +
n
∑

j=1

mj

y por lo tanto k ≥ (βRMn + 1). Bajo estas restricciones se puede demostrar que
para n > 1 la función

k

k + n− 1

n
∑

j=1

(mj + 1)(21/(mj+1) − 1)
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se minimiza1para los valores k = (βRMn + 1) y mj = βRM para j = 1, . . . , n. A
partir de la ecuación (4.38) se deduce entonces

U >
βRMn + 1

βRMn + 1 + n− 1

n
∑

j=1

(βRM + 1)(21/(βRM +1) − 1) =

(βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

Una condición necesaria para que un conjunto de tareas no quepa en n procesadores
es que su utilización total sea mayor que

(βRMn + 1)(21/(βRMn+1) − 1)

o lo que es equivalente, cualquier conjunto de tareas de utilización menor o igual
que

(βRMn + 1)(21/(βRMn+1) − 1)

es planificable sobre n procesadores. Como no se ha realizado ninguna hipótesis
sobre el algoritmo de asignación de tareas salvo que este sea razonable, y que todas
las tareas a asignar estén ordenadas en sentido de factores de utilización decrecientes
resulta que

URM−RAD
wc ≥ (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

donde RAD es un algoritmo de asignación de tareas obtenido obtenido mediante
previa ordenación de las tareas en sentido de factores de utilización decrecientes, y
posterior asignación razonable de tareas.

�

Corolario 4 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores
que no asume ninguna ordenación de los factores de utilización. Sea RAD el algo-
ritmo de asignación de tareas a procesadores obtenido ordenando previamente las
tareas en sentido decreciente de factores de utilización y aplicando posteriormente
el algoritmo de asignación RA. Si m > βRMn se cumple

URM−RAD
wc (n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1) (4.39)

Demostración:
Por una parte el teorema 24 proporciona la cota inferior

URM−RAD
wc ≥ (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

para el caso n > 1.
Por otra parte el teorema 15 proporciona una cota superior del ĺımite de utiliza-

ción de cualquier algoritmo de asignación, y por lo tanto es aplicable a los algoritmos
RAD.

URM−RAD
wc ≤ (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

1Para n = 1 la minimización ocurriŕıa para m1 = m, independientemente del valor de k.
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Se obtiene entonces

URM−RAD
wc (n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRMn+1) − 1)

�

En particular los algoritmos FFD, BFD, WFD y RFD tienen el mismo ĺımite de
utilización de valor

URM−FFD
wc (n > 1, βRM) = URM−BFD

wc (n > 1, βRM) = URM−WFD
wc (n > 1, βRM) =

URM−RFD
wc (n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM n+1) − 1)

que coincide con el máximo posible. Por consiguiente todos estos algoritmos son
óptimos desde el punto de vista del ĺımite de utilización. Ni siquiera el algoritmo
de asignación óptimo puede tener un ĺımite de utilización mayor (de hecho tiene el
mismo).

Para el caso n = 1, el ĺımite de utilización coincide obviamente con el de Liu y
Layland (1973) para planificación RM.

Algoritmos de ordenación en sentido creciente

De igual forma que se demostraba en el apartado 3.2.7 para planificación local EDF
que la ordenación previa de las tareas no puede reducir el ĺımite de utilización, se
puede demostrar lo mismo de forma análoga para el caso de planificación local RM.

Como consecuencia URM−FFI
wc ≥ URM−FF

wc , URM−BFI
wc ≥ URM−BF

wc , URM−WFI
wc ≥

URM−WF
wc , y URM−RFI

wc ≥ URM−RF
wc .

En el caso de factores de utilización decrecientes el ĺımite de utilización no es el
mismo para todos los algoritmos razonables, al contrario de lo que sucede cuando
los factores de utilización siguen una secuencia decreciente.

Algoritmo de asignación FFI
El teorema 16, en la página 159 demuestra que

URM-FF
wc (m, n, α) ≤ (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

+ (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

para ello se empleo un conjunto de m tareas, dividido en dos subconjuntos: un
primer subconjunto de (m − βRMn) tareas, y un segundo subconjunto de βRMn
tareas, y se comprobó que no cab́ıan en n procesadores empleando asignación FF.

Todas las tareas del primer subconjunto tienen el mismo factor de utilización de
valor

ui =
(m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)− (21/(βRM +1) − 1)βRM

(m− βRMn)

donde i = 1, . . . , (m− βRMn).
Todas las tareas del segundo subconjunto tienen el mismo factor de utilización
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de valor
ui = (21/(βRM +1) − 1) +

ε

βRMn

donde i = (m− βRMn + 1), . . . , m.

Este conjunto de m tareas está ordenado en sentido de factores de utilización
crecientes, pues como se demostrará a continuación los factores de utilización de las
tareas del segundo subconjunto son mayores o iguales que los factores de utilización
de las tareas del primer subconjunto. En la ecuación (4.14) del teorema 16 se
muestra la siguiente restricción de los factores de utilización de las tareas del primer
subconjunto

ui ≤
(21/(βRM+1) − 1)

(m− βRMn)

Como m > βRMn, y m, βRM y n son enteros resulta m ≥ (βRM + 1). Se obtiene
entonces

ui ≤ (21/(βRM+1) − 1)

Por lo tanto, los factores de utilización de las tareas del primer subconjunto son me-
nores o iguales que los factores de utilización de las tareas del segundo subconjunto.

El razonamiento empleado para obtener la cota superior del ĺımite de utilización
para planificación RM-FF podŕıa emplearse para planificación RM-FFI, obtenién-
dose exactamente la misma cota. Teniendo en cuenta que el ĺımite de utilización
empleando asignación FFI no puede ser menor que el obtenido con asignación FF
resulta que ambos ĺımites de utilización son iguales.

URM−FFI
wc (m, n, βRM ) = URM−FF

wc (m, n, βRM ) =

(n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM + (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

(4.40)

Algoritmo de asignación BFI
Siguiendo una ĺınea de razonamiento idéntica a la mostrada en el caso de asignación
FFI, se deduce que la cota superior proporcionada por el teorema 19 de la página 167
es válida para asignación BFI. Como por otra parte el ĺımite de utilización para
asignación BFI no puede ser menor que el ĺımite de utilización para asignación BF
resulta que ambos ĺımites de utilización son iguales.

URM−BFI
wc (m, n, βRM ) = URM−BF

wc (m, n, βRM ) =

(n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM + (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

(4.41)

Algoritmo de asignación WFI
Cuando las tareas se ordenan en sentido de factores de utilización crecientes el
algoritmo de asignación de tareas WF asigna las tareas a los procesadores de forma
estrictamente secuencial. Es decir, si se modifican los ı́ndices de las tareas para ser
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Figura 4.7: Ejemplo de asignación de tareas empleando el algoritmo WFI, para
m = 18 y n = 5.

consecuentes con la ordenación, la tarea τk se asigna al procesador de ı́ndice

k −
⌊

k − 1

n

⌋

n

Si no cabe en dicho procesador, entonces no cabe en ningún otro procesador. En la
Figura 4.7 puede verse un ejemplo de asignación de tareas empleando el algoritmo
WFI. La asignación WFI podŕıa por lo tanto implementarse siguiendo el algoritmo
simple 4.2.1. No se proporciona la demostración formal de que este algoritmo es
equivalente al WFI pues es un resultado intuitivamente claro.

A continuación se obtiene el ĺımite de utilización para asignación WFI. Para ello,
en primer lugar se obtiene una cota inferior de dicho ĺımite de utilización.

Teorema 25 Si m > βRMn se cumple

URM−WFI
wc (m, n, α) ≤

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
La demostración se dividirá en dos casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de α.

Caso 1:
Este caso se corresponde con α < Ub. Se demostrará que existe un conjunto de m
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tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total

nUb − (n− 1)α + ε

con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo WF de
asignación de tareas a procesadores.

El conjunto de tareas se divide en tres subconjuntos. El primer subconjunto está
formado por na tareas de factor de utilización

ui =
ε

m− 1

para i = 1, . . . , na. Donde

na = m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

El segundo subconjunto está formado por (m− na − 1) tareas de factor de utili-
zación

ui =
Ub − α
⌊

m−1
n

⌋ +
ε

m− 1

para i = (na + 1), . . . , (m− 1).
El tercer subconjunto esta formado por una única tarea, τm, de factor de utili-

zación α.
Se puede comprobar que la utilización total del conjunto de tareas es

nUb − (n− 1)α + ε

Otra asignación WFI

ordenar las tareas en sentido creciente de utilizaciones

j := 1
desde i := 1 hasta m

si CR(j) ≥ ui

asignar τi a Pj

si no

retornar NO PLANIFICABLE

fin de si

j := j + 1
si j > n

j := 1
fin de si

fin de desde

retornar PLANIFICABLE

fin de otra asignación WFI

Algoritmo 4.2.1: Un algoritmo simple de asignación de tareas WFI.
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Hay que comprobar que el conjunto de tareas es válido, esto es, debe verificarse
que 0 < ui ≤ α para i = 1, . . . , n. Además debe cumplirse que los factores de
utilización siguen una secuencia creciente.

Los factores de utilización son obviamente mayores que cero. El factor de utili-
zación de las tareas del primer subconjunto es menor que α eligiendo un ε suficiente-
mente pequeño. El factor de utilización de la única tarea del tercer subconjunto es
menor o igual que α, pues de hecho toma el valor α. Se demostrará a continuación
que los factores de utilización de las tareas del segundo subconjunto son menores o
iguales que α. Sustituyendo el valor de Ub en la definición de ui de las tareas del
segundo subconjunto se tiene

ui =

⌊

m+n−1
n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

− α
⌊

m−1
n

⌋ +
ε

m− 1
(4.42)

Por hipótesis del teorema se tiene m > βRMn, y por lo tanto m ≥ (βRMn+1). Como
consecuencia, b(m− 1)/nc ≥ βRM , y b(m + n− 1)/nc ≥ βRM + 1 Por otra parte de
acuerdo con la ecuación (4.10) de la página 157 se cumple

α > (21/(βRM +1) − 1)

Llevando todas estas relaciones a la ecuación (4.42) se obtiene

ui < (21/(βRM+1) − 1) +
ε

m− 1

Tal como se indico anteriormente α > (21/(βRM +1) − 1). Entre dos números rea-
les es siempre posible encontrar otro número real, y por lo tanto eligiendo un ε
suficientemente pequeño se tiene ui ≤ α.

Los factores de utilización siguen una secuencia creciente pues eligiendo un ε
suficientemente pequeño se tiene

ε

m− 1
<

Ub − α
⌊

m−1
n

⌋ +
ε

m− 1
< α

A continuación se probará que el conjunto de tareas anterior no cabe en el mul-
tiprocesador.

Las (m − 1) primeras tareas se asignan de forma secuencial a los procesadores,
de acuerdo con el algoritmo 4.2.1 de la página 189. La situación después de la
asignación puede verse en la figura 4.8.

Si la tarea τm cupiese en algún procesador cabŕıa en uno de los nb = (n − na)
últimos procesadores. La utilización total de uno cualquiera de estos nb procesadores
es

⌊

m− 1

n

⌋

(

Ub − α
⌊

m−1
n

⌋ +
ε

m− 1

)

y por lo tanto mayor que Ub−α. El ĺımite de utilización asociado a b(m− 1)/nc+1
tareas es Ub, y por lo tanto la última tarea de factor de utilización α no cabe en
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Figura 4.8: Asignación de las (m − 1) primeras tareas en el caso 1 del teorema 25,
para m = 18 y n = 5.

ninguno de los procesadores.
Caso 2:
Este caso se corresponde con α ≥ Ub. Se demostrará que existe un conjunto de m
tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total Ub + ε, con ε → 0+, el cual no cabe en n procesadores empleando el algoritmo
WFI de asignación de tareas a procesadores.

Se considera el mismo conjunto de tareas que el caso 3 del teorema 22, en la
página 174. Este teorema obteńıa una cota superior para la asignación WF. El
conjunto de m tareas se construye a partir de dos subconjuntos. Un primer sub-
conjunto formado por (m− 1) tareas de factor de utilización ui = ε/(m− 1), y una
tarea τm de factor de utilización um = Ub. Puede comprobarse que los factores de
utilización de las tareas están en sentido creciente. Por lo tanto si no cab́ıan en los
procesadores empleando asignación WF, tampoco caben empleando asignación WFI.

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostración no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una función cont́ınua.

�

El teorema 26 cuyo enunciado y demostración se proporciona a continuación
presenta una cota inferior del ĺımite de utilización empleando asignación de tareas
WFI.

Teorema 26 Si m > βRMn se cumple

URM−WFI
wc (m, n, α) ≥

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)
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Demostración:
La demostración se dividirá en dos casos, cada caso correspondiente a un intervalo
de valores de α.

Caso 1:
Este caso se corresponde con α < Ub. Se demostrará que cualquier conjunto de m
tareas {τ1, . . . , τm}, de factores de utilización menores o iguales que α, y utilización
total menor o igual que

nUb − (n− 1)α

cabe en n procesadores empleando el algoritmo WFI de asignación de tareas a proce-
sadores. Para ello se demostrará que la utilización total de cualquier conjunto de m
tareas que no cabe en el multiprocesador debe ser mayor que la expresión anterior.

Sea {τ1, . . . , τm} un conjunto de m tareas que no cabe en el multiprocesador.
Sea τk la primera tarea del conjunto que no cabe en el multiprocesador. La asig-
nación WFI consiste en ordenar previamente las tareas en sentido de factores de
utilización crecientes, y hacer a continuación una la asignación WF. De acuerdo con
el algoritmo 4.2.1 y la figura 4.7, las tareas se asignan de manera secuencial a los
procesadores. Por lo tanto, si la tarea τk no cabe, esto significa

Ul >

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

− uk (4.43)

donde l = k− b(k − 1)/nc, y donde Ul es la utilización total de las tareas asignadas
al procesador Pl justo antes de intentar asignar la tarea τk.

La utilización total del resto de procesadores es mayor que Ul. Los (l−1) primeros
procesadores tienen una tarea más que Pl. Además para toda tarea asignada a Pl

existe otra asignada a cada uno de estos procesadores de factor de utilización mayor.
Los últimos (m−l) procesadores tienen el mismo número de tareas que Pl justo antes
de intentar asignar τk, y además para toda tarea asignada a Pl existe otra asignada a
cada uno de estos procesadores de factor de utilización mayor. Como consecuencia,
Uj ≥ Ul para j = 1, . . . , n. A partir de la ecuación (4.43) se obtiene

n
∑

j=1

Uj > n

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

− nuk

donde Uj es la utilización total del procesador Pj justo antes de intentar asignar la
tarea τk.
Se sabe que

U =

m
∑

i=1

ui ≥
k
∑

i=1

ui =

n
∑

j=1

Uj + uk

y por lo tanto se cumple

U > n

⌊

k + n− 1

n

⌋

(

21/b k+n−1
n c − 1

)

− (n− 1)uk
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Teniendo en cuenta que uk ≤ α, que el segundo término de la ecuación es una
función monótona decreciente en k, que k pertenece al rango [1, m] y la definición
de Ub resulta

U > nUb − (n− 1)α

Por consiguiente, cualquier conjunto de m tareas de utilización total menor o igual
que nUb − (n− 1)α cabe en n procesadores. Es decir,

URM−WFI
wc (m, n, βRM ) ≥ nUb − (n− 1)α

Caso 2:
Este caso se corresponde con α ≥ Ub. El ĺımite de utilización empleando asignación
WF toma el valor Ub para α ≥ Ub, tal como se indica en el corolario 3 de la pági-
na 179. Como el ĺımite de utilización para asignación WFI no puede ser menor que
para asignación WF resulta

URM−WFI
wc (m, n, βRM) ≥ Ub

NOTA: El rango asociado a cada uno de los casos de la demostración no coincide
exactamente con los rangos que aparecen en el enunciado del teorema. No obstante,
debe tenerse en cuenta que la cota proporcionada en el enunciado del teorema es
una función cont́ınua.

�

Finalmente, el corolario 5 proporciona el ĺımite de utilización para asignación
WFI.

Corolario 5 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesadores
arbitrario. Sea m > βRMn. Se cumple

URM−WFI
wc (m, n, α) =

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

Demostración:
La demostración es directa a partir de los teoremas 25, y 26.

�

Algoritmo de asignación RFI
El ĺımite de utilización empleando asignación RFI no puede se menor que el ĺımite
de utilización empleando asignación RF. Por lo tanto,

URM−RFI
wc (m, n, α) ≥











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

(4.44)
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donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

El teorema 22 de la página 174 proporciona una cota superior del ĺımite de utilización
empleando asignación WF. Para ello se consideran tres casos diferentes, en cada
uno de los cuales se construye un conjunto de tareas diferente. Si cada uno de
los conjuntos de tareas propuesto se ordenarse en sentido de factores de utilización
crecientes se obtendŕıa un nuevo conjunto de tareas. Este nuevo conjunto de tareas
podŕıa asignarse a los procesadores empleando el algoritmo RFI de forma idéntica
a como lo hace el algoritmo WF en la demostración del teorema 22. El resultado es
que la cota superior propuesta por el teorema 22 para asignación WF es válida para
asignación RFI. Como dicha cota superior coincide con la cota inferior proporcionada
por la ecuación (4.44) resulta

URM−RFI
wc (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α < Ub

Ub si Ub < α

(4.45)
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4.3 Análisis de los resultados teóricos

En este apartado se analizan los resultados teóricos obtenidos en el apartado 4.2.
Estos resultados son los siguientes:

• El ĺımite de utilización URM−RA
wc , asociado a la planificación RM y a una asig-

nación de tareas razonable cualquiera, RA, se encuentra dentro del rango

LRM (m, n, α) ≤ URM−RA
wc ≤ HRM (n, βRM)

donde

LRM (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

HRM (n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1)

βRM =

⌊

1

log2(α + 1)

⌋

na = m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

El parámetro α es el máximo factor de utilización alcanzable, m es el número
de tareas (m > βRMn), y n es el número de procesadores que constituyen el
multiprocesador.

• El ĺımite de utilización URM−RAD
wc , asociado a la planificación RM y a una

asignación de tareas RAD toma el valor

URM−RAD
wc = HRM(n, βRM )

donde RAD representa un algoritmo de asignación de tareas obtenido median-
te ordenación previa de los factores de utilización en sentido decreciente, y
posterior asignación empleando un algoritmo razonable cualquiera RA que no
realice internamente ningún tipo de ordenación de tareas. En particular el
ĺımite de utilización asociado a los algoritmos FFD, BFD, WFD y RFD toma
el valor HRM (n, βRM).

• El ĺımite de utilización asociado a la planificación RM, y a las asignaciones de
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tareas FF, FFI, BF y BFI toma el valor

URM−FF
wc (m, n, βRM) = URM−FFI

wc (m, n, βRM) = URM−BF
wc (m, n, βRM) =

URM−BFI
wc (m, n, βRM) = KRM(m, n, βRM )

donde

KRM (m, n, βRM) = (n− 1)(21/(βRM+1) − 1)βRM+

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

• El ĺımite de utilización asociado a la planificación RM y a las asignaciones de
tareas WF, RF y RFI toma el valor

URM−WF
wc (m, n, α) = URM−RF

wc (m, n, α) = URM−RFI
wc (m, n, α) =

LRM (m, n, α)

• El ĺımite de utilización asociado a la planificación RM y a la asignación de
tareas WFI toma el valor

URM−WFI
wc (m, n, α) = IRM (m, n, α)

donde

IRM (m, n, α) =

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

Se puede ver que todos los resultados teóricos giran alrededor de cuatro expresiones
matemáticas

LRM (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

IRM (m, n, α) =

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

KRM (m, n, βRM) = (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM+

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

HRM (n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM +1) − 1)

que se analizarán en los los apartados 4.3.1 a 4.3.4. Asimismo se puede comprobar
que

LRM (m, n, α) ≤ IRM (m, n, α) ≤ KRM (m, n, βRM) ≤ HRM(n, βRM )
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4.3.1 Análisis del ĺımite LRM(m, n, α)

En este apartado se analiza la función

LRM (m, n, α) =











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m + n− 1−
⌊

m + n− 1

n

⌋

n

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

la cual se corresponde con el ĺımite de utilización empleando planificación RM y
asignación de tareas WF, RF y RFI. Además también coincide con el ĺımite de
utilización más bajo de entre todos los algoritmos de asignación razonables bajo
planificación RM.

Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el ĺımite de Liu y Layland
(1973).

m(21/m − 1)

La figura 4.9 representa la función LRM (m, n, α) para diferentes valores de α. La
representación es continua a pesar de ser n una variable discreta, con el objetivo de
mejorar la visualización. Además la representación ha sido normalizada dividiendo
LRM (m, n, α) por el número de procesadores, mostrando aśı la utilización total pro-
medio de los procesadores. Para cada valor de α se han dibujado dos curvas, una
inferior y otra superior. La curva superior es el ĺımite de utilización para una número
de tareas m = (βRMn + 1). La curva inferior es el ĺımite de utilización para una
número de tareas infinito. Entre cada pareja de estas curvas se encuentra un área
sombreada dentro de la cual se encuentran todas las curvas de ĺımite de utilización
para distintos valores del número de tareas. Debe tenerse en cuenta que la función
LRM (m, n, α) es monótona decreciente en m.

El caso más general se corresponde con α = 1 pues este valor de α no supone nin-
guna restricción práctica sobre los factores de utilización de las tareas2. En este caso,
el ĺımite de utilización apenas se ve afectado por la adición de nuevos procesado-
res. En particular, para un número infinito de procesadores el valor LRM (m, n, α)/n
tiende asintóticamente a cero. Esta desafortunada situación puede ilustrarse con
un ejemplo. Consideremos una asignación de tareas WF, para la cual se tiene un

2Cualquier tarea de factor de utilización ui > 1 no puede planificarse con ningún planificador,
ni siquiera disponiendo de un número infinito de procesadores.
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Figura 4.9: Representación del ĺımite LRM (m, n, α).

ĺımite de utilización empleando planificación RM igual a LRM (m, n, α). Considérese
un conjunto de 20 tareas, de las cuales las 19 primeras tienen un factor de utili-
zación 0′000001, y la última un factor de utilización 2(21/2 − 1). Este conjunto de
tareas no cabe en ningún multiprocesador verificando m > βn, es decir, n < 20. La
utilización de este conjunto de tareas es aproximadamente 0′83, y sin embargo no
cabe en 19 procesadores. El resultado es una utilización total promedio menor que
0′83/19 ≈ 0′04.

Si bien para α = 1 se tiene una situación muy desafortunada, para α → 0 se
tiene el mejor caso posible. Cualquier procesador que se añada al sistema incremen-
ta el valor de LRM (m, n, α) en ln 2. La explicación es clara, cuando los factores de
utilización son muy pequeños se pueden llenar los procesadores casi hasta su capa-
cidad. En este caso un multiprocesador de n procesadores se comporta como un
monoprocesador n veces más rápido.

Para el resto de valores de α a medida que aumenta el número de procesadores la
utilización total promedio de los procesadores disminuye de forma asintótica hacia
un valor comprendido entre cero y ln 2.

Con respecto al número de tareas, m, se observa una gran influencia de este
parámetro sobre el ĺımite de utilización especialmente para valores intermedios de α.

La función LRM (m, n, α) proporciona el ĺımite de utilización empleando asigna-
ción WF, RF y RFI. Sin embargo, hay casos prácticos en los cuales se está interesado
en el número mı́nimo de procesadores nRM

wc que aseguran la planificabilidad de un
conjunto de m tareas de utilización total U y máximo factor de utilización alcanza-
ble α. En el caso de los algoritmos de asignación cuyo ĺımite de utilización asociado
viene dado por LRM (m, n, α), el número mı́nimo de procesadores se representa por
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nRM−L
wc y se obtiene tal como se explica a continuación.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificación RM. La primera de ellas proviene de la definición de βRM

dada en el apartado 4.1 (véase la figura 4.1)

m ≤ βRMnRM−L
wc

Despejando n y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nRM−L
wc =

⌈

m

βRM

⌉

(4.46)

La segunda condición de planificabilidad se deduce del empleo del ĺımite de utiliza-
ción

U ≤ LRM (m, nRM−L
wc , α) (4.47)

A partir de esta condición se puede obtener el mı́nimo valor de nRM−L
wc que la cumple.

El valor de nRM−L
wc se obtiene como el mı́nimo entre el valor mı́nimo de nRM−L

wc que
cumple la condición (4.47), y el valor de nRM−L

wc proporcionado por la ecuación (4.46)

Por ejemplo, veamos cuantos procesadores son necesarios para garantizar la pla-
nificabilidad de 100 tareas de utilización total 15, y factores de utilización menores
o iguales que 0’25 (es decir βRM = 3) empleando asignación de tareas WF, RF o
RFI, y planificación RM. A partir de la condición de planificabilidad dada por la
ecuación (4.46) se necesitan d100/3e = 34 procesadores. Aplicando la condición
de planificabilidad dada por la ecuación (4.47) con n = 33 procesadores el ĺımite
de utilización es 14’9. Si se emplean n = 34 procesadores se obtiene un ĺımite de
utilización de valor 15,34. Por lo tanto son necesarios 34 procesadores para asegurar
la planificabilidad del conjunto de tareas.

4.3.2 Análisis del ĺımite IRM(m, n, α)

En este apartado se analiza la función

IRM(m, n, α) =

{

nUb − (n− 1)α si α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

la cual se corresponde con el ĺımite de utilización empleando planificación RM y
asignación de tareas WFI.

Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el ĺımite de Liu y Layland
(1973).

m(21/m − 1)

A simple vista la representación gráfica de la función IRM(m, n, α), dada en
la figura 4.10, es idéntica a la representación gráfica de la función LRM (m, n, α),
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Figura 4.10: Representación del ĺımite IRM (m, n, α).

dada en la figura 4.9, y en realidad lo son. Ambas representaciones son idénticas
cuando na = 0, es decir, cuando (m − 1) es múltiplo de n, o para un número de
tareas infinito, pues en ese caso Ua = Ub. Para valores de m no muy grandes o
que no sean múltiplos de (βRM + 1), las curvas de ĺımite de utilización estarán en
la zona sombreada pero serán diferentes. Dentro de la zona sombreada se cumple
IRM(m, n, α) > LRM (m, n, α). No obstante, la diferencia entre ambas ĺımites de
utilización es pequeña.

Todos los comentarios acerca de la evolución del ĺımite de utilización en fun-
ción de α, n y m realizados en el apartado 4.3.1 para la función LRM (m, n, α) son
aplicables a la función IRM(m, n, α).

Si se está interesado en el mı́nimo número de procesadores necesarios para ase-
gurar la planificabilidad de un conjunto de tareas, este número se puede obtener de
forma análoga a como se explico en el apartado 4.3.1

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilización total
15, y factores de utilización menores o iguales que 0’25 (es decir βRM = 3) empleando
asignación de tareas WFI, y planificación RM se necesitan n = 34 procesadores, el
mismo número que empleando el ĺımite de utilización LRM (m, n, α).

4.3.3 Análisis del ĺımite KRM(m, n, α)

En este apartado se analiza la función

KRM (m, n, βRM) = (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM+

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)
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Figura 4.11: Representación del ĺımite KRM (m, n, βRM).

la cual se corresponde con el ĺımite de utilización empleando planificación RM y
asignación de tareas FF, FFI, BF o BFI.

Para el caso n = 1 se puede comprobar que se obtiene el ĺımite de Liu y Layland
(1973).

m(21/m − 1)

La figura 4.11 representa la función KRM (m, n, βRM) para diferentes valores de
βRM , y por lo tanto de α. La representación es continua a pesar de ser n una variable
discreta, con el objetivo de mejorar la visualización. Además la representación
ha sido normalizada dividiendo KRM (m, n, βRM) por el número de procesadores,
mostrando aśı la utilización total promedio de los procesadores. Para cada valor de
βRM se han dibujado dos curvas, una inferior y otra superior. La curva superior es el
ĺımite de utilización para una número de tareas m = (βRMn + 1). La curva inferior
es el ĺımite de utilización para una número de tareas infinito. Entre cada pareja
de estas curvas se encuentra un área sombreada dentro de la cual se encuentran
todas las curvas de ĺımite de utilización para distintos valores del número de tareas.
Debe tenerse en cuenta que la función KRM (m, n, βRM) es monótona decreciente
en m. Puede observarse que el número de tareas tiene una influencia menor sobre
KRM(m, n, βRM ) que la que teńıa sobre las funciones LRM (m, n, α), y IRM (m, n, α),
descritas en los apartados 4.3.1 y 4.3.2.

A medida que crece el número de procesadores la utilización media de los proce-
sadores tiende asintóticamente a un valor no nulo.

A simple vista puede observarse que el ĺımite de utilización para la asignación FF,
FFI, BF o BFI, dado por KRM (m, n, α) es mucho mayor que el ĺımite de utilización
asociado a la asignación WF, WFI, RF o RFI, especialmente para valores elevados
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Figura 4.12: Representación del ĺımite KRM (m, n, 1).

de α (valores bajos de βRM).

La figura 4.12 muestra en detalle la influencia del número de tareas sobre el
valor de la función KRM (m, n, βRM) para el caso general βRM = 1, es decir, α = 1.
Además representa con una ĺınea de puntos el ĺımite de utilización (no ajustado)
proporcionado por Oh y Baker (1998) para la asignación FF. La figura 4.13 es
análoga a la figura 4.12, pero muestra la situación en la cual los factores de utilización
de todas las tareas son menores que (21/3 − 1) ≈ 0′26, lo cual implica βRM = 3. Se
observa una mejora sustancial con respecto al caso βRM = 1. Además se observa
que en este caso el número de tareas tiene una influencia menor sobre el valor de la
función KRM (m, n, βRM). Esta figura también representa con una ĺınea de puntos
el ĺımite de utilización (no ajustado) proporcionado por Oh y Baker (1998) para
asignación FF.

En general, cualquier incremento de α produce un incremento de βRM , y un
incremento de la función KRM(m, n, βRM ).

∂KRM (m, n, βRM )

∂βRM
> 0

En el ĺımite, si α → 0 entonces βRM →∞, y se cumple

lim
α→0

KRM(m, n, βRM ) = n ln 2

Por lo tanto, si el factor de utilización de todas las tareas es bajo, el multiprocesador
se aproxima a un monoprocesador ideal n veces más rápido que cada uno de sus
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Figura 4.13: Representación del ĺımite KRM(m, n, 3).

procesadores.

Se puede obtener un ĺımite de utilización independiente del número de tareas
haciendo m = ∞ en la expresión de KRM (m, n, βRM).

KRM (m, n, βRM ) > KRM(∞, n, βRM) = ln 2 + (n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

La obtención del número mı́nimo de procesadores requeridos para asegurar la
planificabilidad de un conjunto de tareas dado se puede obtener de forma análoga
a como se hizo en el apartado 4.3.1. Por ejemplo, veamos cuantos procesadores son
necesarios para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilización total 15,
y factores de utilización menores o iguales que 0’25 (es decir βRM = 3) empleando
asignación de tareas FF, FFI, BF o BFI y planificación RM. A partir de la condición
de planificabilidad dada por la ecuación (4.46) se necesitan d100/3e = 34 procesa-
dores. Aplicando la expresión del ĺımite de utilización, con n = 26 procesadores
el ĺımite de utilización es 14’9. Si se emplean n = 27 procesadores se obtiene un
ĺımite de utilización de valor 15,5. Por lo tanto son necesarios 27 procesadores para
asegurar la planificabilidad del conjunto de tareas.

Otra posibilidad es emplear gráficas como las mostradas en las figuras 4.12 y 4.13.
Por ejemplo, considérese un conjunto de m = 7 tareas, de utilización total U = 1′75,
y factores de utilización arbitrarios. A partir de la figura 4.12, aplicando el ĺımite
de utilización propuesto por Oh y Baker (1998), se necesitan cinco procesadores.
Aplicando la expresión ajustada dada por la función KRM (m, n, βRM) se necesitan
sólo cuatro procesadores. Si se empleasen tres procesadores seŕıa posible encontrar
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un conjunto de tareas no planificable con asignación FF por ejemplo. Uno de estos
conjuntos de tareas es el formado por siete tareas de factores de utilización {u1 =
0′01, u2 = 0′01, u3 = 0′01, u4 = 0′43, u5 = 0′43, u6 = 0′43, u7 = 0′43}, el cual no cabe
en tres procesadores.

Las figuras 4.12 y 4.13 son válidas únicamente para m > βRMn. Por lo tanto,
si no hay punto en estas figuras para alguna pareja de valores (m, U), el número de
procesadores se obtiene como

nRM−K
wc =

⌈

m

βRM

⌉

Por ejemplo, para m = 3, U = 2′5, y βRM = 1, no hay punto en la figura 4.12, y
aśı se necesitan d3/1e = 3 procesadores.

4.3.4 Análisis del ĺımite HRM(n > 1, βRM)

En este apartado se analiza la función

HRM(n > 1, βRM) = (βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1)

la cual se corresponde con el ĺımite de utilización empleando planificación RM y
asignación de tareas FFD, BFD, WFD, RFD, y en general cualquier algoritmo de
asignación de tareas razonable con ordenación previa de las tareas en sentido de
factores de utilización decrecientes. Además se corresponde con el máximo ĺımite de
utilización que puede tener cualquier algoritmo de asignación razonable.

Para el caso n = 1 el ĺımite de utilización no viene dado por la expresión anterior.
Sin embargo, este coincide con el proporcionado por Liu y Layland (1973) para
planificación RM.

m(21/m − 1)

La figura 4.14 representa la función HRM(n > 1, βRM) para diferentes valores de
βRM , y por lo tanto de α. La representación es continua a pesar de ser n una varia-
ble discreta, con el objetivo de mejorar la visualización. Además la representación
ha sido normalizada dividiendo HRM (n > 1, βRM) por el número de procesadores,
mostrando aśı la utilización total promedio de los procesadores. Puede observar-
se que el ĺımite de utilización proporcionado por la función HRM (n > 1, βRM) no
depende del número de tareas. En particular, coincide con el ĺımite de utilización
proporcionado por la función KRM(m, n, βRM ) para el caso m = (βRMn + 1). Por
lo tanto, la evolución es similar a la de la función KRM(m, n, βRM ), descrita en el
apartado 4.3.3.

En el caso de la función HRM (n, βRM), el cálculo del número mı́nimo de proce-
sadores que aseguran la planificabilidad de un conjunto de tareas puede expresarse
fácilmente de forma anaĺıtica.

En la tesis se han presentado dos condiciones de planificabilidad complementarias
empleando planificación RM. La primera de ellas proviene de la definición de βRM
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Figura 4.14: Representación del ĺımite HRM(n > 1, βRM ).

dada en el apartado 4.1 (véase la figura 4.1)

m ≤ βRMnRM−H
wc

Despejando nRM−H
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nRM−H
wc =

⌈

m

βRM

⌉

(4.48)

La segunda condición de planificabilidad se deduce del empleo del ĺımite de utiliza-
ción

U ≤ HRM (nRM−H
wc > 1, βRM) = (βRMnRM−H

wc + 1)(21/(βRM +1) − 1)

Despejando nRM−L
wc y eligiendo el mı́nimo valor se obtiene

nRM−H
wc =

⌈

U
21/(βRM+1)−1

− 1

βRM

⌉

(4.49)

La ecuación (4.49) no es válida para U ≤ (21/(βRM +1)). No obstante, como se cumple
(21/(βRM +1)) < m(21/m−1) resulta que en este caso un único procesador es suficiente
para planificar de forma factible el conjunto de tareas. Teniendo en cuenta esta
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observación, la ecuación (4.48) y la ecuación (4.49) se obtiene

nRM−H
wc (m, U, βRM) =







1 si U ≤ m(21/m − 1)

min

{

⌈

m
βRM

⌉

,

⌈

U

21/(βRM +1)
−1
−1

βRM

⌉}

en otro caso

(4.50)

Por ejemplo, para garantizar la planificabilidad de 100 tareas de utilización total
15, y factores de utilización menores o iguales que 0’25 (es decir βRM = 3) empleando
asignación de tareas FFD, BFD, WFD o RFD y planificación RM se necesitan 27
procesadores

nRM−H
wc (15, 0′25) = min

{

⌈

100

3

⌉

,

⌈

15
21/(3+1)−1

− 1

3

⌉}

= 27

4.4 Obtención de los ĺımites de utilización esta-

d́ısticos

El ĺımite de utilización (absoluto) se obtiene para conjuntos de tareas que pueden
ser infrecuentes en la práctica. Por ejemplo, considerando sólo el caso peor, los
algoritmos de asignación FF y OPT (el algoritmo óptimo) seŕıan equivalentes bajo
planificación RM, pues ambos llevan asociado el mismo ĺımite de utilización. Sin
embargo, está claro que el algoritmo OPT es superior al FF en términos de plani-
ficabilidad. Esto hace ver que el caso peor es más pesimista para asignación OPT
que para asignación FF.

Con la intención de percibir el pesimismo asociado al ĺımite de utilización ab-
soluto definiremos el concepto de ĺımite de utilización estad́ıstico, denotado por
U = URM-AA

ac (m, n, p), de forma análoga a como se hizo en el apartado 4.4 para
planificación EDF.

Definición 7 Un conjunto de m tareas, de utilización total U = URM-AA
ac (m, n, p) es

planificable sobre n procesadores con probabilidad p empleando planificación RM-AA.

Si se generasen aleatoriamente conjuntos de m tareas (sin ninguna restricción
sobre su tamaño), de utilización total U = URM-AA

ac (m, n, p), el p% de los conjuntos
de tareas seŕıan planificables sobre n procesadores empleando planificación RM-AA.
El (100% − p) restante se correspondeŕıa con conjuntos de tareas que no caben en
los n procesadores.

Para el caso p = 100%, si el ĺımite de utilización absoluto existe se tiene que el
ĺımite de utilización estad́ıstico y absoluto coinciden. Como el ĺımite de utilización
absoluto existe para los algoritmos de asignación razonables resulta

URM−RA
wc (n, α = 1) = URM−RA

ac (m, n, p = 100%)

donde RA es un algoritmo de asignación de tareas razonable cualquiera.
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Figura 4.15: Relación entre los conceptos de ĺımite de utilización (absoluto) y esta-
d́ıstico para unos valores de m y n fijos, y para una distribución estad́ıstica dada.

La distribución estad́ıstica que se ha elegido para generar los conjuntos de ta-
reas es la Distribución Beta. Esta función de distribución ha sido descrita en el
apartado 3.4.

La figura 4.15, análoga a la figura 3.7, muestra de forma intuitiva los conceptos
de ĺımite de utilización (absoluto) y estad́ıstico para unos valores de m y n fijos.
En realidad para cada pareja de valores m y n se obtendŕıa una curva diferente,
suponiendo que los parámetros de la distribución estad́ıstica son fijos.

Cuando la desviación t́ıpica de la distribución tiende a cero los factores de utili-
zación de todas las tareas toman el mismo valor. En este caso el ĺımite de utilización
proporciona una condición de planificabilidad suficiente independiente del algoritmo
razonable de asignación de tareas, tal como demuestra el teorema 27.

Teorema 27 Sea RA un algoritmo razonable de asignación de tareas a procesado-
res arbitrario. Sea {τ1 . . . , τm} un conjunto de m tareas de idénticos factores de
utilización y utilización total U .
El conjunto de tareas es planificable empleando planificación RM-RA sobre n proce-
sadores si

U ≤ m

(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

(4.51)

Además el ĺımite de utilización propuesto es ajustado.

Demostración:
En primer lugar se demostrará que cualquier conjunto de m tareas de factores de
utilización idénticos y utilización total menor o igual que

m

(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)
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es planificable empleando planificación RM en cada procesador, y cualquier algorit-
mo de asignación de tareas razonable, RA. El factor de utilización de cada una de
las m tareas será a lo sumo

(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

y por lo tanto en cada procesador caben al menos
⌊

m+n−1
n

⌋

tareas. En n procesadores
caben al menos

⌊

m+n−1
n

⌋

n tareas. A partir de la relación (vi) se tiene

⌊

m + n− 1

n

⌋

≥ m

n

y por lo tanto
⌊

m + n− 1

n

⌋

n ≥ m

Se tiene entonces que al menos m tareas caben en el multiprocesador, por lo que el
conjunto de m tareas es planificable.

A continuación se demuestra que existe un conjunto de m tareas de utilización
total

m

(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

+ ε

con ε → 0, el cual no cabe en los n procesadores. Si el conjunto de tareas fuese
planificable, el procesador que más tareas recibiese recibiŕıa como mı́nimo dm/ne
tareas. Aplicando la relación (vii) se deduce

⌈m

n

⌉

=

⌊

m− 1

n

⌋

+ 1

Aplicando la relación (iv)
⌈m

n

⌉

=

⌊

m + n− 1

n

⌋

La utilización asociada a este procesador seŕıa

⌊

m + n− 1

n

⌋(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

+

⌊

m + n− 1

n

⌋

ε/m

mayor que
⌊

m + n− 1

n

⌋(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

que es el ĺımite de utilización para
⌊

m+n−1
n

⌋

tareas. Por lo tanto se llega a una
contradicción, y el conjunto de tareas no cabe en el multiprocesador.

�
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Figura 4.16: Representación del ĺımite de utilización para el caso de factores de
utilización iguales y planificación RM-RA.

La figura 4.16 muestra la representación gráfica de la función

m

(

2

1

bm+n−1
n c − 1

)

Cabe destacar las siguientes caracteŕısticas de la ecuación (4.51):

• Aparecen unos ciclos de amplitud proporcional al número de procesadores al
variar el número de tareas.

• La amplitud de los ciclos decrece a medida que aumenta el número de tareas.

• Para el caso n = 1 el ĺımite de utyilización coincide con el proporcionado por
Liu y Layland (1973) para planificación RM.

Con la intención de establecer el pesimismo del limite de utilización absoluto
empleando planificación RM-FF se han llevado a cabo experimentos de simulación
análogos a los descritos en el apartado 3.4 para planificación EDF.

Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos para el caso de planifica-
ción EDF. De hecho, independientemente de si se emplea planificación EDF o RM,
la comparativa entre unos algoritmos de asignación y otros presenta los mismos
resultados. Cabe destacar no obstante tres diferencias básicas:
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Figura 4.17: Comparación de los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación
EDF-FF y RM-FF.

• Los ĺımites de utilización estad́ısticos para planificación local RM son entre
un 20% y un 30% por ciento menores que los mismos para planificación EDF.
Esto es debido al menor ĺımite de utilización monoprocesador asociado a la
planificación RM. En la figura 4.17 puede verse una comparación del mismo
ĺımite de utilización estad́ıstico empleando planificación EDF o RM.

• La dependencia que tienen los ĺımites de utilización estad́ısticos para planifi-
cación local RM es menos monótona que la dependencia de los mismos ĺımites
de utilización estad́ısticos para planificación local EDF. Un ejemplo de esto
puede verse en la figura 4.17. Para planificación EDF un aumento del número
de tareas repercut́ıa en un incremento de los ĺımites de utilización estad́ısticos.
La explicación de esta falta de monotońıa está en que al aumentar el número
de tareas los ĺımites de utilización monoprocesador empleando planificación
RM tienden a bajar, lo que repercute sobre los ĺımites de utilización multi-
procesador. Sin embargo, por otra parte al aumentar el número de tareas la
probabilidad de que los factores de utilización sean mayores es más elevada,
lo cual repercute en un incremento de los ĺımites e utilización multiprocesa-
dor. Por lo tanto, empleando planificación RM hay dos efectos contrapuestos
provocados por el incremento de tareas. De ah́ı esa falta de monotońıa.

• Los ĺımites de utilización estad́ısticos asociados a los algoritmos WF, RF, WFI
y RFI tienden a un valor fijo entre ln 2 y 1 cuando la desviación t́ıpica tiende
a su valor máximo. La explicación es clara, con desviaciones t́ıpicas elevadas
los factores de utilización son todos o casi cero o casi uno. Por lo tanto se está
cerca del peor caso descrito por los teoremas 22 y 25. La figura 4.18 muestra un
ejemplo de la evolución del ĺımite de utilización estad́ıstico para planificación
RM-WF cuando se incrementa la desviación t́ıpica de la distribución.
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Figura 4.18: Evolución del ĺımite de utilización estad́ıstico para planificación RM-
WF cuando se incrementa la desviación t́ıpica de la distribución.
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Caṕıtulo 5

Mejora de los ĺımites de

utilización en multiprocesadores

Los ĺımites de utilización multiprocesador obtenidos en los caṕıtulos anteriores pue-
den mejorarse empleando toda la información disponible acerca de los factores de
utilización de las tareas.

Una de las mejoras proviene de la definición del parámetro α. Este parámetro
hab́ıa sido definido como un valor que verifica α ≥ ui para toda tarea τi del sistema.
Esta definición no obliga a que exista al menos una tarea con factor de utilización
α, pues todas las tareas pueden tener un factor de utilización menor. No obstante,
desde un punto de vista práctico α debe elegirse tan bajo como sea posible, pues
de esta forma se maximiza el ĺımite de utilización. Este valor más bajo posible
se corresponde con el máximo factor de utilización del conjunto de tareas. En las
demostraciones de los ĺımites de utilización se toma la definición “al pie de la letra”
en el sentido de que no se impone que al menos una de las tareas tenga un factor de
utilización igual a α. Por ejemplo, en la demostración de la cota superior del ĺımite
de utilización para RM-FF, en la página 159, ninguna de las tareas del conjunto
alcanza el valor de α. Debe tenerse en cuenta que si se redefiniese α de tal forma
que fuese igual al máximo factor de utilización del conjunto, el ĺımite de utilización
multiprocesador no podŕıa disminuir, pues se restringiŕıan los conjuntos de tareas
posibles con respecto a la definición original de α. En lugar de redefinir α se define
el parámetro umax como el máximo factor de utilización de las tareas del conjunto.

umax = maxm
i=1{ui} (5.1)

En el apartado 5.1 se proporcionan ĺımites de utilización mejorados empleando el
parámetro umax. Una pregunta que puede surgir es por que no se obtuvieron desde
un principio los ĺımites de utilización empleando el parámetro umax en lugar del
parámetro α, pues en ese caso se habŕıan obtenido ĺımites más altos, y aśı toda
esta explicación y el siguiente apartado podŕıan eliminarse. La razón está en la
mayor complejidad de las demostraciones empleando el parámetro umax. Además en
muchos casos los ĺımites de utilización empleando el parámetro umax pueden obte-
nerse de forma exacta o aproximarse fácilmente a partir de los ĺımites de utilización
empleando el parámetro α.
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Otra de las mejoras de los ĺımites de utilización proviene de utilizar los valores
de los factores de utilización de las tareas asignadas a un procesador para obtener
un ĺımite de utilización monoprocesador más alto, y por lo tanto obtener un ĺımite
de utilización multiprocesador también más alto. En el caso de planificación RM se
empleaba la condición de planificabilidad

n
∑

i=1

ui ≤ m(21/m − 1)

Esta condición recibe como entradas la utilización total del conjunto de tareas y el
número de tareas, pero no los factores de utilización de las tareas. En particular
este ĺımite se obtiene para la peor combinación posible de factores de utilización que
es aquella en la cual todos los factores de utilización de las tareas son iguales (Liu
y Layland, 1973). Cuando los factores de utilización son diferentes, este ĺımite se
puede incrementar. Por ejemplo, en el teorema 16, en la página 159, para el caso
m = 4, n = 2 y βRM = 1 se afirmaba que las tareas τ1, τ2 y τ3 de factores de
utilización

u1 =
3(21/3 − 1)− (21/2 − 1)

2
≈ 0′183

u2 = u1

u3 = (21/2 − 1) + ε ≈ 0′414 + ε, con ε → 0

no cab́ıan en un procesador. Sin embargo, a partir de la condición de planificabilidad
proporcionada por el teorema 11, en la página 143, a un procesador con dos tareas
de factores de utilización

3(21/3 − 1)− (21/2 − 1)

2

se puede añadir una tarea más, de factor de utilización

2

(1 + 3(21/3−1)−(21/2−1)
2

)2
− 1 ≈ 0′429 > u3

y el sistema sigue siendo planificable. Esto indica que en el ejemplo el ĺımite de utili-
zación multiprocesador podŕıa mejorarse empleando la condición de planificabilidad
para RM que tiene en cuenta los factores de utilización de las tareas.

La aplicación de esta condición para las obtención de los ĺımites de utilización
multiprocesador con planificación local RM resultaŕıa extraordinariamente compleja.
Además, tal como se demostrará en el apartado 5.2 la mejora es mı́nima, y por lo
tanto los ĺımites de utilización multiprocesador proporcionados en el caṕıtulo 4 son
prácticamente ajustados.

El conocimiento de los factores de utilización de las tareas en el caso de plani-
ficación EDF monoprocesador no reporta ninguna mejora. La explicación es que
sin considerarlos el ĺımite de utilización es el máximo, y por lo tanto imposible de
mejorar.
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5.1 Consideración del máximo factor de utiliza-

ción

El ĺımite de utilización se puede obtener como la mı́nima utilización total de los
conjuntos de tareas que no son planificables, menos un valor ε arbitrariamente pe-
queño. Cuando se restringen los conjuntos sobre los cuales se calcula dicho mı́nimo,
el ĺımite de utilización no puede decrecer. Esto es lo que sucede cuando se considera
el parámetro umax en la obtención de los ĺımites de utilización, en lugar del pará-
metro α. De todos los conjuntos cuyos factores de utilización cumplen ui ≤ α, sólo
se consideran aquellos que además tienen una o más tareas de factor de utilización
umax.

En este apartado se proporcionan los ĺımites de utilización multiprocesador con-
siderando umax, o en su defecto, se proporcionan rangos estrechos dentro de los
cuales se encuentran.

Para distinguir los ĺımites de utilización que emplean α de los que emplean
umax se sustituye α o el parámetro β asociado por umax. Por ejemplo, el ĺımite
URM−FF

wc (m, n, βRM) pasa a ser URM−FF
wc (m, n, umax), y el ĺımite UEDF−RF

wc (n, α) pasa
a ser UEDF−RF

wc (m, n, umax). La inclusión del parámetro m en este último ĺımite es
debido a que a priori no se sabe si el ĺımite en función de umax va a depender del
número de tareas o no.

En el caṕıtulo 2 se presentaron los algoritmos de asignación de tareas denomi-
nados FF, FFI, FFD, BF, BFD, BFI, WF, WFD, WFI, RF, RFD, RFI y OPT. De
acuerdo con los resultados obtenidos en los caṕıtulos 3 y 4, de de todos ellos los más
destacados en términos de ĺımite de utilización y simplicidad son:

• De entre los que no realizan ordenación de tareas, el algoritmo FF.

• De entre los que realizan ordenación de tareas, el algoritmo FFD.

Además, el ĺımite de utilización para el algoritmo RF es útil como condición de
planificabilidad cuando hay cambios de modo, tal como se indica en el apartado 6.5.

Por lo tanto, los algoritmos de asignación FF, FFD y RF son los únicos que se
consideran a la hora de obtener los ĺımites de utilización en función de

5.1.1 Planificación EDF

En este apartado se obtienen los ĺımites de utilización en función del máximo factor
de utilización, umax, para planificación monoprocesador EDF, empleando asignación
FF, FFD o RF.

En primer lugar se obtiene el ĺımite de utilización UEDF−RF
wc (m, n, umax). El

teorema 7, en la página 58, proporcionaba una cota superior del ĺımite de utilización
para asignación WF, en función de α. Para ello se presentaba un conjunto de
tareas que no cab́ıa en los procesadores. Este conjunto teńıa una tarea de factor de
utilización α. Eligiendo α = umax se tiene que una de las tareas tiene el factor de
utilización umax, y por lo tanto se obtiene para asignación WF la cota superior

UEDF−WF
wc (m, n, umax) ≤ n− (n− 1)umax
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Por otra parte, la cota inferior proporcionada por el teorema 1, en la página 43,
es válida independientemente de si el factor de utilización de alguna de las tareas
alcanza el valor α o no. Esta cota inferior es válida para todos los algoritmos
razonables de asignación. Como esta cota inferior coincide con la cota superior para
planificación EDF-WF, resulta

UEDF−WF
wc (m, n, umax) = UEDF−WF

wc (n, umax) = n− (n− 1)umax

y además el ĺımite de utilización para asignación RF, el cual es el mı́nimo de entre
todos los algoritmos de asignación razonables, toma el mismo valor

UEDF−RF
wc (n, umax) = n− (n− 1)umax

A continuación se acota el rango dentro del cual se encuentran los ĺımites de uti-
lización asociados a la planificación EDF-FF y EDF-FFD en función de umax. La
cota superior de los ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y EDF-FFD
en función de α viene dada por el teorema 2, en la página 44. Este teorema presenta
un conjunto de tareas que no cabe en el multiprocesador. Este conjunto se divide en
dos subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilización

1

βEDF + 1
+ ε/m

y otro formado por tareas de factor de utilización ε/m. Para valores de ε arbitra-
riamente pequeños se tiene que ninguno de los factores de utilización del conjunto
alcanza el valor α. Sin embargo, si se incrementase el factor de utilización de la
primera tarea para pasar de

1

βEDF + 1
+ ε/m

a α, el conjunto de tareas resultante seguiŕıa sin caber en los procesadores. Eligiendo
α = umax, y teniendo en cuenta que la cota superior dada por el teorema 2 coincide
con los ĺımites de utilización para planificación EDF-FF y EDF-FFD en función de
α resulta

UEDF−FF
wc (m, n, umax) ≤ UEDF−FF

wc (n, α = umax) + umax −
1

βEDF + 1

UEDF−FFD
wc (m, n, umax) ≤ UEDF−FFD

wc (n, α = umax) + umax −
1

βEDF + 1

(5.2)

Sustituyendo las expresiones de los ĺımites de utilización en función de α y operando
se obtiene

UEDF−FF
wc (m, n, umax) ≤ umax +

βEDFn

βEDF + 1

UEDF−FFD
wc (m, n, umax) ≤ umax +

βEDFn

βEDF + 1

(5.3)
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Al haber elegido α = umax, el parámetro βEDF se puede obtener como

βEDF =

⌊

1

umax

⌋

Comparando estas expresiones con los ĺımites de utilización en función de α se
obtienen los siguientes incrementos máximos. Para βEDF = 1 el máximo incremento
es (1− 0′5) = 0′5, para βEDF = 2 el máximo incremento es (0′5− 0′33) = 0′17, para
βEDF = 3 el máximo incremento es (0′33− 0′25) = 0′08, y aśı sucesivamente.

Para el caso particular en que βEDF = 1 se pueden obtener de forma simple los
ĺımites de utilización multiprocesador para planificación EDF-FF y EDF-FFD en
función de umax.

Considérese un conjunto de m tareas, y un multiprocesador formado por n > 1
procesadores. Se tiene una tarea τk de factor de utilización umax, y la utilización
total del conjunto es menor o igual que

UEDF−FF
wc (n− 1, α = umax) + umax

Se demostrará que dicho conjunto cabe en n procesadores, y por lo tanto

UEDF−FF
wc (m, n, umax) ≥ UEDF−FF

wc (n− 1, α = umax) + umax

Las tareas {τ1, . . . , τk−1} se asignan a los primeros (n − 1) procesadores, pues la
utilización total de las mismas es menor o igual que

UEDF−FF
wc (n− 1, α = umax)

y el algoritmo FF tiende a llenar los primeros procesadores. La tarea τk se puede
asignar también a los procesadores, pues si no cupiese en los (n−1) primeros proce-
sadores se asignaŕıa al último procesador. En el peor de los casos el procesador que
recibe la tarea τk no recibe ninguna otra tarea. En este caso, las restantes (m− k)
tareas se pueden asignar a los huecos que hay en los otros (n − 1) procesadores,
puesto que conjuntamente con las (k− 1) primeras tareas acumulan una utilización
menor o igual que

UEDF−FF
wc (n− 1, α = umax)

Por lo tanto se concluye

UEDF−FF
wc (m, n, umax) ≥ UEDF−FF

wc (n− 1, α = umax) + umax

Para umax > 0′5 se obtiene βEDF = 1, y considerando el caso n > 1 se deduce

UEDF−FF
wc (m, n > 1, umax > 0′5) ≥ n/2 + umax

El razonamiento empleado es válido porque la asignación FF tiende a llenar los
primeros procesadores vacantes antes de acudir a los últimos. Otros algoritmos como
el RF o el WF no cumplen esta condición, y por lo tanto este tipo de resultado no
es válido.
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Empleando la misma ĺınea de razonamiento con el algoritmo FFD se llega a la
conclusión

UEDF−FFD
wc (m, n > 1, umax > 0′5) ≥ n/2 + umax

Para el caso α > 0′5, a partir de las ecuaciones (5.3) se deduce

UEDF−FF
wc (m, n, umax > 0′5) ≤ n/2 + umax

UEDF−FFD
wc (m, n, umax > 0′5) ≤ n/2 + umax

y por lo tanto

UEDF−FF
wc (m, n > 1, umax > 0′5) = n/2 + umax

UEDF−FFD
wc (m, n > 1, umax > 0′5) = n/2 + umax

El incremento en en ĺımite de utilización empleando umax en lugar de α es signi-
ficativo para valores de umax mucho mayores que 0′5. Por ejemplo, para n = 2
procesadores y umax = 1, el nuevo ĺımite de utilización es 2, y por lo tanto 0′5 uni-
dades mayor que el obtenido empleando α. La idea es simple, si se sabe que una de
las tareas tiene factor de utilización 1 esta tarea cabe en un procesador, y en el otro
procesador queda espacio para una utilización adicional de valor 1.

Para el caso de valores de α menores que 0′5 y asignación FF el ĺımite de utili-
zación empleando umax es el mismo que empleando α. Para demostrar este punto,
basta con redistribuir la utilización de las primeras βEDF tareas del segundo sub-
conjunto en el teorema 2, página 44, entre las cuales acumulan una utilización de
valor

βEDF

βEDF + 1
+

βEDF ε

m

Esta utilización es siempre mayor que umax para βEDF ≥ 2. La primera tarea del
segundo subconjunto pasa a tener un factor de utilización umax, y las siguientes
(βEDF − 1) tareas del segundo subconjunto se reparten la utilización

βEDF

βEDF + 1
+

βEDF ε

m
− umax

Tras la redistribución, la asignación de tareas a procesadores empleando el algoritmo
FF no es posible, y por lo tanto la cota superior dada por el teorema 2 es válida
para asignación FF cuando se elige α = umax, y βEDF ≥ 2. Como esta cota coincide
con el ĺımite de utilización en función de α, y el ĺımite de utilización en función de
umax no puede ser menor resulta

UEDF−FF
wc (n, umax) =

βEDFn + 1

βEDF + 1
para βEDF ≥ 2

La modificación de las tareas del conjunto presentado en el teorema 2 hace que estas
no estén ordenadas en sentido de factores de utilización decrecientes, y por lo tanto
la cota obtenida no es válida para asignación FFD.
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Como resumen, en este apartado se han obtenido los ĺımites de utilización

UEDF−FF
wc (n > 1, umax) =

{

umax + n/2 si βEDF = 1
βEDF n+1
βEDF +1

si βEDF > 1

UEDF−FFD
wc (n > 1, umax) = umax + n/2 si βEDF = 1

βEDFn + 1

βEDF + 1
≤ UEDF−FFD

wc (m, n, umax) ≤ umax +
βEDFn

βEDF + 1

UEDF−RF
wc (n, umax) = n− (n− 1)umax

donde

βEDF =

⌊

1

umax

⌋

La obtención del ĺımite de utilización para planificación EDF-FFD en función
de umax para βEDF > 1 no se lleva a cabo en la tesis. Esta forma parte del trabajo
futuro.

5.1.2 Planificación RM

Este apartado es análogo al anterior pero empleando planificación local RM en
lugar de EDF. El objetivo es obtener los ĺımites de utilización multiprocesador en
función del máximo factor de utilización, umax, para planificación RM y empleando
los algoritmos de asignación FF, FFD y RF.

En primer lugar se obtiene el ĺımite de utilización URM−RF
wc (m, n, umax). El teo-

rema 22, en la página 174, proporcionaba la siguiente cota superior del ĺımite de
utilización para asignación WF en función de α.

URM−WF
wc (m, n, α) ≤











naUa + nbUb − (n− 1)α si α < Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua ≤ α ≤ Ub

Ub si Ub < α

donde

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)
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Aparecen tres casos dependiendo del valor de α. Sin embargo, en la práctica se elige
α = umax por lo que el último caso se puede eliminar. Téngase en cuenta que para
valores de umax mayores que Ub el conjunto de tareas no es planificable, por lo que no
tiene sentido definir un ĺımite de utilización en ese caso. En los dos primeros casos
de la demostración de la cota superior, el conjunto de tareas empleado teńıa una
tarea de factor de utilización α. Por lo tanto, la cota propuesta por el teorema 22
es válida en función de umax para los dos primeros casos, los únicos en los que tiene
sentido el ĺımite de utilización.

URM−WF
wc (m, n, umax) ≤

{

naUa + nbUb − (n− 1)umax si umax < Ua

nbUb − (nb − 1)umax si Ua ≤ umax ≤ Ub

La demostración de la cota inferior del ĺımite de utilización asociada a planificación
local RM con cualquier algoritmo de asignación razonable, proporcionada por el
corolario 2, es totalmente válida en los dos primeros casos, independientemente de
si alguna tarea alcanza el valor α. Esto es, para cualquier algoritmo razonable de
asignación, RA, se cumple

URM−RA
wc (m, n, umax) ≥

{

naUa + nbUb − (n− 1)umax si umax < Ua

nbUb − (nb − 1)umax si Ua ≤ umax ≤ Ub

y por consiguiente

URM−WF
wc (m, n, umax) =

{

naUa + nbUb − (n− 1)umax si umax < Ua

nbUb − (nb − 1)umax si Ua ≤ umax ≤ Ub

Como RF es el peor algoritmo de asignación en términos de ĺımite de utilización se
obtiene

URM−RF
wc (m, n, umax) =

{

naUa + nbUb − (n− 1)umax si umax < Ua

nbUb − (nb − 1)umax si Ua ≤ umax ≤ Ub

A continuación se acota el rango dentro del cual se encuentran los ĺımites de utili-
zación asociados a la planificación RM-FF y RM-FFD en función de umax.

La cota superior del ĺımite de utilización para planificación RM-FF en función
de α viene dada por el teorema 16, en la página 159. En este teorema se presenta
un conjunto de tareas que no cabe en el procesador. Este conjunto se divide en dos
subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilización

ui =
(m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)− (21/(βRM +1) − 1)βRM

(m− βRMn)

y un segundo subconjunto formado por tareas de factor de utilización

ui = (21/(βRM+1) − 1) +
ε

βRMn
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Para valores de ε arbitrariamente pequeños se tiene que ninguno de los factores de
utilización del conjunto alcanza el valor α. Sin embargo, si se incrementase el factor
de utilización de una tarea del segundo subconjunto, para pasar de

(21/(βRM +1) − 1) +
ε

βRMn

a tomar el valor α, el conjunto de tareas resultante seguiŕıa sin caber en los proce-
sadores. Eligiendo α = umax se tiene

URM−FF
wc (m, n, umax) ≤ URM−FF

wc (m, n, α = umax) + umax − (21/(βRM +1) − 1) (5.5)

La cota superior del ĺımite de utilización para planificación RM-FFD en función
de α viene dada por el teorema 15, en la página 156. En este teorema se propone
un conjunto de tareas que no cabe en el procesador. Este conjunto se divide en dos
subconjuntos, un primer subconjunto formado por tareas de factor de utilización
ε/m, y un segundo subconjunto formado por tareas de factor de utilización

ui = (21/(βRM +1) − 1) + ε/m

Para valores de ε arbitrariamente pequeños se tiene que ninguno de los factores de
utilización del conjunto alcanza el valor α. Sin embargo, si se incrementase el factor
de utilización de una tarea del segundo subconjunto, para pasar de

(21/(βRM+1) − 1) + ε/m

a tomar el valor α, el conjunto de tareas resultante seguiŕıa sin caber en los proce-
sadores. Eligiendo α = umax se tiene

URM−FFD
wc (m, n, umax) ≤ URM−FFD

wc (m, n, α = umax)+umax−(21/(βRM +1)−1) (5.6)

Sustituyendo las expresiones de los ĺımites de utilización en función de α en las
ecuaciones (5.5) y (5.6) se obtiene

URM−FF
wc (m, n, umax) ≤ (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)+

(n− 2)(2(1/βRM +1) − 1) + umax

URM−FFD
wc (m, n > 1, umax) ≤ βRMn(2(1/βRM +1) − 1) + umax

(5.7)

Al haber elegido α = umax, el parámetro βRM se puede obtener como

βRM =

⌊

1

1 + log2(umax)

⌋

Comparando estas expresiones con los ĺımites de utilización en función de α se
obtienen los siguientes incrementos máximos. Para βRM = 1 el máximo incremento
es (1−(21/2−1)) ≈ 0′586, para βRM = 2 el máximo incremento es ((21/2−1)−(21/3−
1)) ≈ 0′154, para βRM = 3 el máximo incremento es ((21/3−1)− (21/4−1)) ≈ 0′071,
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y aśı sucesivamente.

Para el caso particular en que βRM = 1 y n > 1, se pueden obtener de forma
simple los ĺımites de utilización multiprocesador para planificación RM-FF y RM-
FFD en función de umax. Se puede demostrar de forma análoga a como se hizo en
el apartado anterior para planificación local EDF que

URM−FF
wc (m, n > 1, umax) ≥ URM−FF

wc (m− 1, n− 1, α = umax) + umax

URM−FFD
wc (m, n > 1, umax) ≥ URM−FFD

wc (m− 1, n− 1, α = umax) + umax

Haciendo umax > 0′414 resulta βRM = 1 y

URM−FF
wc (m, n > 1, umax > 0′414) ≥ (m− n + 1)(21/(m−n+1) − 1)+

(n− 2)(21/2 − 1) + umax

URM−FFD
wc (m, n > 1, umax > 0′414) ≥

{

(m− 1)(21/(m−1) − 1) + umax si n = 2

n(21/2 − 1) + umax si n > 2

(5.8)

Para el caso α > 0′414, a partir de las ecuaciones (5.7) se deduce

URM−FF
wc (m, n > 1, umax > 0′414) ≤ (m− n + 1)(21/(m−n+1) − 1)+

(n− 2)(21/2 − 1) + umax

URM−FFD
wc (m, n > 1, umax > 0′414) ≤ n(21/2 − 1) + umax

y por lo tanto

URM−FF
wc (m, n > 1, umax > 0′414) = (m− n + 1)(21/(m−n+1) − 1)+

(n− 2)(21/2 − 1) + umax

URM−FFD
wc (n > 2, umax > 0′414) = n(21/2 − 1) + umax

Queda pendiente el caso en el cual n = 2, umax > 0.414 y se tiene asignación FFD.
En este caso, el ĺımite de utilización se obtiene directamente teniendo en cuenta que
no puede ser menor que el asociado a la asignación FF. Esto es,

URM−FFD
wc (m, n = 2, umax > 0′414) ≥URM−FF

wc (m, n = 2, umax > 0′414) =

(m− 1)(21/(m−1) − 1) + umax

Por lo tanto, a partir de esta cota inferior y de la cota superior dada por la ecua-
ción 5.8 para el caso n = 2, se deduce

URM−FFD
wc (m, n = 2, umax > 0′414) = (m− 1)(21/(m−1) − 1) + umax

El incremento en en ĺımite de utilización empleando umax en lugar de α es significa-
tivo para valores de umax mucho mayores que 0′414. Por ejemplo, para asignación
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FF, n = 2 procesadores y umax = 1′0, el nuevo ĺımite de utilización es 0′586 unidades
mayor que el obtenido empleando α. La idea es simple, si se sabe que una de las
tareas tiene factor de utilización 1 esta tarea cabe en un procesador, y en el otro
procesador queda espacio para una utilización adicional de al menos ln(2).

Para el caso de valores de α menores que 0′414 y asignación FF el ĺımite de
utilización empleando umax es el mismo que empleando α. Para demostrar este
punto, basta con redistribuir la utilización de las primeras (m − βRMn + 1) tareas
del conjunto presentado en el teorema 15, página 15 entre las cuales acumulan una
utilización de valor

(m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)− (βRM − 1)(21/(βRM+1) − 1)

Esta utilización es siempre mayor que umax para βRM ≥ 2. De las primeras (m −
βRMn + 1) tareas, la última pasa a tener un factor de utilización umax, y las (m −
βRMn) restantes se reparten la utilización

(m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)− (βRM − 1)(21/(βRM +1) − 1)− umax

Tras la redistribución, la asignación de tareas a procesadores empleando el algoritmo
FF no es posible, y por lo tanto la cota superior dada por el teorema 16 es válida
para asignación FF cuando al menos una de las tareas tiene un factor de utilización
de valor umax, y βRM ≥ 2. Como esta cota coincide con el ĺımite de utilización para
α = umax, y el ĺımite de utilización en función de umax no puede ser menor resulta

URM−FF
wc (m, n, umax) = (m− βRM(n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)+

(n− 1)(21/(βRM +1) − 1)

para βRM ≥ 2.

Como resumen, en este apartado se han obtenido los ĺımites de utilización

URM−FF
wc (m, n > 1, umax) =










(m− n + 1)(21/(m−n+1) − 1) + (n− 2)(21/2 − 1) + umax si βRM = 1

(m− (βRM − 1))(21/(m−βRM−1) − 1) + (n− 1)(21/(βRM +1) − 1) si βRM > 1

URM−FFD
wc (m, n > 1, umax) =

{

(m− 1)(21/(m−1) − 1) + umax si βRM = 1 y n = 2

n(21/2 − 1) + umax si βRM = 1 y n > 2

(βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1) ≤ URM−FFD
wc (m, n > 2, umax) ≤ βRMn(21/(βRM +1) − 1) + umax

(βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1) ≤ URM−FFD
wc (m, n = 2, umax) ≤ (m− 1)(21/(m−1) − 1) + umax
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URM−RF
wc (m, n, umax) =

{

naUa + nbUb − (n− 1)umax si umax < Ua

nbUb − (nb − 1)umax si Ua ≤ umax ≤ Ub

donde

βRM =

⌊

1

1 + log2(umax)

⌋

na = m−
⌊

m− 1

n

⌋

n− 1

nb = n− na

Ua =

⌈

m + n− 1

n

⌉

(

21/dm+n−1
n e − 1

)

Ub =

⌊

m + n− 1

n

⌋

(

21/bm+n−1
n c − 1

)

La obtención del ĺımite de utilización para planificación RM-FFD en función de
umax para βRM > 1 no se lleva a cabo en la tesis. Esta forma parte del trabajo
futuro.

5.2 Consideración de los factores de utilización de

las tareas

En este apartado se establece cual es la máxima mejora de los ĺımites de utilización
multiprocesador para planificación local RM derivada del incremento del ĺımite de
utilización monoprocesador, obtenido a partir del conocimiento de los factores de
utilización de las tareas.

Para ello se aplicará la condición de planificabilidad del teorema 11, la cual tiene
en cuenta los factores de utilización de las tareas, y permite obtener un ĺımite de
utilización más alto.

Una parte fundamental en la obtención de los ĺımites de utilización multipro-
cesador era la obtención de cotas superiores de utilización. Es decir, valores por
debajo de los cuales se encuentran los ĺımites de utilización. Para el caso de plani-
ficación local RM estas cotas vienen dadas por los teoremas 15, 16, 22, y 25, en las
páginas 156, 159, 174, y 188 respectivamente.

La idea es obtener el incremento de las cotas anteriores que hace que el con-
junto de tareas no quepa en el multiprocesador, incluso aplicando la condición de
planificabilidad del teorema 11.

Se han realizado experimentos con dicha condición a partir de los cuales se ha
obtenido las siguientes conclusiones:

• La máxima mejora con respecto al ĺımite de Liu y Layland (1973) ocurre
cuando se tiene una tarea de factor de utilización conocido y un número infinito
de tareas de factores de utilización desconocidos, pero idénticos.
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α ∆LRM

0’414 0′0674n
0’200 0′0176n
0’100 0′0047n
0’010 0′0001n

Tabla 5.1: Máximos incrementos del ĺımite de utilización multiprocesador LRM , para
distintos valores de α.

• La mejora obtenida en ese caso es tanto mayor cuanto mayor es el factor de
utilización conocido.

Empleando planificación local RM se hab́ıan encontrado cuatro ĺımites de utili-
zación multiprocesador diferentes: HRM , KRM , LRM , e IRM . A continuación verá
cual es el máximo incremento de los mismos que puede obtenerse empleando el
teorema 11.

La cota superior proporcionada por el teorema 15 establećıa un valor que no
pod́ıa ser superado por el ĺımite de utilización HRM . El factor de utilización era
el mismo para todas las tareas del conjunto empleado en la demostración. Por lo
tanto, el ĺımite de utilización obtenido a partir del teorema 11 coincide con el clásico
de Liu y Layland (1973), y no se obtiene ninguna mejora en el ĺımite de utilización
multiprocesador HRM .

La cota superior proporcionada por el teorema 16 establećıa un valor que no
pod́ıa ser superado por el ĺımite de utilización multiprocesador KRM . Este ĺımite
se obteńıa empleando la condición de planificabilidad de Liu y Layland (1973), aún
cuando los factores de utilización eran diferentes, lo que introdujo cierto pesimismo.
Como se deduce del conjunto de tareas empleado en la demostración, sólo puede
mejorarse el ĺımite de utilización del primer procesador. Considerando ε = 0, este
primer procesador recibe tareas de factor de utilización (21/(βRM +1) − 1), y el hueco
que queda en el primer procesador se reparte equitativamente entre un conjunto de
(m−βRMn) tareas. En el caso más favorable, la máxima mejora con respecto al ĺımite
de utilización de Liu y Layland (1973) se obtiene cuando (m−βRMn) →∞, y se tiene
una tarea adicional de factor de utilización (21/2 − 1). La mejora obtenida en este
caso es de 0′067 unidades. Por lo tanto, en el ĺımite de utilización multiprocesador
KRM puede aumentar a lo sumo en 0′067 unidades.

En cuanto al ĺımite de utilización multiprocesador LRM , el teorema 22 propor-
cionaba una cota superior del mismo. Aparećıan tres casos en la demostración
dependiendo del valor de α. La situación más favorable en cualquiera de los tres
casos consiste en tener infinitas tareas en un procesador, de las cuales una tiene un
factor de utilización conocido de valor ln(2). En este caso se obtiene una mejora de
valor 0′166n. Sin embargo, el ĺımite de utilización multiprocesador LRM tiene utili-
dad práctica, únicamente para valores de α menores o iguales que (21/2−1) ≈ 0′414,
pues en caso contrario el ĺımite de utilización multiprocesador es similar al ĺımite
monoprocesador. La tabla 5.1 muestra la máxima mejora en el ĺımite de utilización
multiprocesador LRM para distintos valores de α menores o iguales que 0′414.

En cuanto al ĺımite de utilización multiprocesador IRM , el teorema 25 proporcio-
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naba una cota superior del mismo. La situación más favorable en cuanto a mejora es
la misma que la descrita para el ĺımite LRM . Por lo tanto, los máximos incrementos
del ĺımite LRM son aplicables al ĺımite IRM .

Como se ha mostrado, los incrementos de los ĺımites de utilización multiprocesa-
dor son escasos. Por lo tanto los ĺımites de utilización multiprocesador proporciona-
dos en los caṕıtulos 4 son prácticamente ajustados. Además, en el caso promedio la
mejora en el ĺımite de utilización monoprocesador proporcionada por el conocimiento
de los factores de utilización es muy bajo (J.M. López y Garćıa, 2000a).

En cualquier caso, los máximos incrementos proporcionados no tienen por que
alcanzarse. Para que se alcanzasen debeŕıa ser posible demostrar que cualquier
conjunto de tareas de utilización total menor o igual que el ĺımite incrementado es
planificable.

Los ĺımites de utilización proporcionados en el caṕıtulo 3 para planificación mo-
noprocesador EDF son estrictamente ajustados, ya que la condición de planificabili-
dad empleada era ajustada, incluso conociendo los factores de utilización de algunas
tareas.



Caṕıtulo 6

Extensiones del modelo de tareas

En este caṕıtulo se obtienen ĺımites de utilización multiprocesador para planificación
local EDF o RM, y para un modelo de tareas más general que el considerado en los
caṕıtulos 3 y 4.

El nuevo modelo de tareas extiende el modelo de tareas de Liu y Layland (1973)
para tener en cuenta:

• Acceso a recursos compartidos.

• Jitter de activación.

• Plazos menores que los periodos.

• Tareas aperiódicas.

• Cambios de modo.

Desde el punto de vista del análisis, las cuatro primeras extensiones transforman el
conjunto de tareas periódicas extendido en un nuevo conjunto de tareas periódicas
que sigue el modelo de Liu y Layland (1973), y es tanto o más dif́ıcil de planificar
que el original. La idea es aplicar sobre este nuevo conjunto de tareas se los ĺımites
de utilización de los caṕıtulos 3 y 4.

Los cambios de modo implican la modificación del conjunto de tareas a lo largo
del tiempo. Independientemente del algoritmo de asignación razonable empleado, el
caso peor desde el punto de vista del análisis es equivalente al caso de un conjunto
de tareas estático asignado empleando el algoritmo RF.

6.1 Acceso a recursos compartidos

Una de las restricciones empleadas en la obtención de los ĺımites de utilización,
propuestos en los caṕıtulos 3 y 4, era que las tareas deb́ıan ser independientes.

Sin embargo, en la práctica es necesario en ciertos casos comunicar las tareas
entre śı. Una forma de realizar esta comunicación es mediante el acceso a recursos
compartidos, como puede ser un área de memoria. Cuando dos o más tareas acceden
a un recurso compartido pueden aparecer problemas de coherencia debido a efectos
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de carrera, por lo que es habitual emplear mecanismos que arbitren el acceso a los
mismos como pueden ser los semáforos (Tanenbaum, 1991). En este caso se dice
que el recurso compartido está protegido. El objetivo de la protección es púramente
funcional, evitando resultados incorrectos debidos a efectos de carrera.

Sin embargo, al evitar los problemas de coherencia mediante mecanismos de
protección se elimina toda predecibilidad del sistema de tiempo real. La explicación
es simple. La protección consiste en evitar el acceso simultáneo al recurso compartido
por dos o más tareas simultáneamente. Por lo tanto una activación de alta prioridad
puede bloquearse esperando a que una activación de baja prioridad libere el recurso
compartido, lo que penaliza su tiempo de respuesta. Con la simple protección del
recurso sin incluir ningún mecanismo adicional, una activación de alta prioridad
puede bloquearse durante un tiempo ilimitado en el peor de los casos. Lógicamente
esto es inadmisible en un sistema de tiempo real estricto. Una solución al problema
de funcionalidad y predecibilidad cuando se accede a recursos compartidos consiste
en el empleo de protocolos de acceso. Con estos protocolos se limita el tiempo
máximo que pueden bloquearse las activaciones de una tarea τi debido a activaciones
de menor prioridad (Buttazzo, 1997; J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998). Este máximo
tiempo de bloqueo se denota por Bi.

En el contexto de la tesis se supone el empleo de los protocolos monoprocesador
PCP y SRP para planificación RM, y SRP para planificación EDF (Buttazzo, 1997;
J.A. Stankovic y Buttazzo, 1998).

Empleando el protocolo PCP o SRP con planificación basada en las prioridades
fijas RM, el ĺımite de utilización de un procesador Pj pasa a ser

mj(2
1/mj − 1)−maxτi∈Pj

(Bi/Ti) (6.1)

Empleando el protocolo SRP con planificación EDF el ĺımite de utilización de
un procesador Pj pasa a ser

1−maxτi∈Pj
(Bi/Ti)

En las expresiones anteriores mj es el número de tareas asignadas al procesador
Pj, y τi ∈ Pj hace referencia a las tareas que se asignan al procesador Pj.

El problema es como generalizar estos ĺımites de utilización al caso multiproce-
sador con particionado. Puesto que los protocolos de acceso a recursos compartidos
empleados son protocolos monoprocesador es necesario que todo subconjunto forma-
do por tareas que dependen entre si se asigne al mismo procesador. Las tareas que
dependen entre si constituyen lo que se denominará una macrotarea en el contexto
de la tesis.

Para ilustrar los conceptos de dependencia y macrotarea se hará referencia a la
figura 6.1. Las tareas τ1, τ2 y τ3 tienen un recurso compartido, representado por las
ĺıneas que las unen. Además la tarea τ4 comparte un recurso con la tarea τ3. Por
lo tanto, las tareas τ1, τ2, τ3 y τ4 son tareas dependientes (directa o indirectamente)
y forman la macrotarea γ1. La tarea τ5 es independiente y forma la macrotarea γ2.
Finalmente las tareas τ6 y τ7 dependen sólo una de otra, y forman la macrotarea
γ3. El número de macrotareas del sistema se representa por m̂. En el caso de la
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τ6

τ1

τ4
τ3

τ5
τ7

τ2

γ3

γ1

γ2

Figura 6.1: Concepto de independencia y definición de macrotareas.

figura 6.1 se tiene m̂ = 3.
Desde el punto de vista de la asignación cada macrotarea funciona como una

tarea monoĺıtica para cumplir con la restricción de que las tareas dependientes entre
si se asignen al mismo procesador. Sin embargo para poder realizar la asignación
es necesario asignar un factor de utilización válido a la macrotarea. El factor de
utilización de la macrotarea γk se define como

ûk =
∑

τi∈γk

ui + maxτi∈γk
(B′

i/Ti) (6.2)

B′
i representa el máximo bloqueo de la tarea τi en la situación hipotética de que todas

las tareas del sistema se encontrasen en un mismo procesador. Por el contrario Bi

representa el máximo bloqueo de la tarea τi considerando únicamente las tareas
del sistema que se encuentran en su mismo procesador después de la asignación.
Cuantas más tareas hay en un procesador tantos más casos posibles de bloqueo hay,
y por lo tanto se cumple B ′

i ≥ Bi.
La utilización total de las macrotareas del sistema, Û , se obtiene como la suma

de los factores de utilización de las macrotareas.

Û =
m̂
∑

k=1

ûi (6.3)

Como se puede observar, a partir de un conjunto de m tareas dependientes se ha
obtenido un conjunto de m̂ macrotareas independientes, de factores de utilización
proporcionados por la ecuación (6.2).

6.1.1 Planificación EDF

Para el caso de planificación local EDF se puede demostrar que si el conjunto de
macrotareas obtenido a partir del conjunto original es planificable en el multiproce-
sador, también lo es el conjunto de tareas original. Para ello, considérese un conjunto
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de m̂ macrotareas que es planificable en el multiprocesador. A uno cualquiera de los
procesadores Pj se han asignado un conjunto de m̂j macrotareas, planificable en ese

monoprocesador. Esto es,
∑m̂j

k=1 ûk ≤ 1. Por lo tanto, aplicando la ecuación (6.2) se
cumple

m̂j
∑

k=1

∑

τi∈γk

ui +

m̂j
∑

k=1

maxτi∈γk
(B′

i/Ti) ≤ 1

Sea mj el número de tareas asignadas a Pj. Se cumple entonces

mj
∑

i=1

ui +

m̂j
∑

k=1

maxτi∈γk
(B′

i/Ti) ≤ 1

Por una parte, B′
i ≥ Bi, y por otra parte

maxτi∈Pj
(Bi/Ti) ≤

m̂j
∑

k=1

maxτi∈γk
(Bi/Ti)

Se deduce entonces
mj
∑

i=1

ui + maxτi∈Pj
(Bi/Ti) ≤ 1

Lo cual demuestra que el conjunto de tareas asignado a Pj es planificable.

Por lo tanto, para obtener los ĺımites de utilización de un conjunto de macrota-
reas, lo único que hay que hacer es sustituir en los ĺımites de utilización del caṕıtulo 3
las variables m, α, βEDF y U por sus homólogas m̂, α̂, β̂EDF y Û .

Los ĺımites de utilización multiprocesador con recursos compartidos dependen de
los parámetros α̂ y β̂EDF , los cuales se obtienen de forma análoga a los parámetros
α y βEDF .

α̂ ≥ ûi

β̂EDF =

⌊

1

α̂

⌋

(6.4)

En el caso de no existir recursos compartidos m ≤ βEDFn y era una condición
suficiente de planificabilidad multiprocesador para planificación local EDF. De igual
forma, bajo la presencia de recursos compartidos m̂ ≤ β̂EDFn es una condición
suficiente de planificabilidad multiprocesador para planificación local EDF.

Debe tenerse en cuenta que los ĺımites de utilización multiprocesador propuestos
para el caso de recursos compartidos son válidos únicamente cuando se cumple
m̂ ≥ β̂EDFn y α̂ ≤ 1. Un valor α > 1 hace no planificable el conjunto de tareas,
independientemente de la utilización total del mismo.

Por ejemplo, considérese el conjunto de tareas dependientes de la figura 6.1.
Supóngase vienen definidas por los parámetros de la tabla 6.1. Se recuerda que los
valores B′ se corresponden con el máximo bloqueo de la tarea suponiendo que las
siete tareas se encontrasen en el mismo procesador. Se desea sabe si el conjunto
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τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7

u 0′1 0′2 0′2 0′1 0′4 0′1 0′2
B′/T 0′05 0′03 0′02 0 0 0′1 0′03

Tabla 6.1: Ejemplo de análisis de planificabilidad de tareas dependientes en multi-
procesadores.

de tareas anterior es planificable sobre dos procesadores empleando asignación de
tareas FF y planificación EDF. En el ejemplo se tienen tres macrotareas: γ1, γ2 y
γ3 de factores de utilización

û1 = 0′1 + 0′2 + 0′2 + 0′1 + max{0′05 + 0′03 + 0′02} = 0′65

û2 = 0′4 + max{0} = 0′4

û3 = 0′1 + 0′2 + max{0′1 + 0′03} = 0′4

El máximo factor de utilización alcanzable se elige como α̂ = 0′65. Por lo tanto
β̂EDF = b1/0′65c = 1. El ĺımite de utilización para asignación FF y planificación
EDF es

ÛEDF−FF
wc (n, β̂EDF ) =

β̂EDFn + 1

β̂EDF + 1

Para ˆβEDF = 1 y n = 2 toma el valor 1′5. La utilización total del conjunto de las
tres macrotareas es (0′65 + 0′4 + 0′4) = 1′45. Por lo tanto, el conjunto de tareas del
ejemplo es planificable.

Una posible mejora de los ĺımites de utilización consiste en redefinir el valor
de B′, considerando para su obtención únicamente las tareas que pertenecen a la
misma macrotarea, en lugar de considerar todas las tareas del sistema como se hizo
hasta ahora. Sin embargo, no se dispone de una demostración definitiva que avale
la validez de este resultado. Su obtención forma parte del trabajo futuro.

6.1.2 Planificación RM

Desgraciadamente con planificación RM el proceso de obtención de los ĺımites de
utilización no es tan simple como en el caso de planificación EDF. La razón estriba
en que la planificabilidad de las macrotareas asignadas a un procesador no depende
del número de macrotareas sino del número total de tareas asignadas al procesador.
Una solución muy conservadora consiste en utilizar un análisis idéntico al de EDF y
multiplicar los ĺımites de utilización para EDF por el término ln(2). Es decir, con-
siderar un caso muy pesimista en el cual todos los procesadores reciben un número
infinito de tareas, y por lo tanto el ĺımite de utilización de cada procesador es ln(2).
Pueden verse otros ejemplos de esta técnica en el apartado 6.3.

Otra solución menos conservadora seŕıa obtener los ĺımites de utilización sobre n
procesadores para un conjunto de m̂ macrotareas, tal como se hizo en el caṕıtulo 4
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0 Oi + JiOi Oi + Ti Oi + Ti + Ji Oi + 2Ti Oi + 2Ti + Ji t

Ci CiCi

Figura 6.2: Ejemplo de tarea periódica con jitter.

para un conjunto de m tareas. No obstante las demostraciones en este caso seŕıan
mucho más complejas que las vistas en el caṕıtulo 4.

6.2 Jitter de activación

Una de las restricciones del modelo de tarea periódica ideal es que el tiempo trans-
currido entre dos activaciones consecutivas de una misma tarea es constante e igual
al periodo.

Sin embargo en la práctica esto no es aśı y se suele observar un retraso de
la activación denominado jitter de activación en la literatura. Las causas de este
retraso son debidas fundamentalmente a la gestión interna de las tareas llevada a
cabo por el planificador, o a problemas de granularidad temporal (K.W. Tindell y
Wellings, 1994).

El jitter es una fuente de impredecibilidad que debe acotarse de alguna forma.
Lo habitual es proporcionar un valor Ji que indica el jitter máximo de una tarea
periódica τi.

En la figura 6.2 puede verse un ejemplo de una tarea periódica con jitter. El
área sombreada indica instantes posibles de activación. El ancho es igual al jitter.
Puede verse como las tres primeras activaciones de la tarea periódica ocurren en los
intervalos [Oi, Oi + Ji], [Oi + Ti, Oi + Ti + Ji] y [Oi + 2Ti, Oi + 2Ti + Ji].

Sin embargo, independientemente del jitter el plazo absoluto sigue siendo el
mismo que el de la tarea sin jitter.

Se podŕıa obtener el ĺımite de utilización monoprocesador ajustado para RM y
EDF teniendo en cuenta el jitter. El problema del ĺımite aśı obtenido es que requeri-
ŕıa un proceso completo de demostración para generalizarlo al caso multiprocesador.
Este proceso de demostración seŕıa a buen seguro mucho más complejo que el ya de
por si complejo proceso de demostración de los caṕıtulos 3 y 4. Como solución de
compromiso se emplearán los ĺımites de utilización monoprocesador habituales sobre
un conjunto de tareas sin jitter obtenido mediante transformación del original.

El efecto del jitter sobre los ĺımites de utilización se puede incluir admitiendo
cierto grado de pesimismo. Si el tiempo de computación de cada tarea se incre-
menta en el valor de su jitter se obtiene un nuevo conjunto de tareas de tiempos
de computación C ′

i = (Ci + Ji) y periodos T ′
i = Ti. Los nuevos factores de utiliza-
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(c)(a) (b)

Ci

t′i,j ti,j + Jiti,j

Ci

t′i,jti,j ti,j

Ji

Ci + Ji

Figura 6.3: Transformación de un conjunto de tareas con jitter a un conjunto de
tareas sin jitter.

ción de las tareas pasaŕıan a ser u′i = C ′
i/T

′
i . Si el conjunto obtenido a partir de la

transformación es planificable también lo será el conjunto original.

Para demostrar este hecho considérese una activación cualquiera de una tarea
τi de instante de activación ideal ti,j, instante de activación real t′i,j y tiempo de
computación Ci. La diferencia entre el instante de activación real e ideal verifica
t′i,j − ti,j ≤ Ji, donde Ji es el jitter de la tarea. Esta situación se corresponde con la
subfigura (a) de la figura 6.3.

Si artificialmente se añade al sistema otra activación de igual prioridad, igual
plazo absoluto, instante de activación ti,j y tiempo de computación Ji, la planifi-
cabilidad empleando RM o EDF no puede mejorar. Esto es, si se sustituyese la
activación con jitter de la subfigura (a) por las dos activaciones sin jitter de la subfi-
gura (b) y el sistema resultante fuese planificable, también lo seŕıa el sistema original
que inclúıa la activación con jitter. Esta relación de planificabilidad se representa
en la figura 6.3 mediante una flecha que va de la subfigura (b) a la subfigura (a).

Como las dos activaciones de la subfigura (b) tienen el mismo tiempo plazo abso-
luto, misma prioridad, y no puede haber periodos de inactividad entre los instantes
de activación de ambas al ser t′i,j ≤ ti,j + Ji, resulta que ambas activaciones se pue-
den sustituir por una activación equivalente de instante de activación ti,j, tiempo
de computación (Ci + Ji), e idéntica prioridad y plazo absoluto que las anteriores.
Esta activación equivalente se representa en la subfigura (c) de la figura 6.3. La
equivalencia entre la planificabilidad en las situaciones (b) y (c) se ha representado
en la figura 6.3 con una flecha doble.

Resumiendo, una forma sencilla de tener en cuenta el efecto del jitter en los ĺımi-
tes de utilización multiprocesador consiste en incrementar el tiempo de computación
de cada tarea en el valor de su jitter antes de aplicar los ĺımites de utilización dados
en los caṕıtulos 3 y 4. El inconveniente es el elevado grado de pesismismo para
valores elevados del jitter.
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6.3 Plazos menores que los periodos

Los ĺımites de utilización de Liu y Layland (1973) para planificación RM y EDF son
válidos para el caso de plazos iguales a los periodos.

En el caso de planificación RM y plazos menores que los periodos Lehoczky
(1990) generalizó el modelo de las tareas, permitiendo plazos de valor Di = ∆Ti.
Cuando ∆ < 1 se tienen plazos menores que los periodos y para ∆ = 1 plazos iguales
a los periodos. La expresión del ĺımite de utilización obtenida para un número de
tareas arbitrario es demasiado compleja para ser generalizado al caso multiprocesa-
dor. Además la aplicabilidad de estos ĺımites de utilización es muy reducida pues
habitualmente el plazo de cada tarea cumple Di = ∆iTi, y ∆i es diferente para cada
tarea. En estas condiciones la planificación no es RM sino DM (basada en priori-
dades fijas asignadas de acuerdo con el criterio DM) y se elige de manera pesimista
∆ = min1≤i≤m ∆i.

Se considera el caso más simple caracterizado por un número de tareas infinito,
el cual se corresponde además con el número de tareas más desfavorable. El ĺımite
de utilización viene dado por la siguiente ecuación.

URM
wc (∆) =

{

∆ si 0 < ∆ ≤ 1/2

ln(2∆) + 1−∆ si 1/2 ≤ ∆ ≤ 1

En el caso de planificación EDF y plazos de valor Di = ∆Ti, con ∆ ≤ 1 se hab́ıa
demostrado en el apartado 1.4.2 el ĺımite de utilización

UEDF
wc (∆) = ∆

Los ĺımites de utilización monoprocesador mostrados tanto para planificación RM
como EDF y plazos menores que los periodos se obtienen multiplicando por un valor
constante menor que uno el ĺımite de utilización para planificación monoprocesador
EDF con plazos iguales a los periodos.

La consecuencia es inmediata, los ĺımites de utilización multiprocesador se obtie-
nen multiplicando por la misma constante los ĺımites de utilización multiprocesador
para EDF con plazos iguales a los periodos. La diferencia entre la planificación EDF
y RM radica en el valor de dicha constante.

Aśı por ejemplo, para planificación EDF o RM, asignación FFD y plazos menores
o iguales que los periodos se tiene

UEDF−FFD
wc (n, γEDF , ∆) = ∆

γEDFn + 1

γEDF + 1

URM−FFD
wc (n, γRM , ∆) =
{

∆γRM n+1
γRM +1

si 0 < ∆ ≤ 1/2

(ln(2∆) + 1−∆) γRM n+1
γRM +1

si 1/2 ≤ ∆ ≤ 1

Los parámetros γEDF y γRM se obtienen de forma análoga al parámetro βEDF ,
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teniendo en cuenta que ahora la capacidad del procesador no es uno.

γEDF (∆) = b∆/αc

γRM(∆) =

{

b∆/αc si 0 < ∆ ≤ 1/2
⌊

ln(2∆)+1−∆
α

⌋

si 1/2 ≤ ∆ ≤ 1

La demostración de estos valores es análoga a la proporcionada en el lema 2 para
la obtención de βEDF .

Los ĺımites de utilización propuestos son válidos única y exclusivamente cuando
γEDF (∆) > 0 para planificación EDF multiprocesador y cuando γRM(∆) > 0 para
planificación RM multiprocesador. En caso contrario, habŕıa tareas que no cabŕıan
en un procesador ni siquiera siendo las únicas asignadas al procesador. Bajo estas
circunstancias el conjunto de tareas no es planificable independientemente de la
utilización total del mismo.

De igual forma que suced́ıa en el caso de plazos iguales a los periodos el con-
junto de tareas es planificable si cumple m ≤ γEDF (∆)n en el caso de planificación
EDF multiprocesador, o si cumple m ≤ γRM(∆)n en el caso de planificación RM
multiprocesador.

Los ĺımites de utilización propuestos para el caso de plazos menores que los
periodos son más pesimistas que los proporcionados en los caṕıtulos 3 y 4. La razón
está en la elección ∆ = min1≤i≤m ui tanto para planificación EDF como RM, y la
elección de un número infinito de tareas para el caso de planificación RM.

El pesimismo se puede reducir considerablemente para el caso de planificación
EDF si se utiliza la condición de planificabilidad

m
∑

i=1

Ci

Di

≤ 1

descrita en el apartado 1.4.2. Si se redefiniese el concepto de factor de utilización de
una tarea τi para que este fuese igual a (Ci/Di), todos los resultados proporcionados
en el caṕıtulo 3 seŕıan totalmente válidos para el caso de plazos menores que los
periodos. Por ejemplo, para el caso de planificación EDF-FF se tiene la condición
de planificabilidad

m
∑

i=1

Ci

Di

≤ βEDFn + 1

βEDF + 1

6.4 Tareas aperiódicas

Los sistemas de tiempo real además de contener tareas periódicas contienen habi-
tualmente tareas aperiódicas, las cuales se caracterizan por plazos no estrictos, e
instantes de llegada impredecibles.

El objetivo en este tipo de sistemas que contienen tareas periódicas y aperiódicas
es garantizar los plazos de las tareas periódicas y hacer lo más bajo posible el tiempo
medio de respuesta de las tareas aperiódicas.
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En la literatura se plantean diferentes esquemas de planificación conjunta de
tareas periódicas y aperiódicas. Uno de los más habituales es el empleo de servidores
de tareas aperiódicas (Buttazzo, 1997; Bernat y Burns, 1999). Dependiendo del tipo
de servidor empleado, estos interfieren con la planificación de las tareas periódicas
de diferente manera.

Sólo se consideran aquellos servidores que interfieren de manera estrictamente
periódica sobre las tareas periódicas. Es decir, a efectos de estudio de planificabi-
lidad cada servidor y las tareas aperiódicas que sirve se pueden sustituir por una
tarea periódica. Ejemplos de estos servidores son el Sporadic Server (SS) y Priority
Exchange (PE) para planificación RM, y sus versiones dinámicas para planificación
EDF (Buttazzo, 1997).

Empleando servidores con interferencia estrictamente periódica los ĺımites de
utilización propuestos en los caṕıtulos 3 y 4 siguen siendo válidos.

Con la consideración de tareas tareas aperiódicas surgen nuevos problemas como
son la elección de los servidores, el ajuste de sus parámetros y el algoritmo de
asignación de tareas aperiódicas a servidores. No obstante, estos problemas están
fuera del contexto de esta tesis.

6.5 Cambios de modo

En determinadas aplicaciones de tiempo real el conjunto de tareas a planificar no es
fijo, sino que vaŕıa a lo largo del tiempo para adaptarse a un entorno cambiante. Hay
situaciones en las que el desconocimiento del entorno hace que el conjunto de tareas
evolucione de una manera desconocida a priori. Sin embargo, hay situaciones en las
que el entorno puede encontrarse en un conjunto de estados claramente definidos y
conocidos a priori, cada uno de las cuales requiere un conjunto de tareas también
definido y conocido a priori. En este apartado se supone que el sistema se encuentra
en esta última situación, asociada a lo que se denomina cambios de modo en la
literatura (Pedro y Burns, 1998).

La variación del conjunto de tareas puede suponer la modificación de parámetros
de ciertas tareas como pueden ser los periodos de las mismas, o incluso la destruc-
ción de tareas y la creación de nuevas tareas. En general, puede considerarse que el
conjunto de tareas cambia única y exclusivamente mediante la creación y destruc-
ción de tareas. Aquellas tareas que simplemente cambian de parámetros se pueden
modelar como una tarea con los parámetros antiguos que se destruye, y otra nueva
que se crea a continuación con los nuevos parámetros.

En el caso más simple de cambio de modo se destruyen todas las tareas del
sistema antes de crear nuevas tareas. De esta forma antes de asignar las nuevas
tareas se tiene un multiprocesador vaćıo. Por lo tanto, aplicando los ĺımites de
utilización proporcionados se puede estudiar de manera simple la planificabilidad
del sistema. Sin embargo en la práctica las cosas no son tan simples. Por ejemplo,
el sistema puede contener tareas de control cŕıticas que no pueden ser abortadas y
son necesarias en todos los modos.

Cada vez que se crea una tarea esta debe asignarse a un procesador. Los algo-
ritmos de asignación de tareas que implican la ordenación del conjunto de tareas no
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pueden aplicarse, pues esto puede suponer la migración de tareas entre procesadores.
Ejemplos de estos algoritmos son el FFD y el BFD. Por el contrario, algoritmos en
ĺınea como el FF o BF pueden aplicarse en estas situaciones dinámicas.

Una vez fijado el algoritmo en ĺınea de asignación de tareas y el algoritmo de
planificación monoprocesador, podŕıa pensarse que el análisis de planificabilidad
puede realizarse aplicando simplemente a cada modo el ĺımite de utilización asociado.
Sin embargo esto no es válido por dos razones:

• En determinados casos puede aparecer un periodo transitorio en el cual se
produce una sobrecarga del sistema. El análisis de planificabilidad en dicho
periodo debe realizarse con técnicas diferentes a las habituales (Pedro y Burns,
1998; Real y Wellings, 1999).

• La destrucción de tareas hace que la asignación en ĺınea de nuevas tareas a pro-
cesadores sea diferente a la que resultaŕıa aplicando el mismo algoritmo fuera
de ĺınea. Puede llegarse al caso incluso de que la asignación en ĺınea realizada
sea una asignación inválida fuera de ĺınea. Como consecuencia, los ĺımites de
utilización multiprocesador proporcionados en los caṕıtulos anteriores pueden
no ser válidos incluso en régimen permanente (una vez finalizado el periodo
transitorio).

El análisis de planificabilidad del periodo transitorio en monoprocesadores ha
sido llevado a cabo en otros trabajos (Pedro y Burns, 1998; Real y Wellings, 1999).
Sin embargo en el caso multiprocesador aparecen nuevos problemas que se indican
al final de este apartado.

La tesis considera únicamente el análisis de planificabilidad en el régimen per-
manente. En el caso monoprocesador el análisis de planificabilidad del régimen
permanente con cambios de modo se realiza simplemente aplicando las condiciones
de planificabilidad habituales, ya sean basadas en ĺımites de utilización o no. Sin
embargo en el caso multiprocesador las cosas se complican tal como ilustra la figu-
ra 6.4. En la figura 6.4 se muestra la transición del sistema entre modos 1 → 2,
2 → 3 y 3 → 1. Se tienen tres procesadores con un planificador EDF y las tareas
se asignan empleando el algoritmo FF. Cada tarea se representa mediante una caja,
de ancho igual al factor de utilización de la misma. El área sombreada indica la
capacidad residual de cada uno de los procesadores.

La transición entre los modos 1 y 2 consiste en la destrucción de la tareas τ2

y τ6, y la creación de las tareas τ7 y τ8. A pesar de asignar las tareas τ7 y τ8 de
acuerdo con el algoritmo FF, sucede que en el modo 2 la tarea τ3 se encuentra asig-
nada al segundo procesador cuando hay un hueco suficiente para ella en el primer
procesador. Esto es consecuencia de la destrucción de la tarea τ2, y hace inaplicable
el ĺımite de utilización propuesto en el caṕıtulo 3 para planificación EDF-FF. Inde-
pendientemente del algoritmo de asignación de tareas empleado puede suceder que
la asignación en ĺınea de tareas sea equivalente a la peor asignación posible fuera de
ĺınea.

Por ejemplo, considérese un multiprocesador formado por dos procesadores con
planificador EDF. Inicialmente se tiene un conjunto de cuatro tareas de factores de
utilización ε, (1 − ε), ε, y (1 − ε). Estas tareas se asignan empleando el algoritmo
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Figura 6.4: Cambios de modo en multiprocesadores.

FF y son planificables. Cada uno de los procesadores tendrá una tarea de factor de
utilización ε, y una tarea de factor de utilización (1−ε). Supóngase que se produce un
cambio de modo que consiste en la destrucción de las tareas de factor de utilización
(1 − ε) y en la creación de una nueva tarea de factor de utilización (1 − 0′5ε).
Esta nueva tarea no puede asignarse a ninguno de los procesadores y resulta que el
sistema no es planificable en el nuevo modo. Sin embargo, la utilización total del
nuevo conjunto de tareas es aproximadamente 1, menor que el ĺımite de utilización
1′5 para dos procesadores con planificación EDF-FF. Además puede observarse que
la situación justo antes de asignar la tarea de factor de utilización (1 − 0′5ε) es la
peor posible.

Puesto que los ĺımites de utilización para asignación de tareas fuera de ĺınea no
son válidos para asignación de tareas en ĺınea la pregunta que se plantea es:

¿Cómo se puede analizar a priori la planificabilidad del sistema en los distintos
modos?

El problema principal reside en que puede haber diferentes asignaciones de tareas
a procesadores, incluso para un mismo modo. Por ejemplo, la figura 6.4 muestra
dos asignaciones diferentes para el modo 1. Una forma de abordar el problema seŕıa
comprobando la planificabilidad de cada procesador, para cada modo y con cada
asignación diferente correspondiente al mismo modo. Si la secuencia de cambios de
modo fuese conocida a priori (por ejemplo modo 1, modo 2, modo 3, modo 1, ...), y
tuviese una periodicidad de periodo bajo (por ejemplo, un periodo de tres modos), el
número de asignaciones diferentes para un mismo modo podŕıa limitarse, y analizar
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la planificabilidad en cada procesador para cada una de dichas asignaciones. Sin
embargo, a medida que crece el número de tareas que se crean y destruyen al pasar
de un modo a otro, el número de procesadores, y el número de modos diferentes,
incluso en ese caso el número de asignaciones diferentes para un mismo modo puede
ser muy elevado. Además, si el periodo de la secuencia de cambios de modo es
elevado, o la secuencia de cambios de modo desconocida a priori, el problema resulta
intratable.

Una solución al problema consiste en analizar la planificabilidad del sistema de
forma global, empleando un ĺımite de utilización multiprocesador. Sin embargo, los
ĺımites de utilización propuestos en los caṕıtulos 3 y 4 son válidos únicamente para
asignación estática de tareas, es decir, sin creación y destrucción de las mismas. No
obstante, independientemente de la creación o destrucción de tareas, el algoritmo
de asignación es razonable, pues sólo se fracasa en la asignación cuando no hay
espacio suficiente en ningún procesador para albergar una tarea. Por lo tanto, en
el caso peor, el ĺımite de utilización no puede ser menor que el ĺımite de utilización
fuera de ĺınea empleando asignación RF. Debe tenerse en cuenta que el algoritmo
RF proporciona el ĺımite de utilización más bajo de entre todos los algoritmos de
asignación razonables.

Aśı, para planificación EDF y asignación de tareas en ĺınea de acuerdo con un
algoritmo razonable cualquiera, el ĺımite de utilización

n− (n− 1)α (6.5)

es válido, incluso con destrucción y creación de tareas.

De igual forma, para planificación RM y asignación de tareas en ĺınea de acuerdo
con un algoritmo razonable cualquiera, el ĺımite de utilización











naUa + nbUb − (n− 1)α si α ≤ Ua

nbUb − (nb − 1)α si Ua < α < Ub

Ub si Ub ≤ α

(6.6)

donde
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⌊
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⌈
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n

⌉
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⌊
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⌋

(
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n c − 1

)

es válido, incluso con destrucción y creación de tareas.

Estos ĺımites de utilización tienen utilidad práctica únicamente cuando βEDF y
βRM son mayores que uno, esto es, cuando α ≤ 0′5 para planificación local EDF,
y cuando α ≤ 0′414 para planificación local RM. En caso contrario los ĺımites de
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utilización son similares o idénticos a los de un monoprocesador. Además para el
caso α ≤ 0′414 y planificación local RM la expresión del ĺımite de utilización se
simplifica en gran medida y se obtiene el ĺımite de utilización:

naUa + nbUb − (n− 1)α ≈ (m + n− 1)(2n/(m+n−1) − 1)− (n− 1)α

Mediante simulación con valores de n comprendidos entre 1 y 1000, y valores de m
comprendidos entre (n + 1) y 1000n se ha encontrado la siguiente relación.

0 ≤ naUa + nbUb − (m + n− 1)(2n/(m+n−1) − 1)

n
≤ 0′0054

Por lo tanto, a efectos prácticos el ĺımite de utilización dado por la ecuación (6.6)
se puede sustituir por el ĺımite de utilización

(m + n− 1)(2n/(m+n−1) − 1)− (n− 1)α

cuando α ≤ 0, 414. Es interesante comparar este ĺımite con el proporcionado por la
ecuación (6.5) para planificación EDF.

Los ĺımites de utilización propuestos permiten analizar de forma suficiente la pla-
nificabilidad en el régimen permanente. Sin embargo no son válidos para el periodo
transitorio asociado a los cambios de modo. La dificultad de analizar la planifica-
bilidad del sistema en los periodos de tiempo transitorios mientras se produce el
cambio de modo es muy elevada. Si el número de asignaciones posibles diferentes
de tareas a procesadores es elevado, en muchos casos un estudio procesador a pro-
cesador del cambio de modo como el que se aplica en los sistemas monoprocesador
(Pedro y Burns, 1998) es inviable. Este aspecto del problema permanece abierto y
será motivo de investigación futura.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

El análisis de planificabilidad de sistemas de tiempo real multiprocesador está en
una fase inicial. Al contrario de los que sucede con sistemas de tiempo real monopro-
cesador se conocen muy pocos resultados prácticos. Una de las causas principales
es la extraordinaria complejidad del análisis de planificabilidad cuando se pasa de
uno a más procesadores. Partiendo de la inviabilidad del tratamiento exacto del
problema de planificabilidad multiprocesador, en la tesis se ha atacado el problema
de manera aproximada, intentando aprovechar los resultados conocidos para el caso
monoprocesador.

Para ello se ha seguido la estrategia de particionado, la cual permite tratar el
multiprocesador como un conjunto de monoprocesadores independientes. Esta es-
trategia requiere el uso de un planificador local para cada procesador y un algoritmo
de asignación de tareas a procesadores. Como planificadores locales se han elegido
los más representativos en el mundo monoprocesador. Esto es, el planificador basado
en prioridades dinámicas EDF, y el basado en prioridades estáticas RM.

Ante la imposibilidad práctica de encontrar un algoritmo de asignación óptimo en
la mayor parte de los casos, se ha optado por la elección de algoritmos de asignación
heuŕısticos.

Se han obtenido los ĺımites de utilización multiprocesador para planificación local
RM y EDF empleando los principales algoritmos heuŕısticos de asignación disponi-
bles en la literatura. Una de las caracteŕısticas más destacadas de estos ĺımites es
la inclusión de un parámetro que tiene en cuenta el tamaño1 de las tareas. Este pa-
rámetro permite en un gran número de casos la obtención de ĺımites de utilización
multiprocesador cercanos al ideal.

Por ejemplo, en el caso de asignación de tareas FF y planificación local FF el
ĺımite de utilización es n ln 2 para el caso de tareas de factores de utilización muy
pequeños. Este ĺımite pasa a ser n en el caso de planificación local EDF, asignación
FF y tareas de factores de utilización muy pequeños.

Todos los ĺımites de utilización obtenidos empleando planificación RM dependen
del número de tareas, número de procesadores y de un parámetro que tiene en
cuenta el tamaño de las tareas. Tanto el número de procesadores como el parámetro

1El término tamaño se corresponde con el factor de utilización de las tareas en el contexto de
la tesis.
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de tamaño tienen una gran influencia sobre los ĺımites de utilización. El número de
tareas tiene una influencia menor sobre los ĺımites de utilización. Por ejemplo, para
la asignación FF se ha obtenido el ĺımite de utilización

(n− 1)(21/(βRM +1) − 1)βRM

+ (m− βRM (n− 1))(21/(m−βRM (n−1)) − 1)

y para asignación FFD el ĺımite

(βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1)

Los ĺımites de utilización para planificación local EDF no dependen del número
de tareas, lo mismo que sucede con el ĺımite de utilización para planificación EDF
monoprocesador. El número de procesadores y el parámetro de tamaño de las ta-
reas tienen una influencia notable sobre los ĺımites de utilización en este caso. Por
ejemplo, para la asignación FF y FFD se ha obtenido el ĺımite de utilización

βEDFn + 1

βEDF + 1

Pero la tesis no sólo ha proporcionado los ĺımites de utilización asociados a di-
ferentes algoritmos de asignación. También ha propocionado el intervalo ajustado
en el cual se encuentra el ĺımite de utilización asociado a cualquier algoritmo ra-
zonable. Es decir, ha planteado a las limitaciones teóricas de la planificación local
en multiprocesadores. Por ejemplo, para el caso de planificación local RM, se tiene
que el ĺımite de utilización asociado a cualquier algoritmo razonable de asignación
es mayor o igual que

(m + n− 1)(2n/(m+n−1) − 1)− (n− 1)α

para valores de α mayores que 0.41, y menor o igual que

(βRMn + 1)(21/(βRM+1) − 1)

Para el caso de planificación local EDF, se tiene que el ĺımite de utilización
asociado a cualquier algoritmo razonable de asignación es mayor o igual que

n− (n− 1)α

y menor o igual que
βEDFn + 1

βEDF + 1

Se ha observado tanto en el caso de planificación local EDF como RM que la
ordenación de tareas en sentido de factores de utilización decrecientes aumenta los
ĺımites de utilización hasta el máximo valor posible. Es más, todos los algoritmos
de asignación razonables con ordenación previa de tareas en sentido de factores
de utilización decrecientes tienen el mismo ĺımite de utilización, igual al máximo
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posible.

De entre todos los algoritmos de asignación considerados, los mejores en términos
de coste computacional y ĺımite de utilización son el FF y el FFD. El problema del
algortimo FFD es que no puede emplearse en condiciones dinámicas como son los
cambios de modo.

El problema de los ĺımites de utilización es que proporcionan condiciones de
planificabilidad no exactas. Por ello, resulta interesante subir dichos ĺımites tanto
como sea posible, tratando de disminuir dicho pesimismo. Eso se ha realizado en la
tesis de acuerdo con dos criterios diferentes. El primer criterio consistió en emplear
un parámetro más realista para tener en cuenta el tamaño de las tareas. La mejora
obtenida resulto ser importante para tareas con factores de utilización elevados. El
segundo criterio consistió en emplear el factor de utilización asociado a todas las
tareas en el caso de planificación local RM. No obstante, la mejora obtenida en este
caso fue mı́nima.

Puesto que los ĺımites de utilización se obtienen considerando el peor caso, se
han realizado extensos experimentos de simulación, en los cuales se han variado los
parámetros más relevantes del sistema, con la intención de obtener una percepción
del grado de pesimismo de los ĺımites de utilización obtenidos teóricamente. Estos
experimentos han mostrado la elevada planificabilidad de los sistemas multiprocesa-
dor que emplean técnicas de particionado. Los resultados de los experimentos han
permitido además comparar los diferentes algoritmos de asignación. El resultado
fué que los algoritmos FF y FFD son los mejores en términos de planificabilidad y
sencillez.

El modelo de tareas básico empleado a lo largo de la tesis ha sido el de ta-
reas periódicas independientes. No obstante, al haber considerado el caso peor, los
resultados son también aplicables a tareas esporádicas.

La inclusión de tareas aperiódicas es simple suponiendo que estas se ejecutan a
través de algún servidor periódico.

Hay situaciones prácticas en las que el modelo de tareas perfectamente periódicas
e independientes es poco realista. Esto a llevado a incluir mejoras del modelo de
tareas como la inclusión del jitter de activación, el acceso a recursos compartidos y
los cambios de modo.

El acceso a recursos compartidos con planificación local EDF fué resuelto desde el
punto de vista del analisis de planificabilidad basado en utilizaciones. No obstante,
este problema no ha sido resuelto de forma práctica para planificación RM. Uno de
los inconvenientes de la solución proviene de la restricción de que todos las tareas
que comparten algún recurso compartido se encuentren en el mismo procesador.

En resumen, el análisis de planificabilidad basado en utilizaciones de sistemas
de tiempo real implementados sobre multiprocesadadores ha sido poco estudiado.
Salvo el ĺımite de utilización aproximado proporcionado por Oh y Baker (1998), no
se ha encontrado ningún trabajo al respecto en la literatura. La tesis ha explorado
dicho campo mejorando el resultado de Oh y Baker (1998), tal como se muestra
en la figura 7.1, y proporcionando ĺımites de utilización para otros algoritmos de
planificación y asignación.

Una parte del trabajo realizado en la tesis ha sido publicado o esta a punto
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Figura 7.1: Representación del ĺımite de utilización para planificación RM-FF, y
tareas de factor de utilización menor o igual que 0’26. La ĺınea discont́ınua muestra
el ĺımite de utilización propuesto por Oh y Baker.

de publicarse. En particular, parte de los resultados obtenidos para planificación
local EDF han sido publicados en el Euromicro Workshop on Real-Time Systems
2000, celebrado el pasado mes de Junio de 2000 en Estocolmo (J.M. López y Garćıa,
2000b). Asimismo, parte de los resultados obtenidos para planificación local RM
serán publicados en la revista Real Time Systems Journal, de la editorial Kluwer en
el año 2001.



Apéndice A

Relaciones matemáticas entre

números enteros

A continuación se presentan sin demostración algunas relaciones de los números
enteros positivos,

� +.

(i) x + 1 ≤ y ∀x, y ∈ � + | x < y

(ii) (21/x − 1)x > (21/y − 1)y > ln 2 ∀x, y ∈ � + | x < y

(iii) (21/(x+1) − 1)x < (21/(y+1) − 1)y < ln 2 ∀x, y ∈ � + | x < y

(iv) bx/y + zc = bx/yc+ z ∀x, y, z ∈ � +

(v) dx/y + ze = dx/ye+ z ∀x, y, z ∈ � +

(vi)
⌊

x+y−1
y

⌋

≥ x
y

∀x, y ∈ � +

(vii) dx/ye =
⌊

x−1
y

⌋

+ 1 ∀x, y ∈ � +

El documento de tesis se refiere a ellas como relación (i) a relación (vii).
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